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离散时变多智能体系统有限时间一致性迭代学习控制
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(齐齐哈尔大学计算机与控制工程学院，黑龙江齐齐哈尔 161006)

摘 要: 针对一类离散时变多智能体系统,通过引入虚拟领导者产生期望轨迹的方法,将虚拟领导者和所有智能
体组成固定的拓扑结构,在此基础上,提出一种离散时间迭代学习控制算法.该算法对多智能体系统中的每个智
能体都设计一个控制器,各控制器都是利用上一次迭代时,该智能体与虚拟领导者之间的跟踪误差和该智能体与
相邻智能体之间的跟踪误差,通过拓扑结构中通信权值的组合不断修正上一次的控制律,从而获得理想控制
律.同时,基于范数理论严格证明所提出算法的收敛性,并给出算法在λ-范数意义下的收敛条件.该算法能够使离
散时变多智能体的输出随着迭代次数的增加在有限时间区间内完全跟踪期望轨迹.理论分析和仿真结果都表明
了所提出算法的有效性.
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Finite-time consensus iterative learning control of discrete time-varying
multi-agent systems
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Abstract: For a class of discrete time-varying multi-agent systems, a topology is made up of virtual leaders and all
agents, and a kind of discrete time iterative learning control algorithm is proposed based on the topological structure
by introducing a virtual leader to generate the expected trajectory. The algorithm uses the tracking error between each
agent and the virtual leader and neighbor during the last iteration, to revise successively the last control law through the
combination of the communication weights in the topological structure, and to get the ideal control law. And this paper
proves the convergence of the proposed algorithm based on the norm theory, and gives the convergence condition in the
sense of λ-norm. The algorithm can make the output of the discrete time-varying multi-agent completely track the desired
trajectory in the finite time interval with the increase of the number of iterations. Both theoretical and simulation results
show the effectiveness of the proposed algorithm.
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0 引 䀰

随着计算机技术、通信技术和网络技术的迅速

发展,在解决大型、复杂的现实问题时,可以利用多
智能体系统通过各个智能体之间的通讯、协调合作

来替代比较昂贵的单个系统,且工作效率和性能也远
远高于单个系统[1-2].近年来,有关多智能体系统协同
控制方面的研究已成为控制领域新兴的研究热点之

一.多智能体协调控制的研究范畴广泛,如多智能体
的群集[3-4]、编队控制[5-6]和一致性[7-8]等.在多智能

体系统的诸多研究问题中,一致性问题是其最根本问
题.多智能体系统的一致性是指,所有智能体要在某
些给定的状态和输出上达到一致[9].目前, 大多数有
关多智能体系统的一致性方面的研究成果,都是使各
个智能体的状态或输出随时间增加逐渐趋于一致,即
解决的是多智能体系统的渐近一致性问题.但像生
产线上的多机械臂协同操作, 这类具有重复运行特
性的多智能体系统,一般都要求在有限时间区间内达
到完全一致性[10-12].
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迭代学习控制是针对执行具有重复任务的被控

系统,利用以往迭代运算获得的输入输出数据,通过
不断修正上一次迭代时的控制输入来获得理想控制

输入,从而实现系统输出随迭代次数的增加,在有限
时间区间内对期望轨迹完全跟踪的目的.迭代学习
控制器设计具有对模型信息要求低、结构简单等优

点,因此,自从Arimoto等[13]提出迭代学习控制算法

以来,经过30多年的发展,在控制领域已取得了许多
研究成果[14-17].由于迭代学习控制具有上述优点,许
多学者将其应用到多智能体系统中.如:文献 [18]将
迭代学习控制算法应用到模型不确定的线性多智能

体系统中,实现了系统的稳定编队;文献 [19]利用迭
代学习控制方法解决了非线性多智能体系统在切换

拓扑结构下的编队控制问题;文献 [20]针对线性多智
能体系统,提出了一种迭代学习型一致性算法,并给
出了智能体在有向拓扑结构下达到完全一致的充分

条件;文献 [21]针对在固定拓扑结构下的线性多智能
体系统,通过引入虚拟领导者技术, 提出了一种分布
式学习控制算法,解决了多智能体系统在有限时间区
间内的一致性问题;文献 [22]采用终端更新法则,提
出了一种反馈迭代学习控制协议,并利用模型参考方
法来改进反馈迭代学习协议,解决了多智能体系统在
有限时间区间内的一致性问题;文献 [23]从二维系统
角度构建出一种迭代学习控制协议,通过适当选择学
习增益,可使有向图中的所有智能体都能够利用迭代
学习协议实现有限时间区间内的一致性.
分析上述文献可以发现,目前,利用迭代学习控

制算法解决多智能体系统一致性问题的有关成果,大
多是针对连续时间多智能体系统展开的研究.然而,
连续形式的迭代学习控制算法需要通过采样控制技

术实现.因此,从实现的角度来看,离散形式的迭代学
习控制算法更为直接, 并且方便应用.为了解决系统
参数时变的多智能体在有限时间区间内的一致性问

题,本文提出一种迭代学习控制算法.该算法的思想
是:期望轨迹由引入的虚拟领导者产生,将包含虚拟
领导者在内的所有智能体组成固定的拓扑结构,在此
拓扑结构下,根据拓扑结构中的通信权值分别对每个
智能体设计一个控制器,每个控制器都利用上一次迭
代时的跟踪误差来修正上一次的控制输入,获得当前
的控制输入.如此不断重复,最终获得理想控制输入,
实现在有限时间区间内,各个智能体输出对给定期望
轨迹完全跟踪的目的.同时,从理论上对所提出算法
的收敛性进行证明, 给出算法收敛的充分条件.最后
通过仿真实例进一步验证所提出算法的有效性.

1 问题描述

考虑由N个同类离散时变智能体组成的多智能

体系统,假设每个智能体均是完全非正则的,且在有
限时间区间内具有重复运行特性.其中第j个智能体

的动态方程为xj,k(t+ 1) = A(t)xj,k(t) +B(t)uj,k(t),

yj,k(t) = C(t)xj,k(t).
(1)

其中:下标 j(j = 1, 2, · · · , N)表示第 j个智能体, k
为迭代学习次数; t ∈ [0, T ]表示重复运行的有限时

间;xj,k(t) ∈ Rn, uj,k(t) ∈ Rr, yj,k(t) ∈ Rm分别为

智能体 j的状态向量、控制向量和输出向量;A(t) ∈
Rn×n, B(t) ∈ Rn×r, C(t) ∈ Rm×n为系统的时变参

数矩阵.
假设1 多智能体系统每次运行的初始状态相

同,即对于所有的k满足xj,k(0) = x0,其中x0是使跟

踪误差ej,k(0) = 0的固定值(ej,k(0)的定义见下面).
假设2 多智能体系统动态特性是可逆的,确保

存在唯一的理想控制ud(t)使得系统的状态和输出为

期望值.
本文假设期望轨迹yd(t)是由一个引入的虚拟领

导者产生,由于多智能体系统是分布式结构,有的智
能体能直接获得期望轨迹信息,有的智能体则不能
直接获取期望轨迹信息.至于哪个智能体能直接获
得期望轨迹信息,取决于多智能体间的通信拓扑结
构.因此,为后续的分析需要,先介绍相关的图论知
识.
本文考虑一个引入的虚拟领导者和N个智能体,

利用无向带权图 ζ = (v, ε, A)来描述N个智能体

间通信拓扑结构.其中: v = {v1, v2, · · · , vN}表示图
的节点, v中每个节点代表一个智能体; ε ⊆ v × v

为边界;A为邻接矩阵.节点 i与j之间构成的边界为

(i, j) ∈ ε,节点 i与 j的联系用带权邻接矩阵A表示,
其对角线元素ai,j = 0.如果节点 i与 j之间有联系,
则ai,j = aj,i > 0;否则, ai,j = 0.其中: j ∈ Ni, Ni =

{j}为节点 i的邻居节点集合.图 ζ的Laplacian矩阵
定义为L = D − A,其中D = diag(d1,d2, · · · ,
dN ), di =

∑
j∈Ni

ai,j称为节点 i的出度.当加入虚拟

领导者时,若令虚拟领导者为智能体 0,则包含虚拟
领导者在内的所有多智能体之间的信息关系用新图

ζ̄ = {0
∪
v, ε̄, Ā)来表示, Ā和 ε̄为新的邻接矩阵和

边界.此时用 si表示智能体 i与虚拟领导者之间的

联系, si > 0表示智能体 i与虚拟领导者有直接联

系, si = 0表示智能体i与虚拟领导者没有联系.
根据上述分析,为了在系统参数时变的情况下,
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使各个智能体的输出都能跟踪上期望轨迹,本文设计
如下迭代学习控制律:

uj,k+1(t) =

uj,k(t) + Γ (t)
[ ∑
i∈Nj

aj,i(ej,k(t+ 1)−

ei,k(t+ 1)) + sjej,k(t+ 1)
]
. (2)

其中: ej,k(t) = yd(t) − yj,k(t)为第j个智能体的跟踪

误差, ei,k(t) = yd(t) − yi,k(t)为第 i个智能体的跟踪

误差,Γ (t)为开环学习增益矩阵.
为便于收敛性分析,定义以下列堆栈向量:

xk(t) = [xT
1,k(t), x

T
2,k(t), · · · , xT

N,k(t)]
T,

uk(t) = [uT
1,k(t), u

T
2,k(t), · · · , uT

N,k(t)]
T,

yk(t) = [yT
1,k(t), y

T
2,k(t), · · · , yT

N,k(t)]
T,

ek(t) = [eT
1,k(t), e

T
2,k(t), · · · , eT

N,k(t)]
T. (3)

因此,式(1)可改写成以下紧凑形式:xk(t+ 1) = (I ⊗A(t))xk(t) + (I ⊗B(t))uk(t),

yk(t) = (I ⊗ C(t))xk(t).

(4)

其中: I 为相应维数的单位矩阵,⊗表示 Kronecker
积.式(2)可改写为下面的紧凑形式:

uk+1(t) = uk(t) + ((L+ S)⊗ Γ (t))ek(t+ 1), (5)

其中S = diag(s1, s2, · · · , sN ).
现在的控制任务是,利用式 (5)来控制式 (4),在学

习增益矩阵Γ (t)满足什么条件时,使得每个智能体
的输出随迭代次数的增加都能在有限时间区间内完

全跟踪期望轨迹,即实现多智能体系统的一致性跟
踪.
注1 每个智能体只能从各自邻居智能体和虚

拟领导者那里得到信息,而虚拟领导者不能得到智能
体的信息.
注2 本文假设对于具有分布式结构的多智能

体系统,并不是每个智能体都能直接获得由虚拟领导
者产生的期望轨迹信息,只有与虚拟领导者有通讯联
系的智能体才能获得期望轨迹信息.

2 收敛性分析

为便于收敛性证明,首先引入以下定义.
定义1 [24] 离散时间向量函数h : {0, 1, · · · , T}

→ Rn的λ范数定义为

∥h(t)∥λ = sup
t∈[0,T ]

{λt∥h(t)∥}, 0 < λ < 1.

根据上述分析,下面给出本文的主要结果.
定理1 将迭代学习控制律 (5)应用于满足假设

1和假设2的多智能体系统(4),若学习增益Γ (t)满足

∥I − (L+ S)⊗ (C(t+ 1)B(t)Γ (t))∥ = ρ < 1,

t ∈ [0, T ], (6)

则对于可达期望轨迹 yd(t)(t ∈ [0, T + 1]),当k →
∞时,多智能体系统输出yk(t)一致收敛于期望轨迹

yd(t),即 lim
k→∞

yk(t) = yd(t)(t ∈ [0, T + 1]).

证明 考察第k + 1次迭代时的跟踪误差

ek+1(t+ 1) = yd(t+ 1)− yk+1(t+ 1) =

ek(t+ 1) + yk(t+ 1)− yk+1(t+ 1). (7)

进一步,根据式(4)将(7)写为

ek+1(t+ 1) =

ek(t+ 1)− (I ⊗ C(t+ 1))(xk+1(t+ 1)− xk(t+ 1)).

(8)

对式(4)应用归纳法,可得

xk(t) = (I ⊗ Φ(t, 0))xk(0)+

t−1∑
τ=0

(I ⊗ (Φ(t, τ + 1)B(τ)))uk(τ). (9)

其中Φ(t, τ)是由A(t)确定的状态转移矩阵.将式 (9)
代入(8),并结合式(5)和假设1,则有

ek+1(t+ 1) =

ek(t+ 1)− (I ⊗ C(t+ 1))×[
(I ⊗ Φ(t+ 1, 0))xk+1(0)+

t∑
τ=0

(I ⊗ (Φ(t+ 1, τ + 1)B(τ)))uk+1(τ)−

(I ⊗ Φ(t+ 1, 0))xk(0)−
t∑

τ=0

(I ⊗ (Φ(t+ 1, τ + 1)B(τ)))uk(τ)
]
=

ek(t+ 1)− (I ⊗ C(t+ 1))×
t∑

τ=0

(I ⊗ (Φ(t+ 1, τ + 1)B(τ)))(uk+1(τ)−uk(τ)) =

ek(t+ 1)− (I ⊗ C(t+ 1))×{ t∑
τ=0

[(I ⊗ (Φ(t+ 1, τ + 1)B(τ)))×

((L+ S)⊗ Γ (τ))ek(τ + 1)]
}
=

ek(t+ 1)−
t∑

τ=0

{(L+ S)⊗

[C(t+ 1)Φ(t+ 1, τ + 1)B(τ)Γ (τ)]}ek(τ + 1) =
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ek(t+ 1)−

((L+ S)⊗ (C(t+ 1)B(t)Γ (t)))ek(t+ 1)−
t−1∑
τ=0

{(L+ S)⊗

[C(t+ 1)Φ(t+ 1, τ + 1)B(τ)Γ (τ)]}ek(τ + 1) =

[I − (L+ S)⊗ (C(t+ 1)B(t)Γ (t))]ek(t+ 1)−
t−1∑
τ=0

{(L+ S)⊗

[C(t+ 1)Φ(t+ 1, τ + 1)B(τ)Γ (τ)]}ek(τ + 1). (10)

式(10)两端取范数,可得

∥ek+1(t+ 1)∥ ⩽

∥I − (L+ S)⊗ (C(t+ 1)B(t)Γ (t))∥∥ek(t+ 1)∥+
t−1∑
τ=0

∥(L+ S)⊗ (C(t+ 1)Φ(t+ 1, τ + 1)×

B(τ)Γ (τ))∥∥ek(τ + 1)∥ ⩽

ρ∥ek(t+ 1)∥+ b1

t−1∑
τ=0

∥ek(τ + 1)∥. (11)

其中

ρ = ∥I − (L+ S)⊗ (C(t+ 1)B(t)Γ (t))∥,

b1 = sup
t∈[0,T ],τ∈[0,t]

∥(L+ S)⊗ (C(t+ 1)×

Φ(t+ 1, τ + 1)B(τ)Γ (τ))∥.

式(11)两端同乘λt+1(0 < λ < 1),可得

λt+1∥ek+1(t+ 1)∥ ⩽

ρλt+1∥ek(t+ 1)∥+ b1

t−1∑
τ=0

λt−τλτ+1∥ek(τ + 1)∥.

(12)

根据λ范数定义,由式(12),可得

∥ek+1(t+ 1)∥λ ⩽

ρ∥ek(t+ 1)∥λ + b1
λ(1− λT)

1− λ
∥ek(t+ 1)∥λ =(

ρ+ b1
λ(1− λT)

1− λ

)
∥ek(t+ 1)∥λ. (13)

由定理1的收敛条件可知0 < ρ < 1,所以当λ足够小

时,可使得

0 < ρ+ b1
λ(1− λT)

1− λ
< 1. (14)

因此,由式 (13)和 (14)可知 lim
k→∞

∥ek(t+ 1)∥λ = 0,也
即 lim

k→∞
sup

t∈[0,T ]

{λt+1∥ek(t+ 1)∥} = 0.至此,再利用假

设 1中的条件 ek(0) = 0即可证得 lim
k→∞

sup
t∈[0,T+1]

{λt∥ek(t)∥} = 0. 2

3 仿真分析

为了验证所提出算法的有效性,考虑由1个虚拟
领导者和4个智能体组成的离散时变多智能体系统,
多智能体之间的通信拓扑结构如图1所示,其中第 j

个智能体模型为

xj,k(t+ 1) =

 0.2t 0

−0.25 0.15t

xj,k(t)+

0.1 0.2

0.6 0.1

uj,k(t),

yj,k(t) =

−0.2 1

1 0.3

xj,k(t).

(15)

图 1 多智能体之间的通信拓扑结构

图 1中节点 0代表虚拟领导者.由图 1可知:智
能体 1和智能体 3与虚拟领导者存在直接联系,可
以直接获得期望轨迹信息;智能体 2和智能体 4不
能直接获取期望轨迹信息,但可以分别与智能体1
和智能体 3互通信息.因此,由图论知识可知S =

diag(2, 0, 2, 0), Laplacian矩阵为

L =


1 −1 0 0

−1 1.6 0 −0.6

0 0 1 −1

0 −0.6 −1 1.6

 .

将迭代学习控制律 (5)应用于系统 (15),假
设虚拟领导者给定的期望输出轨迹为 y1

d(t) =

sin(πt/0.1), y2
d(t) = cos(πt/0.1),系统重复运行的时

间 t ∈ [0, 1],采样时间为0.01 s,每个智能体的初始控
制选为uj,0(t) = [0, 0]T,每个智能体的初始状态都选
取为xj,k(0) = [0.943 4, 0.188 7]T,学习增益矩阵取为

Γ (t) =

[
0.6 0

0 1.3

]
,此时ρ = 0.884 4 < 1,满足定理1

的收敛条件.仿真结果如图2∼图5所示.图中: y1d和
y2d分别表示领导者给定的两个期望轨迹; y1k和y2k分

别表示各个智能体的第1个实际输出和第2个实际
输出.
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图 2 迭代5次时各智能体的第1个输出曲线
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图 3 迭代5次时各智能体的第2个输出曲线
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图 4 迭代50次时各智能体的第1个和第2个输出
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图 5 各智能体第1个和第2个输出的最大跟踪误差

由仿真结果图2∼图4可以看出,采用本文设计
的算法 (5)来控制离散时变多智能体系统 (15)时,无
论是与领导者有直接联系的智能体1和智能体3,还
是与领导者没有直接联系的智能体2和智能体4,都
能在有限时间区间内,随着迭代次数的增加逐渐收敛
于领导者的期望轨迹.同时,由图1各智能体间的通
信拓扑可知,智能体1与智能体3的信息权值相等,智
能体2与智能体4的信息权值也相等.因此,图2∼图
4中的智能体1与智能体3的输出曲线重合,智能体2
与智能体4的输出曲线也重合.此外,由图5也可以看
出,各智能体输出的跟踪误差随迭代次数的增加也逐
渐收敛于零.

4 结 论

本文针对一组由同类离散时变智能体组成的多

智能体系统,通过由引入的虚拟领导者产生期望轨迹
的方法,在假设仅有部分智能体能够获得期望轨迹信
息的条件下,将N个同类离散时变智能体和虚拟领

导者组成一个固定的通信拓扑结构,在此拓扑结构基
础上,利用上一次迭代时产生的跟踪误差来修正上一
次的控制律,从而得到当前的新控制律,如此不断重
复,最终获得理想控制律.从理论上严格证明了所提
出算法的收敛性,并给出了算法收敛的充分条件.理
论分析和仿真实验结果表明,所提出算法能够使N

个同类离散时变智能体在有限时间区间内完全跟踪

上给定的期望轨迹,且离散形式的迭代学习控制算法
更为直接,更便于工程实现.
在未来的研究工作中,结合相关研究成果,利用

迭代学习控制方法解决多智能体系统的一致性问题,
可从以下几个方面做进一步深入研究: 1)变期望轨
迹的多智能体系统一致性迭代学习控制; 2)在有向
图和切换拓扑通信结构下,研究多智能体系统的一致
性迭代学习控制; 3)多智能体系统存在数据丢失时
的一致性迭代学习控制.
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