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一阶不确定系统的固定时间收敛扰动观测器

杨 峰, 韦常柱†, 吴 荣, 崔乃刚
(哈尔滨工业大学航天工程系，哈尔滨 150001)

摘 要: 针对一阶不确定系统中集总扰动的快速估计问题,基于误差放大策略和双极限齐次估计理论设计非递归
形式的固定时间收敛扰动观测器,并提出利用幂次函数非线性特性削弱输入信号噪声影响的改进方案.误差放大
策略是一种特殊的高增益方法,能够实现修正项中幂次函数支配范围的扩张,进一步提升观测器的收敛速度,并简
化参数调试过程;合理选择误差放大系数并忽略修正项中的低阶幂次项,能够简化扰动观测器结构并增强对测量
噪声的抑制能力.另外,以广义超螺旋算法为基础,构建固定时间收敛鲁棒扰动观测器.最后,在理论证明分析的
基础上,针对是否存在测量噪声的两种情况,对所介绍的3种扰动观测器和一种扩张状态观测器进行对比仿真分
析,并总结各类扰动观测器的特点和适用性.
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Fixed-time convergent disturbance observer for first-order uncertain
system
YANG Feng, WEI Chang-zhu†, WU Rong, CUI Nai-gang

(Department of Astronautics Engineering，Harbin Institute of Technology，Harbin 150001，China)

Abstract: In this paper, non-recursive fixed-time convergent disturbance observers are proposed to deal with the total
disturbance fast observation problem for a first-order uncertain system. The primary disturbance observer is designed
based on the observer error amplification strategy and bi-limit homogeneous approximation theory. Due to nonlinearity
of power functions, a variant of the proposed disturbance observer is presented to obtain the noise tolerance ability. The
observer error amplification strategy is actually a special high gain approach, based on which the domination scope of the
power functions in the correction terms is extended. At the same time, the convergence rate of the observer is accelerated,
and the parameters tuning process is simplified. By choosing a reasonable amplifier and removing the low-order power
functions in the correction terms, the structure of the disturbance observer is simplified, and the noise tolerance ability is
enhanced. In addition, a fixed-time convergent robust disturbance observer is designed based on generalized super-twisting
algorithm as well. Except the detailed theoretical derivation, numerical simulations, with or without measurement noise,
are carried out to verify the feasibilities of the proposed three types of the disturbance observers. And, an typical extended
state observer is employed for comparison. Finelly, the characteristics and applicability of the disturbance observers are
discussed.
Keywords: nonlinearity；uncertainty；weighted homogeneity；fixed-time convergence；disturbance observer；measurement
noise

0 引 言

基于扰动观测器的复合控制是克服不确定扰动

影响,提升控制精度的一种有效途径[1-3].然而,在实
际应用时获取的输出信号中必然会存在测量噪声,且
控制采样频率往往也是有限的,这就要求实时扰动观

测器的设计中必须考虑收敛速度、收敛精度和观测

器鲁棒性之间的平衡[4-5].另外,扰动观测器需要具备
良好的动态特性,从而尽可能降低观测器的调节过程
对被控系统动态品质的影响,例如线性扩张观测器收
敛过程中的峰值效应—–观测器输出的大幅度超调
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变化,会对系统的稳定性和动态品质带来较为不利的
影响.因此,针对一阶不确定系统中集总扰动的快速
平滑估计问题,本文设计具备固定时间收敛特性的扰
动观测器.
固定时间收敛 (Fixed-time convergence, FxTC)特

性[6]是指系统状态从任意初始条件出发,都将在有限
时间内收敛到平衡点,且收敛时间一致有界. FxTC特
性是Andrieu等[6]在研究双极限加权齐次系统稳定

性的过程中发现的, Polyakov[7]对其进行了系统的总

结,并提出了相关的判定定理.目前,对FxTC特性的
研究主要集中在控制器设计[8-10]、微分器设计[4-5,11]

和状态观测器设计[7,12]等方面,在扰动观测器设计方
面的研究较少.但是基于扩张状态[3]等思想,微分器
可以非常便捷地改造成扰动观测器,如Ni等[13]基于

切换型FxTC微分器[10]所设计的扰动观测器.
通过在修正项中引入高阶幂次函数, Cruz-

Zavala等[4]提出了第一种具备 FxTC特性的精确鲁
棒微分器,较原始精确鲁棒微分器[14]在收敛速度方

面有较大提升,但是其参数设计过程需要明确获知不
确定扰动的边界.基于高阶加权齐次微分器和高阶
精确鲁棒微分器[15]的切换, Angulo等[11]设计了一种

组合FxTC微分器,但是由于高阶加权齐次微分器的
作用时间有限,整个微分器并不具备收敛速度方面的
优势,而且参数调试方法复杂. Basin等在文献 [5]中
提出了一种类似双幂次趋近律的非递归FxTC微分
器,同时将高阶精确鲁棒微分器[15]改造成了含有高

阶修正项的递归FxTC微分器,但是两种微分器连续
修正项的参数整定都是以Hurwitz矩阵为基础构建
增益递增数列,整个过程较为复杂.上述微分器有两
个明显的不足:一是高阶幂次项的作用范围有限,仍
然依赖提高增益来提升收敛速度,这容易与观测器收
敛精度、测量噪声抑制能力等产生冲突;二是在观测
误差幅值较大时容易产生更剧烈的峰值效应,上述研
究中并未给出解决方案.

Guo等[16]在对扩张状态观测器 (Extended state
observer, ESO)的设计中引入了误差放大策略—–
“时间尺度”概念[10]的具体应用,一种特殊的高增益
方法.使用放大因子能够实现对幂次函数支配范围
的改变,即当观测误差的模值大于 (小于)放大因子
时,低阶幂次函数对观测误差有减幅 (增幅)作用,高
阶幂次函数与之相反.与线性ESO[16-18]相比,非线性
ESO[13]在参数整定方面与之类似,即通过求解简单
的Hurwitz多项式确定外部增益,再选择合适的放大
因子即可.但是,非线性ESO可极大地削弱收敛过程

中的峰值效应,降低观测器动态过程对被控系统动态
品质的影响.为了进一步增强上述非线性ESO对测
量噪声的抑制能力, Zhao等在文献 [19]中使用韩京
清构造的 fal函数[3],即通过在平衡点附近增加线性
段削弱了低阶幂次函数对噪声的放大作用,并给出了
完整的数学证明.
在介绍FxTC的概念和判定引理、双极限齐次

估计的概念和相关引理的基础上,本文以双幂次微分
器[5]、高阶幂次微分器[10]和FxTC精确鲁棒微分器[4]

为参考,针对一阶不确定系统设计了双幂次扰动观
测器、高阶幂次扰动观测器和广义超螺旋扰动观测

器.在双幂次扰动观测器和高阶幂次扰动观测器的
设计中引入误差放大策略,并对其进行完整的理论证
明,引入误差放大策略不仅充分利用了幂次修正项的
非线性特性,提高扰动观测器的收敛速度,而且简化
了扰动观测器的参数整定方法.超螺旋扰动观测器
继承了对应微分器的参数设计方法,并证明了其与对
应微分器拥有相同的误差动力学.最后,通过仿真分
析,对所得扰动观测器的收敛速度、收敛精度及使用
方法进行了分析和讨论.

1 问题描述及亴备知䇶

1.1 问题描述

考虑如下一阶SISO不确定系统:
σ̇(t) = f(t) + d(t) + u(t), σ(t0) = σ0. (1)

其中:σ(t) ∈ R是系统状态;u(t) ∈ R是控制输入;
f(t) ∈ R是已知模型函数; d(t) ∈ R是分段连续一

阶可微集总不确定扰动,并满足
|d(t)| ⩽ D, |ḋ(t)| ⩽ L, (2)

D, L > 0是已知常数; t0是初始时刻;σ0是系统的初

始状态.式 (1)可用于描述一阶鲁棒镇定问题或跟踪
控制问题,如制导律设计中以σ = Vλ − c0

√
r表示所

得动力学模型[20];式 (1)也可用于描述滑模控制中滑
模变量的动力学方程,如撞击角度约束制导律设计中
以σ表示终端滑模面[21]所得动力学模型.

本文的核心问题为:基于输出信息σ、已知模型

函数f和控制量u,构建FxTC扰动观测器,实现对系
统 (1)中的不确定扰动量d的快速平滑观测;当测量
信息受到噪声影响,即

σ̃(t) = σ(t) + n1(t), ũ(t) = u(t) + n2(t) (3)

时,基于测量值 σ̃和 ũ,以及f构建FxTC扰动观测器,
实现对不确定扰动量d尽可能精确的快速平滑观测.
其中:n1(t)和n2(t)为测量噪声.另外,针对噪声信号
作如下假设.
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假设1 如式(3)所示,假设在系统输出和实际控
制量的测量过程中,噪声信号为小幅值离散信号,即
噪声信号不可微,且满足 |n1| ⩽ ω1和 |n2| ⩽ ω2.

1.2 预备知识

首先介绍固定时间收敛特性的相关概念[6,9].
定义1 考虑如下非线性系统:

ẋ(t) = f(t,x(t),u(t)), x(0) = x0. (4)

其中:x ∈ Rn,u ∈ Rm.如果∀x0 ∈ Rn,存在T (x0) >

0使得x(t) = 0成立, ∀t > T (x0),则原点是系统 (4)
的全局有限时间收敛平衡点;若存在Tmax > 0使得

T (x0) ⩽ Tmax,则原点是系统 (4)的固定时间收敛平
衡点.
定义2 针对系统 (4),若在原点的周围存在邻

域S ⊂ Rn,如果∀x0 ∈ Rn,存在T (x0) > 0,使得
x(t) ∈ S成立, ∀t > T (x0),则称系统 (4)全局有限
时间收敛到原点的邻域内;若存在Tmax > 0,使得
T (x0) ⩽ Tmax,则称系统 (4)在固定时间内收敛到原
点的邻域内.
引理1 若连续的径向无界函数V (x) : Rn →

R+

∪
{0}满足以下条件: 1) V (0) = 0 ,原点是全局有

限时间收敛平衡点. 2) 存在0 < µ < 1, ν > 0, rµ >

0, rν > 0,使

V̇ =

−rµV
1−µ, V ⩽ 1;

−rνV
1+ν , V ⩾ 1

(5)

成立.则原点是全局固定时间收敛平衡点,且最大收
敛时间Tmax满足

T (x0) ⩽ Tmax ⩽ 1

µrµ
+

1

νrν
. (6)

加权齐次性和双极限齐次估计的相关概念与引

理[7]如下.
定义3 ∀ri > 0, i = 1, 2, · · · , n,λ > 0,令矩阵

Λr(λ) = diag{λri}ni=1,权值向量r = {ri}ni=1.如果
∀λ > 0和∀x ∈ Rn,函数V (x) : Rn → R满足

V (Λr(λ)x) = λdV (x), (7)

其中d ∈ R,则称V (x)具有r加权齐次性,其相对于
权值r的齐次度为d.

∀λ > 0和∀x ∈ Rn,如果向量场函数f(x) : Rn

→ Rn中的任一分量fi(x), i = 1, 2, · · · , n,满足

fi(Λr(λ)x) = λd+rifi(x), (8)

其中d ∈ R,则称f(x)具有r加权齐次性,其相对于权
值r的齐次度为d.
定义4 如果对于任一紧子集C ⊂ Rn/{0}, ∀δ0

> 0,存在λ0 > 0,从而使得

max
x∈C

|λ−d0V (Λr0
(λ)x)− V0(x)| ⩽ δ, ∀λ ∈ (0, λ0]

或

max
x∈C

∥λ−d0Λ−1
r0

(λ)f(Λr0
(λ)x)− f0(x)∥ ⩽ δ,

∀λ ∈ (0, λ0]

成立,则称函数V (x) : Rn → R(或向量场函数

f(x) : Rn → Rn)相对于三元组 (r0, d0, V0)或三

元组 (r0, d0,f0)具有零极限齐次性.其中估计函数
V0(x) : Rn → R (或估计向量场函数f0(x) : Rn →
Rn)相对权值r0的齐次度为d0.
定义 5 如果对于任一紧子集C ⊂ Rn/{0},

∀δ∞ > 0,存在λ∞ > 0,从而使得

max
x∈C

|λ−d∞V (Λr∞(λ)x)− V∞(x)| ⩽ δ,∀λ ∈ [λ∞, 0)

或
max
x∈C

∥λ−d∞Λ−1
r∞

(λ)f(Λr∞(λ)x)− f0(x)∥ ⩽ δ,

∀λ ∈ [λ∞, 0)

成立,则称函数V (x) : Rn → R(或向量场函数

f(x) : Rn → Rn)相对于三元组 (r∞, d∞, V∞)或三

元组 (r∞, d∞,f∞)具有零极限齐次性.其中估计函
数V∞(x) : Rn → R (或估计向量场函数f∞(x) :

Rn → Rn)相对权值r∞的齐次度为d∞.
定义6 如果函数V (x) : Rn → R(或向量场函

数f(x) : Rn → Rn)相对 (r0, d0, V0)或 (r0, d0,f0)

具有零极限齐次性,相对 (r∞, d∞, V∞)(或 (r∞, d∞,

f∞))具有无穷极限齐次性,则称V (x)(或f(x))具有

双极限齐次性.
引理2 函数ϕ(x) : Rn → R和ς(x) : Rn → R+

均为双极限齐次函数,其针对相同的权重r0和r∞,
分别具有齐次度dϕ,0、dϕ,∞和dς,0、dς,∞,齐次估计
函数ϕ0、ϕ∞和 ς0、v∞.如果两个函数的齐次度满足
dϕ,0 ⩾ dς,0, dϕ,∞ ⩽ dς,∞,且 ς、ς0、ς∞均为正定函数,
则必然存在一个∃c > 0使得

ϕ(x) ⩽ cς(x), ∀x ∈ Rn (9)

成立.

2 固定时间收敛扰动观测器

2.1 双幂次扰动观测器

参考文献[9]和[16],考虑如下扰动观测器:

ż1 = k1ϕ1

(σ − z1
ε

)
+ z2 + f + u,

ż2 =
k2
ε
ϕ2

(σ − z1
ε

)
. (10)

其中修正项的具体形式为

ϕ1(x) = ⌈x⌋α + ⌈x⌋β,
ϕ2(x) = ⌈x⌋2α−1

+ ⌈x⌋2β−1
. (11)

⌈x⌋α = |x|αsign(x), sign(x)为符号函数,输出与x的

符号相同且取值为{1, 0,−1};增益需满足k1, k2 > 0,
且k1 ⩾ 2

√
k2;幂次取值符合α ∈ (0.5, 1),β ∈ (1,

1.5);放大因子ε ∈ (0, 1).
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定理1 针对式 (1)所示SISO系统,假设σ和u均

为已知量,不确定扰动满足边界条件 |ḋ| ⩽ L,则根据
式 (10)和 (11)所示扰动观测器, z1和z2对σ和d的观

测误差将在固定时间内收敛到原点的邻域内.
证明 令e1 = σ − z1, e2 = d − z2,结合式 (1)可

得

ė1 = −k1ϕ1

(e1
ε

)
+ e2, ė2 = −k2

ε
ϕ2

(e1
ε

)
+ ḋ,

(12)

其中ϕ1和ϕ2如式 (11)所示.令ηi
∆
= ei(εt)/ε

2−i, i =

1, 2,结合式(11)和(12)可得
η̇1 = −k1(⌈η1⌋α + ⌈η1⌋β) + η2,

η̇2 = −k2(⌈η1⌋2α−1
+ ⌈η1⌋2β−1

) + εḋ. (13)

记η
∆
= [η1, η2]

T, η̇ ∆
= g(η),∆ = εḋ,则 |∆| ⩽ εL.

后续证明将分成3步:前两步中令∆ = 0,即原系
统 (1)中扰动量为常值或为零时,分析系统g(η)|∆=0

的参数取值和稳定性;第3步讨论∆ ̸= 0时,即扰动量
为时变量时,系统g(η)的稳态误差界.

Step 1:观察式 (13)所示扰动观测器的误差动力
学,根据幂次函数的支配范围差异, g(η)|∆=0可以化

简为如下形式:

g(η)|∆=0 = gγ(η) =

−k1(1 + c)⌈η1⌋γ + η2

−k2(1 + c2)⌈η1⌋2γ−1

 .

(14)

其中:当η ∈ R2/{0}且 |η1| ⩽ 1时,低阶幂次项处
于支配地位,令式 (14)中γ = α,则 c = |η1|β−α;当
η ∈ R2/{0}且 |η1| ⩾ 1时,高阶幂次项处于支配地
位,令式 (14)中γ = β,则c = |η1|α−β .两种情况下,随
η1变化的系数c ∈ (0, 1].根据定义4∼定义6,不妨取
系统g(η)|∆=0的零极限齐次估计为

η̇ = g0(η) =

−k1⌈η1⌋α + η2

−k2⌈η1⌋2α−1

 . (15)

由定义3可知, g0(η)相对权值r0 = [1, α]T的齐次度

d0为α− 1.无穷极限齐次估计为

η̇ = g∞(η) =

−k1⌈η1⌋β + η2

−k2⌈η1⌋2β−1

 , (16)

由定义3可知, g∞(η)相对权值r∞ = [1, β]T的齐次

度d∞为β − 1.以g0(η)为例,由于

lim
λ→0

∥λ−d0Λ−1
r0

(λ)g(Λr0
(λ)η)|∆=0 − g0(η)∥ =

lim
λ→0

∥[−k1λ
β−α⌈η1⌋β, − k2λ

2(β−α)⌈η1⌋2β−1
]T∥ = 0,

必然存在紧子集C ⊂ Rn/{0},常数 λ0和 δ使得

g(η)|∆=0和g0(η)满足定义4给定的条件.

文献 [5]和文献 [22]已经通过系统的加权齐次特

性和向量空间内系统连续性证明:当α ∈ (1/2, 1),
β ∈ (1, 3/2),且s2 + k1s + k2是Hurwitz多项式时,原
点是系统 (15)和 (16)的全局线性渐近收敛平衡点.结
合文献 [7]的命题2.18,原点也是g(η)|∆=0的全局线

性渐近收敛平衡点.
为了简化参数选取,使得s2 + k1s + k2对应的极

点均在负实轴上,则k1、k2只需足够大,并满足

{k1 ∈ R+, k2 ∈ R+|k1 ⩾ 2
√

k2} (17)

即可.针对式 (14)所示系统,当系数 c为 (0, 1]之间任

一值时,其对应线性系统(γ = 1)的特征多项式为

s2 + k1(1 + c)s+ k2(1 + c2). (18)

如果 k1、k2的取值满足式 (17)所示条件,则易于验
证,当参数c在 (0, 1]变化时,式 (18)亦为Hurwitz多项
式.那么,结合上文对文献 [5]和文献 [22]的介绍分析

可知,按照式 (17)所示条件选择增益k1、k2,即能保证
g(η)|∆=0的稳定性.

Step 2:因为原点是系统 g(η)|∆=0、 g0(η)和

g∞(η)的全局线性渐近收敛平衡点,令实数 dV0
和

dV∞满足

dV0
= 2α ⩾ max{1, α},

dV∞ = 2β ⩾ max{1, β},

则由文献 [7]的定理 2.20可知,针对 g(η)|∆=0存在

一阶连续可微、正定且径向无界的李雅普诺夫函数

V (η) : R2 → R+,且相对于 (r0, dV0
, V0(η))和 (r∞,

dV∞ , V∞(η)) 具有双极限齐次性.其中,V0(η) 和

V∞(η)分别为系统 g0(η)和g∞(η)对应的李雅普诺

夫函数,其相对于权值r0和r∞的齐次度分别为dV0

和dV∞ ,而V0(η)和V∞(η)的存在性可由文献 [23]中
的定理 2判定.另外, V̇ (η)的全导数负定且相对于

(r0, dV0
+ d0, V̇0(η))和 (r∞, dV∞ + d∞, V̇∞(η))具有

双极限齐次性.
定义如下函数:
ϕ(η)

∆
= V (η)

dV0
+d0

dV0 + V (η)
dV∞+d∞

dV∞ ,

ς(η)
∆
= −V̇ (η) = −∂V (η)

∂η
g(η)

∣∣∣
∆=0

.

(19)

ϕ(η)和 ς(η)均为双极限齐次函数,相对于r0和r∞的

齐次度分别为d0和d∞,且ϕ(η)的零极限和无穷极限

齐次估计分别为ϕ0(η) = V (η)
dV0

+d0

dV0 和ϕ∞(η) =

V (η)
dV∞+d∞

dV∞ .那么,由引理2可知,存在常数c > 0使

得

ϕ(η) ⩽ 1

c
ς(η). (20)
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将式(19)代入上式可得

∂V (η)

∂η
g(η)

∣∣∣∆=0 ⩽

− c(V (η)
dV0

+d0

dV0 + V (η)
dV∞+d∞

dV∞ ). (21)

由于α ∈ (1/2, 1),β ∈ (1, 3/2),则d∞ = β − 1 > 0, d0
= α− 1 < 0,且

dV∞ + d∞
dV∞

> 1,
dV0

+ d0
dV0

< 1,

那么,根据幂次函数的支配性,式(21)可化简为

∂V (η)

∂η
g(η)

∣∣∣∆=0 ⩽


−cV (η)

dV∞+d∞
dV∞ , V (η) ⩾ 1;

−cV (η)
dV0

+d0

dV0 , V (η) ⩽ 1.

(22)

由定义1和引理1可知,系统 (13)在∆ = 0时将在固

定时间内收敛到原点,其最大收敛时间为

T ⩽ 1

c

( dV0

|d0|
+

dV∞

|d∞|

)
. (23)

结合dV0
、dV∞、d0和d∞的取值,由式(23)可得

T ⩽ 1

c

( 2α

1− α
+

2β

β − 1

)
. (24)

综上,∆ = 0时系统 (13)的FxTC稳定性由此得
证.

Step 3:∆ ̸= 0时,文献 [7]的推论2.21已经给出了
在扰动条件下双极限齐次系统的输入-状态稳定性分
析,但是其函数构造较为复杂.将 V̇ 沿式 (13)展开可
得

V̇ (η) =
∂V (η)

∂η
g(η) =

∂V (η)

∂η
g(η)

∣∣∣
∆=0

+
∂V (η)

∂η2
∆. (25)

由文献[7]的定理2.20可知,
∂V (η)

∂η2
相对于

(
r0, dV0

−

r0,2,
∂V0(η)

∂η2

)
和

(
r∞, dV∞ − r∞,2,

∂V∞(η)

∂η2

)
具有双

极限齐次性.定义如下函数:
ϕ∆(η) =

∣∣∣∂V (η)

∂η2

∣∣∣,
ς∆(η) = V (η)

dV0
−r0,2

dV0 + V (η)
dV∞−r∞,2

dV∞ .

(26)

易知,ϕ∆(η)相对
(
r0, dV0

− r0,2,
∣∣∣∂V0(η)

∂η2

∣∣∣)和(
r∞,

dV∞ − r∞,2,
∣∣∣∂V∞(η)

∂η2

∣∣∣)具有双极限齐次性; ς∆(η)相

对 (r0, dV0
− r0,2, V (η)

dV0
−r0,2

dV0 )和 (r∞, dV∞ − r∞,2,

V (η)
dV∞−r∞,2

dV∞ )具有双极限齐次性.那么,由引理2可
知,存在常数c∆使得

∣∣∣∂V (η)

∂η2

∣∣∣ ⩽ c∆(V (η)
dV0

−r0,2

dV0 + V (η)
dV∞−r∞,2

dV∞ ).

(27)

将dV0
、dV∞、r0,2和r∞,2代入式(27)可得∣∣∣∂V (η)

∂η2

∣∣∣ ⩽ 2c∆V (η)
1
2 . (28)

结合式(21)和(28),由式(25)可得

V̇ (η) =

∂V (η)

∂η
g(η)

∣∣∣
∆=0

+
∂V (η)

∂η2
∆ ⩽

− c(V (η)
3α−1
2α + V (η)

3β−1
2β ) + 2c∆V (η)

1
2∆. (29)

式(29)可进一步写成以下两种形式:

V̇ (η) ⩽

− cV (η)
3β−1
2β − (cV (η)

3α−1
2α − 2c∆V (η)

1
2∆), (30)

V̇ (η) ⩽

− cV (η)
3α−1
2α − (cV (η)

3β−1
2β − 2c∆V (η)

1
2∆). (31)

由于α < 1 < β,易于判断
3β − 1

2β
> 1 >

3α− 1

2α
> 0,

则式 (30)和 (31)分别代表了高阶项和低阶项处于支
配地位时的李雅普诺夫不等式.分别令

cV (η)
3α−1
2α − 2c∆V (η)

1
2∆ ⩾ 0,

cV (η)
3β−1
2β − 2c∆V (η)

1
2∆ ⩾ 0,

可解得

V (η) ⩾
(2c∆∆

c

) 2α
2α−1 ∆

= V1, (32)

V (η) ⩾
(2c∆∆

c

) 2β
2β−1 ∆

= V2. (33)

当2c∆∆/c ⩾ 1时,由式(30)可知

V̇ (η) ⩽ −cV (η)
3β−1
2β . (34)

那么,V (η)由V0
∆
= V (η(t0))收敛到V1所需的时间

T1为

T1 ⩽ 1

c
· 2β

β − 1
(V

− β−1
2β

1 − V
− β−1

2β

0 ) ⩽

1

c
· 2β

β − 1
V

− β−1
2β

1 = Tmax,1, (35)

即η将在有限时间T1内收敛到原点的邻域E1内

E1 = {η ∈ R2|V (η) ⩽ V1}, (36)

且收敛时间不大于Tmax,1.
当2c∆∆/c ⩽ 1时,结合式(31),式(29)可化简为

V̇ (η) ⩽


−cV (η)

3β−1
2β , V (η) ⩾ 1;

−cV (η)
3α−1
2α , 1 ⩾ V (η) ⩾ V2.

(37)

结合引理1可知,V(η)由V0收敛到V2的时间T2为
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T2 ⩽ 1

c
· 2β

β − 1
(1− V

− β−1
2β

0 )+

1

c
· 2α

1− α
(1− V

1−α
2α

2 ) ⩽

1

c
·
( 2α

1− α
+

2β

β − 1

)
= Tmax,2, (38)

即η将在有限时间T2内收敛到原点的邻域E2内

E2 = {η ∈ R2|V (η) ⩽ V2}, (39)

且收敛时间不大于Tmax,2.
综上,由定义2可知,在时变不确定扰动作用下,

误差量η将在固定时间内收敛到原点的某个邻域内,
收敛时间如式 (35)和 (38)所示,收敛域分别如E1和

E2所示.由于ηi = ei(εt)/ε
2−i, i = 1, 2,扰动观测器

对σ和d的观测误差将在固定时间内收敛到原点的

邻域内. 2
注1 观察双幂次扰动观测器的误差动力学,与

文献 [9]对比,误差放大策略扩展了高阶幂次项的支
配范围,从而使得修正项的能量大幅提升,提高了扰
动观测器的收敛速度,实现了以观测误差驱动扰动观
测器收敛,不依赖于高增益,从而简化了增益的整定
过程.
注2 如式 (32)和 (33)所示,在给定c0、c∞、c∆和

D后,当ε → 0时,V1, V2 → 0,即当ε → 0时,可以在
理论上实现扰动观测器的精确收敛.

2.2 高阶幂次扰动观测器

测量噪声的主要影响是会降低扰动观测器的稳

态输出精度.对于双幂次扰动观测器,当其观测误差
收敛到原点附近时,无论测量噪声的边界是否大于放
大因子,修正项中的高阶幂次函数或低阶幂次函数其
中之一总会形成对噪声信号的放大作用.然而,注意
到高阶幂次函数对模值大于ε (小于ε)的误差信号有
放大(缩小)的作用,可以考虑如下修正项设计:

ϕ1(x) = ⌈x⌋β, ϕ2(x) = ⌈x⌋2β−1
, (40)

即通过选择合适的放大因子,利用高阶幂次函数的非
线性特性,实现对噪声的抑制.

定理2 针对式 (1)所示SISO系统,对σ和u的测

量过程中存在符合假设1的测量噪声,实际不确定扰
动满足边界条件 |ḋ| ⩽ L,则根据式 (10)和 (40)所示扰
动观测器, z1和z2对σ和d的观测误差将在固定时间

内收敛到原点的邻域内.
证明 令 ẽ1 = σ̃ − z1, ẽ2 = d − z2,结合式 (1)、

(10)和(40)以及假设1可得
˙̃e1 = −k1

⌈ ẽ1
ε

⌋β
+ ẽ2 + n2,

˙̃e2 = −k2
ε

⌈ ẽ1
ε

⌋2β−1

+ ḋ.

(41)

令 η̃i
∆
= ẽi(εt)/ε

2−i, i = 1, 2,上式可转化为 ˙̃η1 = −k1⌈η̃1⌋β + η̃2 + n2,

˙̃η2 = −k2⌈η̃1⌋2β−1
+ εḋ.

(42)

记 η̃
∆
= [η̃1, η̃2]

T, ˙̃η ∆
= g̃(η̃),∆ ∆

= εḋ,∆ ⩽ εL.由定
理1的证明过程可知,当n2 = 0且∆ = 0时, g̃(η̃) 与
g∞(η)具有相同的加权齐次性,即 g̃(η̃)|n2=∆=0相对

于权值r = [1, β]T的齐次度为d = β − 1.
定义新的状态向量

ξ
∆
= [ξ1, ξ2]

T ∆
= [⌈η̃1⌋β, ⌈η̃2⌋]T, (43)

ξ的一阶导数为

ξ̇ =β|η̃1|β−1

[
−k1 1

−k2/β 0

]
ξ +

[
β|η̃1|β−1

n2

∆

]
∆
=

β|η̃1|β−1Aξ +C, (44)

其中矩阵A为Hurwitz矩阵.那么,存在正定对称矩
阵P使得矩阵

Q
∆
= −(ATP + PA)

为正定对称矩阵,如文献 [24]所示.
考虑如下李雅普诺夫函数:

V (η̃) = ξTPξ. (45)

V (η̃)相对于权值r的齐次度dV = 2β,且当 η̃ = 0

时,V (η̃) = 0;当 η̃ → ∞时,V (η̃) → ∞.对V (η̃)求一

阶导数,并沿 g̃(η̃)|n2=∆=0展开可得

V̇ (η̃)|n2=∆=0 =β|η̃1|β−1ξT(ATP + PA)ξ =

− β|η̃1|β−1ξTQξ. (46)

因为

V̇ (Λr(λ)η̃)|n2=∆=0 = − λ3β−1β|η̃1|β−1ξTQξ =

− λ3β−1V̇ (η̃)|n2=∆=0,

则 V̇ (η̃)|n2=∆=0相对于权值r的齐次度为3β − 1.由
文献[25]的引理4.2可知,存在

m1 = − min
{z:V (z)=1}

V̇ (z)|n2=∆=0,

m2 = − max
{z:V (z)=1}

V̇ (z)|n2=∆=0,

使得下式成立:

−m1V
3β−1
2β (η̃) ⩽ V̇ (η̃)|n2=∆=0 ⩽ −m2V

3β−1
2β (η̃).

(47)

对V (η̃)求一阶导数,并沿 g̃(η̃)展开可得

V̇ (η̃) =

− β|η̃1|β−1ξT(ATP + PA)ξ + 2CTPξ =

− β|η̃1|β−1ξTQξ + 2CTPξ. (48)
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对比式(48)与(46),结合式(47)可得

V̇ (η̃) ⩽ −m2V
3β−1
2β (η̃) + 2CTPξ. (49)

鉴于二次型函数存在如下不等式:

λmin{P }∥ξ∥22 ⩽ ξTPξ ⩽ λmax{P }∥ξ∥22, (50)

其中:λmin{P }和λmax{P }分别为正定对称矩阵最
小和最大特征值;

∥ξ∥22 = |ξ1|2 + |ξ2|2 = |η̃1|2β + |η̃2|2

为ξ欧几里得范数的平方.那么,选择常数κ ∈ [0, 1]

可以将式(49)进一步化简为

V̇ (η̃) ⩽

−m2V
3β−1
2β (η̃) + 2

√
2cmax

λmax{P }

λ
1
2

min{P }
V

1
2 (η̃) ⩽

− κm2V
3β−1
2β (η̃)− (1− κ)m2V

3β−1
2β (η̃)+

2
√
2cmax

λmax{P }

λ
1
2

min{P }
V

1
2 (η̃), (51)

其中cmax = max{|β|η̃1|β−1n2|, |∆|}.令

− (1− κ)m2V
3β−1
2β (η̃)+

2
√
2cmax

λmax{P }

λ
1
2

min{P }
V

1
2 (η̃) ⩽ 0,

可解得

V (η̃) ⩾
( 2

√
2cmaxλmax{P }

(1− κ)m2λ
1
2

min{P }

) 2β−1
β ∆

= θ, (52)

则式(51)可化简为

V̇ (η̃) ⩽ −κm2V
3β−1
2β (η̃), ∀V (η̃) ⩾ θ. (53)

对上式积分,可以求解出V (η̃)由初始状态V (η̃0)收

敛到θ的时间为

t ⩽ 2β

κm2(β − 1)

( 1

θ
β−1
2β

− 1

V (η̃0)
β−1
2β

)
⩽

2β

κm2(β − 1)

1

θ
β−1
2β

= Tmax. (54)

当V (η̃)收敛到θ时,结合式(50)和(52)可求得

|η̃1|2β ⩽ ∥ξ∥22 ⩽ θ

λmin{P }
,

即

|η̃1| ⩽
1

λ
1
2β

min{P }

( 2
√
2cmaxλmax{P }

(1− κ)m2λ
1
2

min{P }

) 1
β−1 ∆

= ϑ1.

(55)

同理可得

|η̃2| ⩽
1

λ
1
2

min{P }

( 2
√
2cmaxλmax{P }

(1− κ)m2λ
1
2

min{P }

) β
β−1 ∆

= ϑ2.

(56)

鉴于 η̃i
∆
= ẽi(εt)/ε

2−i, i = 1, 2,以及假设1,扰动观测

器的观测误差将在固定时间Tmax前收敛到原点的邻

域内,即

|σ − z1| ⩽ εϑ1 + ω1, (57)

|d− z2| ⩽ ϑ2. (58)

综上,定理2得证. 2
注3 定理2所示扰动观测器仅适用小幅值测量

噪声的情况,因为在参数设计过程中,期望ε > ω1 ⩾
|n1|,从而利用高阶幂次函数对小幅值误差的削弱作
用,减小测量噪声对观测结果的影响.当测量噪声不
满足假设1时,可以考虑文献 [19]中提出的扩张状态
观测器

ż1 = k1fal
((σ̃ − z1)

ε
, α, δ

)
+ z2 + f + u,

ż2 =
k2
ε

fal
((σ̃ − z1)

ε
, α, δ

)
.

(59)

其中

fal(x, r, δ) =


x

δ1−r
, |x| ⩽ δ;

|x|rsign(x), |x| > δ.
(60)

即引入线性函数削弱测量噪声的影响.

2.3 广义超螺旋扰动观测器

为了与上述两种扰动观测器进行对比分析,以固
定时间收敛精确鲁棒微分器[4]为基础,设计如下扰动
观测器.
定理3 针对式 (1)所示SISO系统,假设σ、f和u

均为已知量,不确定扰动满足边界条件 |ḋ| ⩽ L,考虑
如下扰动观测器:ż1 = k1ϕ1(σ − z1) + z2 + f + u,

ż2 = k2ϕ2(σ − z1).
(61)

其中ϕ1(x) = ⌈x⌋
1
2 + µ⌈x⌋

3
2 ,

ϕ2(x) =
1

2
⌈x⌋0 + 2µ⌈x⌋+ 3

2
µ2⌈x⌋2,

(62)

µ > 0; z1和z2将在固定时间内收敛到σ和d; k1、k2的
取值满足{
k1 ∈ R, k2 ∈ R

∣∣∣0 < k1 ⩽ 2
√
L, k2 >

k2
1

4
+

4L2

k2
1

}∪
{k1 ∈ R, k2 ∈ R|k1 > 2

√
L, k2 > 2L}. (63)

证明 令e1 = σ − z1, e2 = d − z2,结合式 (1)可
得 ė1 = −k1ϕ1(e1) + e2,

ė2 = −k2ϕ2(e1) + ḋ.
(64)

由于不确定扰动的一阶导数满足边界条件 |ḋ| ⩽ L,
增益系数k1、k2的取值在边界条件L定义的集合内

取值.对比式 (64)和文献 [4]中的式 (3),由文献 [4]中
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的定理2可知, e1、e2将在固定时间内收敛到零,即z1

和z2将在固定时间内收敛到σ和d. 2
注4 由于式 (61)所示扰动观测器与精确鲁棒

微分器[4]具有相同的误差动力学,扰动观测器的收敛
精度与微分器的收敛精度相同.

3 数学仿真与适用性分析

3.1 算 例

考虑如下一阶不确定系统:

σ̇(t) = f(t) + d(t) + u(t), σ0 = 5.0. (65)

其中

f(t) = 2.5 sin(0.5t)− 0.5π cos(πt);

d(t) =



5.0 cos
(π
3
t
)
, t ⩽ 6.0;

−5.0 + 2.5(t− 6.0), 6.0 < t ⩽ 10.0;

−5.0sign
(

sin
(π
3
(t− 10.0)

))
,

10.0 < t ⩽ 16.0;

0, t > 16.0;

ut = −k⌈x⌋
1
2 − f(t).

与第1节提出的问题对应,后文将以上述模型为
基础,对本文涉及到的几种扰动观测器的性能进行对
比分析.

3.2 仿真分析

对定理1∼定理3和注3所示扰动观测器分别在
无测量噪声和有测量噪声条件下进行仿真分析,并
将双幂次扰动观测器、高阶幂次扰动观测器、广义

超螺旋扰动观测器和基于 fal函数的ESO分别记为
DPDOB、HPDOB、GSTADOB和 falESO.仿真共进
行 20 s,以欧拉法进行积分运算,积分步长为 0.001 s.
扰动观测器参数设置如下: k1 = 2.0, k2 = 1.5, ε =

0.02,α = 0.8,β = 1.2; falESO中, δ = 1; GSTADOB
中, k1 = 3.0

√
L, k2 = 2.2L,L = 6.0,µ = 1.0.扰动观

测器的初值均设置为z1(0) = σ0, z2(0) = 0.0.控制器
中参数设置为k = 2.0, p = 0.5.
无测量噪声和有测量噪声的仿真结果分别如图

1∼图 4所示.图 1(b)和图 3(b)为各扰动观测器输出
z1对系统输出信号 σ的跟踪观测误差,图 2(b)和图
4(b)为各扰动观测器输出 z2对系统中集总扰动d的

跟踪观测误差.总体而言, 4种扰动观测器均可以实
现对信号和扰动的快速跟踪观测,而且以z1(0) = σ0,
z2(0) = 0为观测器的初始值,能够实现观测结果的
平滑收敛.

观察理想采样条件下的仿真结果 (图 1和图 2)
可见: GSTADOB虽然理论上具备精确收敛特性,但
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图 1 无测量噪声时扰动观测器对

系统输出σ的跟踪观测结果
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图 2 无测量噪声时扰动观测器对

不确定扰动d的观测结果

是在有限采样频率下,不连续控制项的高频切换造
成了稳态扰动观测结果小幅值高频振荡,降低了观
测结果的品质;其他 3种扰动观测器的收敛速度较
GSTADOB稍快,能够将观测误差控制在一个较小的
邻域内.基于误差放大策略的3种扰动观测器对时变
不确定扰动的观测误差较大,且DPDOB、falESO和
HPDOB的误差带依次增大(如图2(b)),这是扰动观测
器中修正项的非线性效应的直接例证,当 |e1| < ε时

(如图1(b)),低阶幂次函数、线性函数、高阶幂次函数
的修正能力依次减弱.
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图 3 有测量噪声时扰动观测器对

系统输出σ的跟踪观测结果

观察采样噪声条件下的仿真结果 (图 3和图 4)
可见,对σ的测量噪声n1如图3(b)所示,其幅值小于
参数ε的取值,n2的输出与n1类同.在情景2下,如图
3(b)和图 4(b)中的 e1和 e2曲线所示,理想采样条件
下收敛精度较低的HPDOB噪声抑制能力变得相对
更好, falESO和DPDOB的噪声抑制能力依次减弱,
GSTADOB的噪声抑制能力表现最差,波动非常明显.
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图 4 有测量噪声时扰动观测器对

不确定扰动d的观测结果

针对时变不确定扰动, HPDOB的表现比较平均,误差
带基本处在(−0.1, 0.1)之间.

3.3 扰动观测器的特性与实用方案

扰动观测器的选择需要根据系统的可用信息,对
收敛速度、精确性的要求以及系统运行过程中的采

样频率等进行综合的选择,本文所示4种扰动观测器
的特性如表1所示.

表 1 4种适用于一阶不确定系统的扰动观测器性能对比分析

观测器形式 是否需要扰动边界值 设计参数 是否存在抖振现象 收敛速度与收敛精度 测量噪声抑制能力

DPDOB 否 k1, k2, ε, α, β 否 依赖于ε的取值,当ε → 0时, 依赖于ε(和δ)的取值,当噪声幅值

HPDOB 否 k1, k2, ε, β 否 观测器的收敛速度与观测误 小于ε时,高阶幂次扰动观测器相

falESO 否 k1, k2, ε, α, δ 否 差将趋于无穷小 对最优;反之,falESO相对最优

GSTADOB 是 k1, k2, µ, L 是 依赖于L取值或采样频率 依赖于L取值或采样频率

由表1可见: GSTADOB的参数选取和收敛速度
均依赖于对集总不确定扰动边界值的确定,其理论
上的精确收敛特性在实际应用中容易产生抖震现象;
其他3类扰动观测器并不需要集总扰动的边界值,在
参数设计中, k1、k2、α、β等均可以按照简单的Hurtwiz
多项式或者给定区间进行选择,只有ε需要根据采样

频率、期望收敛精度等进行调试.特别强调,在仿真中
已经验证,根据跟踪信号的输入设置二阶扰动观测器
的初值为z1(0) = σ0, z2(0) = 0,能够有效避免观测
器输出结果的剧烈波动,获得平滑的观测结果. z1(0)
的初始化方法同样适用于高阶观测器,以削弱峰值效
应影响.

4 结 论

本文基于时间尺度范式和系统的齐次性理论设

计了两种固定时间收敛扰动观测器,通过完整的理论
分析讨论了两种扰动观测器的稳定性;提出了超螺
旋扰动观测器,通过与超螺旋微分器的对比分析简单
讨论了其稳定性;完成了不同仿真条件下,多种扰动
形式下对扰动观测器性能的仿真测试,并得出以下结
论:

1) 固定时间收敛扰动观测器具有较高的收敛速
度,其本质在于对不同阶幂次函数的合理应用,而误
差放大策略可以扩展幂次函数支配范围,从而进一步
提升观测器收敛速度,并简化参数整定过程;
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2)在小幅值高频测量噪声影响下,利用幂次函数
的非线性特性,高阶幂次扰动观测器较双幂次扰动观
测器和广义超螺旋扰动观测器具有更好的噪声抑制

能力;
3) 仿真中总结的二阶扰动观测器初值选取方法

能够使扰动观测器实现观测结果的平滑收敛,能够有
效地避免扰动观测器收敛过程对被控系统动态品质

的影响.
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