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毕达哥拉斯犹豫模糊集的相关测度
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(郑州航空工业管理学院理学院，郑州 450015)

摘 要: 毕达哥拉斯犹豫模糊集,既能描述隶属度与非隶属度之和超过1、而平方和不超过1的模糊现象,又能表
达决策者在隶属度和非隶属度上的犹豫不决,因此它是表达不确定现象的一个强有力工具.考虑到相关测度在统
计学和管理科学中发挥着重要的作用,在模糊集、直觉模糊集以及毕达哥拉斯模糊集等相关测度基础上,研究毕
达哥拉斯犹豫模糊集的相关测度.为此,定义毕达哥拉斯犹豫模糊集的信息能量、相关指标以及相关系数,证明
相关系数的性质.由于决策中经常要考虑到属性权重,定义毕达哥拉斯犹豫模糊集的加权相关系数,并讨论其性
质.最后,通过求出每个方案与正理想方案之间的加权相关系数,实现方案的排序择优,并通过算例表明其可行性
与有效性.
关键词: 毕达哥拉斯犹豫模糊集；相关测度；相关系数；毕达哥拉斯模糊集；犹豫模糊集；决策
中图分类号: O223；C934 文献标志码: A

Correlation measures of Pythagorean hesitant fuzzy set
LIU Wei-feng†, HE Xia, CHANG Juan

(College of Science，Zhengzhou University of Aeronautics，Zhengzhou 450015，China)

Abstract: Pythagorean hesitant fuzzy set, which can not only describe the fuzzy phenomenon that the sum of membership
degree and nonmembership degree may be bigger than 1 but their square sum is equal to or less than 1, but also express
hesitations in membership degree and nonmembership degree, can be considered as a powerful tool for expressing
uncertain information in the process of decision making. Considering that correlation measures play important role in
statistics and management science, in this paper, correlation measures of the Pythagorean hesitant fuzzy set is studied. On
the basis of the definition of the informational energy of the Pythagorean hesitant fuzzy set, the correlation coefficients
between Pythagorean hesitant fuzzy sets are defined, and their natures are discussed. Then, the weights of attributes
are often taken into account, and the concept of the weighted correlation coefficient between Pythagorean hesitant fuzzy
sets is also introduced, and the natures are studied. Finally, through the weighted correlation coefficients between each
alternative and the positive ideal alternative, the ranking order of all alternatives can be determined and the best alternative
can be identified. An example is given to illustrate the feasibility and applicability of the proposed method.
Keywords: Pythagorean hesitant fuzzy set；correlation measure；correlation coefficient；Pythagorean fuzzy set；hesitant
fuzzy set；decision making

0 引 䀰

作为模糊集[1]的一种推广,直觉模糊集[2]同时

考虑了元素属于集合的隶属度和非隶属度,从而能
够更加准确地描述客观世界的模糊本质.目前,关于
直觉模糊集的研究已经取得了一系列的成果[3-9].考
虑到直觉模糊集苑囿于描述隶属度和非隶属度之

和不超过 1的不确定情况, Yager通过研究区间值模
糊集[10]、直觉模糊集等集合的补运算,提出了毕达哥

拉斯模糊集[11-12],使其能描述隶属度和非隶属度之
和超过 1,而其平方和不超过 1的模糊现象,从而推
广了直觉模糊集.最近毕达哥拉斯模糊集引起了
许多学者的关注,其中Zhang等[13]研究了基于毕达

哥拉斯模糊集的 TOPSIS方法 (Technique for order
preference by similarity to ideal solution,逼近理想
解法)及其应用;彭新东等[14]将毕达哥拉斯模糊集

与软集[15]相结合,提出了毕达哥拉斯模糊软集,并探
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讨了其决策应用; Gou等[16]研究了毕达哥拉斯模糊

数的连续性及微分等内容; Peng等[17]研究了区间值

毕达哥拉斯模糊集及其决策应用;刘卫锋等[18-19]研

究了毕达哥拉斯模糊加权平均算子和加权几何算

子以及交叉平均算子; Garg[20-21]提出了毕达哥拉斯

模糊Einstein集成算子; Wu等[22]研究了毕达哥拉斯

模糊Hamacher运算及其决策应用;何霞等[23]研究了

毕达哥拉斯模糊幂平均算子; Peng等[24]研究了基于

MABAC方法 (Multi- attributive border approximation
area comparison,每个属性的边界近似域比较)的毕达
哥拉斯模糊Choquet积分及其决策应用;李德清等[25]

定义了毕达哥拉斯模糊集的距离测度; Garg[26]定义

了毕达哥拉斯模糊集的相关测度;张超等[27]将毕达

哥拉斯模糊集应用到粗糙集,定义了毕达哥拉斯粗糙
模糊集,并研究了其决策应用;刘卫锋等[28]将毕达哥

拉斯模糊集与犹豫模糊集[29]相结合,定义了毕达哥
拉斯犹豫模糊集,并给出了毕达哥拉斯犹豫模糊数的
加权算术和加权几何平均算子.分析上述研究文献,
可以将毕达哥拉斯模糊集的研究大致分为3类: 1)关
于毕达哥拉斯模糊集的相关理论基础研究[11-12,16]; 2)
毕达哥拉斯模糊集在决策中的应用[13-14,17-26]; 3)将毕
达哥拉斯集与其他类型集合相结合,得到各种复合毕
达哥拉斯模糊集[14,27-28].
由于第3类中的毕达哥拉斯犹豫模糊集,既能反

映出决策者的犹豫不决,又能描述隶属度和非隶属的
和超过1,而它们的平方和不超过1的模糊现象,该集
合同时具有毕达哥拉斯模糊集和犹豫模糊集的优点,
可以预见它是描述现实中的不确定性和模糊现象的

一个有力工具.但是,目前关于毕达哥拉斯犹豫模糊
集的研究文献和成果较少[28],为此,本文通过研究毕
达哥拉斯犹豫模糊集的相关系数,拓展毕达哥拉斯犹
豫模糊集在多属性决策中的应用.根据研究目的,首
先定义毕达哥拉斯犹豫模糊集的信息能量、毕达哥

拉斯犹豫模糊集的相关指标以及相关系数等概念,并
证明它们的性质;然后考虑到属性权重在多属性决
策中起着重要作用,又定义了毕达哥拉斯犹豫模糊集
的加权相关系数,并讨论其性质;最后通过计算每个
决策方案与正理想方案的相关系数,提出一种利用相
关系数实现方案排序的方法,并通过实例表明其可行
性.

1 相关概念

定义1 [1] 设X为论域,称A = {⟨x, µA(x)⟩|0 ⩽
µA(x) ⩽ 1}为X上的一个模糊集,其中µA(x)表示X

中元素x属于A的隶属度.

定义 2 [2] 设X为论域,称A = {⟨x, µA(x),

νA(x)⟩|x ∈ X}为X上的一个直觉模糊集,其中
µA : X → [0, 1], νA : X → [0, 1]是X上的模糊集,
µA(x), νA(x)分别表示X上元素x属于A的隶属度

和非隶属度,且∀x ∈ X,µA(x), νA(x) ∈ [0, 1],有
µA(x) + νA(x) ⩽ 1.
定义3 [11-12] 设X为论域,称A = {⟨x, µA(x),

νA(x)⟩|x ∈ X}为X上的一个毕达哥拉斯模糊集,其
中µA : X → [0, 1], νA : X → [0, 1]是X上的模糊集,
µA(x), νA(x)分别表示X上元素x属于A的隶属度

和非隶属度,且∀x ∈ X,µA(x), νA(x) ∈ [0, 1], 有
µ2
A(x) + ν2

A(x) ⩽ 1.
定义4 [29] 设X为论域,称A = {⟨x, hA(x)⟩|x

∈ X}为X上的一个犹豫模糊集,其中hA(x)表示X

上元素x属于A的所有可能隶属度组成的集合.
定义5 [11-12] 设X为论域,称A = {⟨x, ΓA(x),

ΨA(x)⟩|x ∈ X}为X上的一个毕达哥拉斯犹豫模糊

集,其中ΓA(x), ΨA(x)为 [0, 1]的非空有限子集,分别
表示X上元素x属于A的可能隶属度和可能非隶属

度,且∀x ∈ X, ∀µA(x) ∈ ΓA(x),∀νA(x) ∈ ΨA(x),使
得µ2

A(x) + ν2
A(x) ⩽ 1.

称

ΠA(x) = ∪
µA(x)∈ΓA(x),νA(x)∈ΨA(x)

{
√

1− µ2
A(x)− ν2

A(x)}

为犹豫度集合.
由于毕达哥拉斯犹豫模糊集由可能隶属度集合、

可能非隶属度集合以及犹豫度集合 3部分组成,可
将论域X上的毕达哥拉斯犹豫模糊集表示为A =

{⟨x, ΓA(x), ΨA(x),ΠA(x)⟩ | x ∈ X}.
称 ⟨ΓA(x), ΨA(x),ΠA(x)⟩为毕达哥拉斯犹豫模

糊数,为方便起见,将毕达哥拉斯犹豫模糊数记作
α = ⟨Γα, Ψα,Πα⟩.

2 毕达哥拉斯犹豫模糊集的相关测度

在文献 [7-8, 26]研究成果的启发下,首先定义毕
达哥拉斯犹豫模糊集的信息能量和相关指标,然后定
义毕达哥拉斯犹豫模糊集的相关系数.
定义6 设X = {x1, x2, · · · , xn}为论域,A =

{⟨xi, ΓA(xi), ΨA(xi),ΠA(xi)⟩|xi ∈ X}为X上的毕

达哥拉斯犹豫模糊集,A的信息能量定义为

E(A) =

n∑
i=1

( 1

ki

ki∑
s=1

µ4
Aσ(s)

(xi)+

1

li

li∑
t=1

ν4
Aσ(t)

(xi) +
1

hi

hi∑
p=1

π4
Aσ(p)

(xi)
)
.

其中: ki = |ΓA(xi)|, li = |ΨA(xi)|, hi = |ΠA(xi)|分
别表示集合ΓA(xi)、ΨA(xi)、ΠA(xi)的基数, i = 1, 2,
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· · · , n;µAσ(s)
(xi) ∈ ΓA(xi), νAσ(t)

(xi) ∈ ΨA(xi),

πAσ(p)
(xi)∈ΠA(xi)分别表示ΓA(xi)、ΨA(xi)、ΠA(xi)

中从小到大排列的第σ(s)、σ(t)、σ(p)个元素.
设A = {⟨xi, ΓA(xi), ΨA(xi),ΠA(xi)⟩|xi ∈ X},

B = {⟨xi, ΓB(xi), ΨB(xi),ΠB(xi)⟩|xi ∈ X}为论域
X = {x1, x2, · · · , xn}上的毕达哥拉斯犹豫模糊集.
一般情况下, |ΓA(xi)| ̸= |ΓB(xi)|, |ΨA(xi)| ̸= |ΨB(xi)|,
|ΠA(xi)| ̸= |ΠB(xi)|,为了使 |ΓA(xi)| = |ΓB(xi)|,
|ΨA(xi)| = |ΨB(xi)|, |ΠA(xi)| = |ΠB(xi)|,可以采用
如下两种方法: 1)在基数较小的集合中添加多个最
小元素 (保守思想); 2)在基数较小的集合中添加多个
最大元素(激进思想).
为了统一起见,如果未作说明,文中均假设在基

数较小的集合中添加元素时持保守思想,即在基数
较小的集合中添加多个最小元素.另外,在下面的定
义和定理中,不妨假设 |ΓA(xi)| = |ΓB(xi)| = ki,

|ΨA(xi)| = |ΨB(xi)| = li, |ΠA(xi)| = |ΠB(xi)| =

hi, i = 1, 2, · · · , n.
定义7 设A = {⟨xi, ΓA(xi), ΨA(xi),ΠA(xi)⟩|xi

∈ X}, B = {⟨xi, ΓB(xi), ΨB(xi),ΠB(xi)⟩|xi ∈ X}
为论域X = {x1, x2, · · · , xn}上的毕达哥拉斯犹豫
模糊集,A与B的相关指标定义为

C(A,B) =
n∑

i=1

( 1

ki

ki∑
s=1

µ2
Aσ(s)

(xi)µ
2
Bσ(s)

(xi)+

1

li

li∑
t=1

ν2
Aσ(t)

(xi)ν
2
Bσ(t)

(xi)+

1

hi

hi∑
p=1

π2
Aσ(p)

(xi)π
2
Bσ(p)

(xi)
)
.

定理1 设A = {⟨xi, ΓA(xi), ΨA(xi),ΠA(xi)⟩|xi

∈ X}, B = {⟨xi, ΓB(xi), ΨB(xi),ΠB(xi)⟩|xi ∈ X}
为论域X = {x1, x2, · · · , xn}上的毕达哥拉斯犹豫
模糊集,则有:

1) C(A,B) = C(B,A);
2) C(A,A) = E(A).
定义8 设A = {⟨xi, ΓA(xi), ΨA(xi),ΠA(xi)⟩|xi

∈ X}, B = {⟨xi, ΓB(xi), ΨB(xi),ΠB(xi)⟩|xi ∈ X}
为论域X = {x1, x2, · · · , xn}上的毕达哥拉斯犹豫
模糊集,A与B的相关系数定义为

ρ(A,B) =
C(A,B)√

E(A)
√

E(B)
.

其中

C(A,B) =

n∑
i=1

( 1

ki

ki∑
s=1

µ2
Aσ(s)

(xi)µ
2
Bσ(s)

(xi)+

1

li

li∑
t=1

ν2
Aσ(t)

(xi)ν
2
Bσ(t)

(xi)+

1

hi

hi∑
p=1

π2
Aσ(p)

(xi)π
2
Bσ(p)

(xi)
)
,

E(A) =

n∑
i=1

( 1

ki

ki∑
s=1

µ4
Aσ(s)

(xi)+

1

li

li∑
t=1

ν4
Aσ(t)

(xi) +
1

hi

hi∑
p=1

π4
Aσ(p)

(xi)
)
,

E(B) =
n∑

i=1

( 1

ki

ki∑
s=1

µ4
Bσ(s)

(xi) +
1

li

li∑
t=1

ν4
Bσ(t)

(xi)+

1

hi

hi∑
p=1

π4
Bσ(p)

(xi)
)
.

显然,如果毕达哥拉斯犹豫模糊集A与B退化为

毕达哥拉斯模糊集时,定义6∼定义8中的信息能量、
相关指标和相关系数就退化为文献 [26]中相应的毕
达哥拉斯模糊集的信息能量、相关指标和相关系数.
定理2 设A = {⟨xi, ΓA(xi), ΨA(xi),ΠA(xi)⟩|xi

∈ X}, B = {⟨xi, ΓB(xi), ΨB(xi),ΠB(xi)⟩|xi ∈ X}
为论域X = {x1, x2, · · · , xn}上的毕达哥拉斯犹豫
模糊集,则有:

1) ρ(A,B) = ρ(B,A);

2) 0 ⩽ ρ(A,B) ⩽ 1;

3)若A = B,则ρ(A,B) = 1.

证明 1)和3)显然,仅证明2).
由定义8可知0⩽ρ(A,B),下面证ρ(A,B)⩽1.有

C(A,B) =

n∑
i=1

( 1

ki

ki∑
s=1

µ2
Aσ(s)

(xi)µ
2
Bσ(s)

(xi)+

1

li

li∑
t=1

ν2
Aσ(t)

(xi)ν
2
Bσ(t)

(xi)+

1

hi

hi∑
p=1

π2
Aσ(p)

(xi)π
2
Bσ(p)

(xi)
)
=

1

k1

k1∑
s=1

µ2
Aσ(s)

(x1)µ
2
Bσ(s)

(x1)+

1

k2

k2∑
s=1

µ2
Aσ(s)

(x2)µ
2
Bσ(s)

(x2) + · · ·+

1

kn

kn∑
s=1

µ2
Aσ(s)

(xn)µ
2
Bσ(s)

(xn)+

1

l1

l1∑
t=1

ν2
Aσ(t)

(x1)ν
2
Bσ(t)

(x1)+

1

l2

l2∑
t=1

ν2
Aσ(t)

(x2)ν
2
Bσ(t)

(x2) + · · ·+

1

ln

ln∑
t=1

ν2
Aσ(s)

(ln)ν
2
Bσ(s)

(ln)+
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1

h1

h1∑
p=1

π2
Aσ(p)

(x1)π
2
Bσ(p)

(x1)+

1

h2

h2∑
p=1

π2
Aσ(p)

(x2)π
2
Bσ(p)

(x2) + · · ·+

1

hn

hn∑
p=1

π2
Aσ(p)

(xn)π
2
Bσ(p)

(xn) =

k1∑
s=1

µ2
Aσ(s)

(x1)
√
k1

µ2
Bσ(s)

(x1)
√
k1

+

k2∑
s=1

µ2
Aσ(s)

(x2)
√
k2

µ2
Bσ(s)

(x2)
√
k2

+ · · ·+

kn∑
s=1

µ2
Aσ(s)

(xn)
√
kn

µ2
Bσ(s)

(xn)
√
kn

+

l1∑
t=1

ν2
Aσ(t)

(x1)
√
l1

ν2
Bσ(t)

(x1)
√
l1

+

l2∑
t=1

ν2
Aσ(t)

(x2)
√
l2

ν2
Bσ(t)

(x2)
√
l2

+ · · ·+

ln∑
t=1

ν2
Aσ(t)

(xn)
√
ln

ν2
Bσ(t)

(xn)
√
ln

+

h1∑
p=1

π2
Aσ(p)

(x1)
√
h1

π2
Bσ(p)

(x1)
√
h1

+

h2∑
p=1

π2
Aσ(p)

(x2)
√
h2

π2
Bσ(p)

(x2)
√
h2

+ · · ·+

hn∑
p=1

π2
Aσ(p)

(xn)
√
hn

π2
Bσ(p)

(xn)
√
hn

.

由柯西-施瓦兹不等式可知

(C(A,B))2 ⩽[ 1

k1

k1∑
s=1

µ4
Aσ(s)

(x1) +
1

k2

k2∑
s=1

µ4
Aσ(s)

(x2) + · · ·+

1

kn

kn∑
s=1

µ4
Aσ(s)

(xn) +
1

l1

l1∑
t=1

ν4
Aσ(t)

(x1)+

1

l2

l2∑
t=1

ν4
Aσ(t)

(x2) + · · ·+ 1

ln

ln∑
t=1

ν4
Aσ(t)

(xn)+

1

h1

h1∑
p=1

π4
Aσ(p)

(x1) +
1

h2

h2∑
p=1

π4
Aσ(p)

(x2) + · · ·+

1

hn

hn∑
p=1

π4
Aσ(p)

(xn)
][ 1

k1

k1∑
s=1

µ4
Bσ(s)

(x1)+

1

k2

k2∑
s=1

µ4
Bσ(s)

(x2) + · · ·+ 1

kn

kn∑
s=1

µ4
Bσ(s)

(xn)+

1

l1

l1∑
t=1

ν4
Bσ(t)

(x1) +
1

l2

l2∑
t=1

ν4
Bσ(t)

(x2) + · · ·+

1

ln

ln∑
t=1

ν4
Bσ(t)

(xn) +
1

h1

h1∑
p=1

π4
Bσ(p)

(x1)+

1

h2

h2∑
p=1

π4
Bσ(p)

(x2) + · · ·+ 1

hn

hn∑
p=1

π4
Bσ(p)

(xn)
]
=

n∑
i=1

[ 1

ki

ki∑
s=1

µ4
Aσ(s)

(xi) +
1

li

li∑
t=1

ν4
Aσ(t)

(xi)+

1

hi

hi∑
p=1

π4
Aσ(p)

(xi)
] n∑

i=1

[ 1

ki

ki∑
s=1

µ4
Bσ(s)

(xi)+

1

li

li∑
t=1

ν4
Bσ(t)

(xi) +
1

hi

hi∑
p=1

π4
Bσ(p)

(xi)
]
= E(A)E(B).

于是有ρ(A,B) =
C(A,B)√

E(A)
√
E(B)

⩽ 1. 2
3 毕达哥拉斯犹豫模糊集的加权相关测度

由于xi的权重在决策过程中发挥着极其重要的

作用,设xi(i = 1, 2, · · · , n)的权重向量为w = (w1,

w2, · · · , wn)
T, wi ⩾ 0且

n∑
i=1

wi = 1.定义毕达哥拉斯

犹豫模糊集的加权相关系数如下.
定义9 设A = {⟨xi, ΓA(xi), ΨA(xi),ΠA(xi)⟩|xi

∈ X}, B = {⟨xi, ΓB(xi), ΨB(xi),ΠB(xi)⟩|xi ∈ X}
为论域X = {x1, x2, · · · , xn}上的毕达哥拉斯犹豫
模糊集,xi(i = 1, 2, · · · , n)的权重向量为w = (w1,

w2, · · · , wn)
T, wi ⩾ 0且

n∑
i=1

wi = 1,则A与B的加权

相关系数定义为

ρw(A,B) =
Cw(A,B)√

Ew(A)
√
Ew(B)

.

其中

Cw(A,B) =
n∑

i=1

wi

( 1

ki

ki∑
s=1

µ2
Aσ(s)

(xi)µ
2
Bσ(s)

(xi)+

1

li

li∑
t=1

ν2
Aσ(t)

(xi)ν
2
Bσ(t)

(xi)+

1

hi

hi∑
p=1

π2
Aσ(p)

(xi)π
2
Bσ(p)

(xi)
)
,

Ew(A) =

n∑
i=1

wi

( 1

ki

ki∑
s=1

µ4
Aσ(s)

(xi)+

1

li

li∑
t=1

ν4
Aσ(t)

(xi) +
1

hi

hi∑
p=1

π4
Aσ(p)

(xi)
)
,

Ew(B) =

n∑
i=1

wi

( 1

ki

ki∑
s=1

µ4
Bσ(s)

(xi)+

1

li

li∑
t=1

ν4
Bσ(t)

(xi) +
1

hi

hi∑
p=1

π4
Bσ(p)

(xi)
)
.

显然,当wi = 1/n时, ρw(A,B) = ρ(A,B).
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定理3 设A = {⟨xi, ΓA(xi), ΨA(xi),ΠA(xi)⟩|xi

∈ X}, B = {⟨xi, ΓB(xi), ΨB(xi),ΠB(xi)⟩|xi ∈ X}
为论域X = {x1, x2, · · · , xn}上的毕达哥拉斯犹豫
模糊集,则有:

1) ρw(A,B) = ρw(B,A);

2) 0 ⩽ ρw(A,B) ⩽ 1;

3)若A = B,则ρw(A,B) = 1.

证明过程类似于定理2,此略.

4 决策应用

在毕达哥拉斯模糊多属性决策中,决策者给出
方案Ai在属性 cj下的属性值为毕达哥拉斯模糊数

αij = ⟨µαij
, ναij

⟩,由于条件µ2
αij

+ ν2
αij

⩽ 1描述空

间较µαij
+ ναij

⩽ 1大,从而毕达哥拉斯模糊数比直
觉模糊数在描述模糊现象时更加有力,但是毕达哥拉
斯模糊数并没有体现出决策过程中决策者犹豫不决

的情况,而毕达哥拉斯犹豫模糊数既能反映决策者的
犹豫不决,又能描述隶属度和非隶属的和超过1而平
方和不超过1的现象,故毕达哥拉斯犹豫模糊数具有
毕达哥拉斯模糊数与犹豫模糊数的优点.研究关于
毕达哥拉斯犹豫模糊信息的多属性决策方法,对于发
展毕达哥拉斯模糊决策理论具有重要的意义.下面
结合毕达哥拉斯犹豫模糊集的相关测度,给出一种基
于毕达哥拉斯犹豫模糊信息的决策方法.
设A= {A1, A2, · · · , Am}为方案集,C = {c1, c2,

· · · , cn}为属性集,w = (w1, w2, · · · , wn)
T为属性权

重向量,其中wi ⩾ 0且
n∑

i=1

wi = 1.决策者给出的方

案Ai在属性 cj下的属性值为αij ,其中αij = ⟨Γαij
,

Ψαij
,Παij

⟩(i = 1, 2, · · · ,m, j = 1, 2, · · · , n)为毕达
哥拉斯犹豫模糊数,从而得到毕达哥拉斯犹豫模糊数
决策矩阵M = (αij)mn.
显然,方案Ai可以表示为Ai = {⟨cj , αij⟩|j = 1,

2, · · · , n} = {⟨cj , Γαij
, Ψαij

,Παij
⟩|j = 1, 2, · · · , n},

i = 1, 2, · · · ,m.由于 |Γαij
|(i = 1, 2, · · · ,m)可能

不等,可以在 Γαij
(i = 1, 2, · · · ,m)中添加最小元

素,使得 |Γαij
| = maxi |Γαij

|.同理,也可分别在Ψαij
,

Παij
(i = 1, 2, · · · ,m)添加最小元素,使得 |Ψαij

| =

maxi |Ψαij
|, |Παij

| = maxi |Παij
|.为方便起见,令

kj = maxi |Γαij
|, lj = maxi |Ψαij

|, hj = maxi |Παij
|.

取正理想点为A∗ = {⟨cj , {1, 1, · · · , 1}, {0, 0,
· · · , 0}, {0, 0, · · · , 0}⟩|j = 1, 2, · · · , n},其中 kj =

|{1, 1, · · · , 1}|, lj = |{0, 0, · · · , 0}|, hj = |{0, 0, · · · ,
0}|,则可得到

Ew(A
∗) =

n∑
j=1

wj

( 1

kj

kj∑
s=1

µ4
Aσ(s)

(xj)+

1

lj

lj∑
t=1

ν4
Aσ(t)

(xj) +
1

hj

hj∑
p=1

π4
Aσ(p)

(xj)
)
=

n∑
j=1

wj = 1,

Ew(Ai) =

n∑
j=1

wj

( 1

kj

kj∑
s=1

µ4
Aiσ(s)

(xj)+

1

lj

lj∑
t=1

ν4
Aiσ(t)

(xj) +
1

hj

hj∑
p=1

π4
Aiσ(p)

(xj)
)
,

Cw(A
∗, Ai) =

n∑
j=1

wj

( 1

kj

kj∑
s=1

µ2
A∗

σ(s)
(xj)µ

2
Aiσ(s)

(xj)+

1

lj

lj∑
t=1

ν2
A∗

σ(t)
(xj)ν

2
Aiσ(t)

(xj)+

1

hj

hj∑
p=1

π2
A∗

σ(p)
(xj)π

2
Aiσ(p)

(xj)
)
=

n∑
j=1

wj

( 1

kj

kj∑
s=1

µ2
Aiσ(s)

(xj)
)
.

于是有ρw(A
∗, Ai) =

Cw(A
∗, Ai)√

Ew(Ai)
.

为此,提出一种基于毕达哥拉斯犹豫模糊集相关
系数的决策方法,具体步骤如下.

Step 1:根据实际情况,建立毕达哥拉斯犹豫模糊
决策矩阵.

Step 2: 计算每个方案Ai与正理想点A∗的加权

相关系数ρw(A
∗, Ai).

Step 3: 根据加权相关系数ρw(A
∗, Ai)的大小,实

现方案排序择优.
例1 [28] 某国有大型有色金属集团公司准备进

行海外投资,成立了由1位执行经理和2位专家组成
的决策小组进行初期调查研究,以确定合适的投资
国.经调查研究有A1, A2, A3, A4四个国家成为考察

对象,决策小组主要从4个方面进行评估:政治政策
c1,基础设施c2,矿产资源c3,经济情况c4,其权重向量
为w = (0.15, 0.15, 0.375, 0.325)T.为使决策更加合
理,每位决策者匿名给出评价结果,其中满意度和非
满意度若有重复,则仅取1次.得到决策小组针对方
案Ai在属性 cj下的毕达哥拉斯犹豫模糊数评价值

αij = ⟨Γαij
, Ψαij

⟩(i, j = 1, 2, 3, 4),即得到毕达哥拉
斯犹豫模糊数决策矩阵M = (αij)44.试根据决策小
组提供的决策矩阵,为该企业选择合适投资国提供参
考.

Step 1:建立毕达哥拉斯犹豫模糊决策矩阵,如表
1所示.
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表 1 毕达哥拉斯犹豫模糊决策矩阵

c1 c2 c3 c4

A1 ⟨{0.3, 0.8}, {0.4}⟩ ⟨{0.6, 0.8}, {0.4, 0.5}⟩ ⟨{0.7, 0.8}, {0.4, 0.5}⟩ ⟨{0.5, 0.7, 0.8}, {0.4}⟩

A2 ⟨{0.7, 0.8}, {0.3, 0.4}⟩ ⟨{0.3, 0.4, 0.5}, {0.7}⟩ ⟨{0.3, 0.4}, {0.7, 0.8}⟩ ⟨{0.6, 0.7}, {0.3, 0.4}⟩

A3 ⟨{0.4, 0.5}, {0.6}⟩ ⟨{0.4, 0.5, 0.6}, {0.5}⟩ ⟨{0.7, 0.8}, {0.4, 0.5}⟩ ⟨{0.8, 0.9}, {0.3}⟩

A4 ⟨{0.5, 0.6}, {0.2, 0.3}⟩ ⟨{0.7}, {0.4, 0.5}⟩ ⟨{0.5, 0.6, 0.7}, {0.6}⟩ ⟨{0.7, 0.8}, {0.2, 0.3}⟩

Step 2:计算加权相关系数ρw(A
∗, Ai).

综合考虑到方案A1, A2, A3, A4的可能隶属度集

合、可能非隶属度集合以及犹豫度集合,取正理想点
为

A∗ =

{⟨{1, 1}, {0, 0}, {0, 0, 0, 0}⟩, ⟨{1, 1,

1}, {0, 0}, {0, 0, 0, 0}⟩, ⟨{1, 1, 1}, {0, 0}, {0, 0, 0, 0}⟩,

⟨{1, 1, 1}, {0, 0}, {0, 0, 0, 0}⟩}.

首先计算ρw(A
∗, A1),有

A1 =

{⟨{0.3, 0.8}, {0.4}⟩, ⟨{0.6, 0.8}, {0.4, 0.5}⟩,

⟨{0.7, 0.8}, {0.4, 0.5}⟩, ⟨{0.5, 0.7, 0.8}, {0.4}⟩}.

求出犹豫度集合,可以得到

A1 =

{⟨{0.3, 0.8}, {0.4}, {0.447 2, 0.866 0}⟩,

⟨{0.6, 0.8}, {0.4, 0.5}, {0.331 7, 0.447 2, 0.624 5,

0.692 8}⟩, ⟨{0.7, 0.8}, {0.4, 0.5}, {0.331 7, 0.447 2,

0.509 9, 0.591 6}⟩, ⟨{0.5, 0.7, 0.8}, {0.4}, {0.447 2,

0.591 6, 0.768 1}⟩}.

考虑到方案A2, A3, A4的可能隶属度集合、可能非隶

属度集合和犹豫度集合,通过分别添加最小元素,得
到

A1 =

{⟨{0.3, 0.8}, {0.4, 0.4}, {0.447 2, 0.447 2, 0.447 2,

0.866 0}⟩, ⟨{0.6, 0.6, 0.8}, {0.4, 0.5}, {0.331 7, 0.447 2,

0.624 5, 0.692 8}⟩, ⟨{0.7, 0.7, 0.8}, {0.4, 0.5}, {0.331 7,

0.447 2, 0.509 9, 0.591 6}⟩, ⟨{0.5, 0.7, 0.8}, {0.4, 0.4},

{0.447 2, 0.447 2, 0.591 6, 0.768 1}⟩}.

可算出Ew(A1) = 0.397 8, Cw(A
∗, A1) = 0.474 8,从

而得到ρw(A
∗, A1) =

0.474 8√
0.397 8

= 0.752 8.

类似地,可以计算出
ρw(A

∗, A2) = 0.439 0, ρw(A
∗, A3) = 0.762 2,

ρw(A
∗, A4) = 0.680 9.

Step 3: 根据相关系数ρw(A
∗, A3) ⩾ ρw(A

∗, A1)

⩾ ρw(A
∗, A4) ⩾ ρw(A

∗, A2)可知,方案排序为A3 ≻
A1 ≻ A4 ≻ A2,即方案A3是最优的.
文献 [28]使用毕达哥拉斯犹豫模糊加权平均算

子对方案进行集成,并使用得分函数对方案的综合属
性值进行排序,得到方案排序为A3 ≻ A1 ≻ A4 ≻
A2.显然,文中得到的方案排序与文献 [28]完全一
致.在本例中,尽管由这两种决策方法得到的方案排
序是完全一样的,但是,与毕达哥拉斯犹豫模糊加权
平均算子相比,毕达哥拉斯犹豫模糊集的相关系数具
有两个明显的相对优势.首先,其具有明显的直观背
景,即若将毕达哥拉斯犹豫模糊集看作向量,则相关
系数类似于向量夹角的余弦;其次,考虑了方案的整
体,即相关系数是将方案看作一个整体考虑的,并通
过方案与正理想方案之间的相关程度体现各方案的

优劣.

5 结 论

本文研究了毕达哥拉斯犹豫模糊集的相关测度

及其决策应用,定义了毕达哥拉斯犹豫模糊集的信息
能量、相关指标和相关系数,并讨论了它们的性质.由
于决策过程中经常需要考虑到属性权重,为此定义了
毕达哥拉斯犹豫模糊集的加权相关系数,并证明了其
相关性质.最后,提出一种基于毕达哥拉斯犹豫模糊
集的相关系数的多属性决策方法,并通过实例表明了
所提方法的可行性.然而,文中毕达哥拉斯犹豫模糊
集的相关系数是假设属性间相互独立的,但实际决策
中属性间往往存在着相互作用,为此建立反映属性间
相互作用的毕达哥拉斯犹豫模糊集的相关系数是下

一步研究的重点.同时,考虑到毕达哥拉斯犹豫模糊
集本身具有的优点,将继续研究毕达哥拉斯犹豫模糊
集在多属性决策、聚类分析、模式识别等实际领域中

的应用.
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