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2-DOF绳索驱动并联机构轨迹跟踪控制

姜雷杰†, 高丙团, 刘传德, 朱振宇
(东南大学电气工程学院，南京 210096)

摘 要: 基于PD控制和前馈控制方法,对2-DOF的绳索驱动并联机构的空间运动控制问题进行研究.首先,基于
拉格朗日方程建立系统的空间运动数学模型.为了保证所有绳索在机构的工作空间范围内始终处于张紧状态,绳
索内力原则被应用于所提的控制方法中.然后,基于李雅普诺夫稳定性理论,给出闭环系统的稳定性证明.最后,
为了检验所提控制策略的正确性,给出仿真和实验结果.仿真和实验结果的近似一致性证明了所提控制策略的有
效性和合理性.
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Trajectory tracking control of a 2-DOF cable-driven parallel mechanism
JIANG Lei-jie†, GAO Bing-tuan, LIU Chuan-de, ZHU Zhen-yu

(School of Electrical Engineering，Southeast University，Nanjing 210096，China)

Abstract: The space motion control problem of a 2-DOF cable-driven parallel mechanism is studied based on PD control
and feed-forward control method. Firstly, the space motion mathematical model of the system is formulated based on
the Lagrange’s equation. In order to ensure that all the cables have always remained in tension in the workspace of the
mechanism, the cable internal force principle is applied to the proposed control method. Then, based on the Lyapunov
stability theory, the stability of the closed-loop system is proved. Finally, to test the correctness of the proposed control
strategy, simulation and experiment results are given. Approximate consistency between simulation and experimental
results proves the validity and the rationality of the proposed control strategy.
Keywords: cable-driven；Lagrange’s equation；PD control；feed-forward control；trajectory tracking

0 引 言

绳索驱动并联机构是一类利用绳索代替刚性

杆驱动的并联机构.在绳索驱动机构中,末端执行器
使用数根绳索连接到定平台上,通过调节绳索长度
或绳索拉力去驱动末端执行器向期望的位置和方向

运动.这种结构特性决定了绳索驱动并联机构相较
于常规驱动机构具有操纵性快[1]、工作空间大[2-3]、

负载/质量比高[4]等许多优点.鉴于这些优点,起源于
起重机系统的绳索驱动机构技术已经成为机器人

领域的一个研究热点[5-6].绳索驱动并联机构包括绳
索驱动平面机构和绳索驱动空间机构,然而绳索驱
动空间机构中大多是绳索悬吊并联机构.本文提出
能够实现横滚和俯仰两个自由度运动的绳索驱动

并联机构,其属于绳索驱动空间机构中带有支撑物
的绳索驱动并联机构.绳索驱动并联机构已经有成
功的应用,例如用于电视广播行业的RoboCrane[7]和

SkyCam[3]. 500-m口径球面望远镜 (FAST)通过 6根
驱动绳索实现位置的粗调,通过相关研究,研究者获
得了一系列研究成果[8-9].因为绳索软而轻且能够传
输强有力的驱动力,所以绳索通常被用于驱动软体仿
生机构[10],例如仿生象鼻[11]和仿生头足类动物[12]等.
绳索代替刚性杆使得绳索驱动并联机构相较

于传统并联机构在动力学控制方面具有了新的挑

战.与刚性杆不同,绳索只能提供拉力,因此绳索在
机构的工作空间内应该始终保持张紧状态,一旦绳
索松弛,机构的结构就会瓦解[13].鉴于以上特点,很
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多成熟的控制方法不能直接应用于绳索驱动并联机

构中,它们必须被修改以保证绳索能够始终提供拉
力.在并联机构领域,有很多关于动力学和控制方面
的研究[14-16].然而,相较于传统并联机构控制方面的
大量研究而言,很少有关于绳索驱动并联机构的控制
研究.

本文所提的2-DOF绳索驱动并联机构来源于以
前的研究[17].针对此研究对象,首先基于拉格朗日方
程建立系统的动力学模型;然后设计系统的PD加前
馈控制器,同时引入绳索内力原则保证绳索拉力始终
为正值;接着基于李雅普诺夫稳定性理论对闭环系
统的稳定性进行分析;最后通过仿真和实验验证所
提控制方法的可行性.
本文的主要贡献总结如下:在忽略绳索和弹簧

的柔性条件下,基于拉格朗日方程建立了关于给定空
间轨迹跟踪控制的系统动力学模型;基于绳索内力
原则,采用PD及前馈控制方法设计了系统的轨迹跟
踪控制器;给出了关于系统轨迹跟踪控制的仿真和
实验结果.

1 系统动力学模型

1.1 系统描述

本文研究的系统基本组成如图1所示,其组成主
要包括动平台、定平台、绳索和弹簧4个部分[17].点o′

为点o在平面OXY 内的投影,定平台的半径为a,动
平台的半径为b, S轴与X轴之间的夹角为θs,动平台
平面与水平面的夹角为θp.

θs

O

o’

xy

z

o

X

Z

S

Y

B
1

B
2

B
3

A
1

A
2

A
3

T
1

T
2

T
3

l
1

l
2

l
3

!"

#$%

&$%

'(

图 1 2-DOF绳索驱动并联机构

在全局坐标系OXY Z下,定平台上点Ai(
Oa1,

Oa2,
Oa3)(i = 1, 2, 3)的齐次坐标为



Oa1 = (0, a, 0, 1)T,

Oa2 =
(
−

√
3

2
a,−1

2
a, 0, 1

)T
,

Oa3 =
(√3

2
a,−1

2
a, 0, 1

)T
.

(1)

在局部坐标系 oxyz下,动平台上点Bi(
ob1,

ob2,
ob3)(i = 1, 2, 3)的齐次坐标为

ob1 = (0, b, 0, 1)T,

ob2=
(
−

√
3

2
b,−1

2
b, 0, 1

)T
,

ob3 =
(√3

2
b,−1

2
b, 0, 1

)T
.

(2)

1.2 系统运动学

在全局坐标系中,动平台的位姿可通过 5个参
数来描述: (xo, yo, zo, α, β). (xo, yo, zo)为点 o在全局

坐标系OXY Z中的三维坐标,角α和β分别为关于

X轴和Y 轴的旋转角,然而角α和β由三维坐标 (xo,

yo, zo)决定.因此,动平台的位姿可通过3个独立参数
xo、yo和zo来表示.
角θs和θp可分别表示为

θs = arctan
( yo
xo

)
, (3)

θp = arctan
(√x2

o + y2o
zo

)
. (4)

角α和β与角θs和θp的关系可表示为

α = arctan
(cot θp

sin θs

)
, (5)

β = arctan
(cot θp

cos θs

)
. (6)

从局部坐标系oxyz到全局坐标系OXY Z的齐次坐

标变换矩阵可表示为

Tt =


cβ sαsβ cαsβ xo

0 cα −sα yo

−sβ sαcβ cαcβ zo

0 0 0 1

 . (7)

其中: sα = sinα, cα = cosα, sβ = sinβ, cβ = cosβ.
因此,绳长可表示为

li = |Oai − Tt
obi|, (8)

其中i表示绳索个数.
系统的雅可比矩阵J被定义为动平台速度与驱

动绳索速度之间的关系.定义绳索速度向量为 l̇ =

[l̇1 l̇2 l̇3]
T,向量 ṙ = [ẋo ẏo żo]

T用来表示动平台

质心的速度,则它们之间关系可表达为

l̇ = Jṙ. (9)
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1.3 系统动力学

文献 [18]给出了引起系统柔性振动的来源:柔性
绳索和柔性弹簧.鉴于绳索长度较短、质量较轻和直
径较小等因素,绳索被假定为只能工作在张紧状态
的线性单元,而绳索的动力学特征诸如振动和伸长可
被忽略[19].因此,所提系统的振动源主要是柔性弹簧,
而考虑弹簧柔性形变因素的系统柔性振动控制的问

题已经在文献 [18]中被研究.本文主要聚焦于系统
对于给定空间圆轨迹的跟踪控制问题,忽略了系统中
柔性体的振动因素.

选择系统的广义坐标为η = [xo yo zo]
T,则动

平台的动能可表示为

Td =
1

2
m(ẋ2

o + ẏ2o + ż2o) +
1

2
ωTRIdR

Tω. (10)

其中:m为动平台的质量;ω = [α̇ β̇ 0]T;R为局部坐

标系关于全局坐标系的旋转变换矩阵, Id为动平台
的惯性矩,R和Id可分别表示为

R =


cβ sαsβ cαsβ
0 cα −sα

−sβ sαcβ cαcβ

 , (11)

Id =


1

4
mb2 0 0

0
1

4
mb2 0

0 0
1

2
mb2

 . (12)

在系统动力学建模过程中,每根绳索被假定为一
个力元素,因此系统的势能只有动平台的势能和弹簧
的势能.
动平台的势能可表示为

Vd = mgzo, (13)

其中g为重力加速度,这里取值为9.8 m/s2.
不考虑弹簧的动能,基于文献 [20],弹簧的弯曲

势能可近似表示为

Vs ≈
EIθ2p
2L′ . (14)

其中:E为弹簧弹性模量, I为弹簧截面惯性矩,L′为

弹簧原长.
弹簧的压缩势能可近似表示为

Vc ≈
1

2
k(L′ − zo)

2, (15)

其中k为弹簧刚度系数.
综上所述,系统的拉格朗日函数可表示为
L = Td − Vd − Vs − Vc =

1

2
m(ẋ2

o + ẏ2o + ż2o) +
1

2
ωTRIdR

Tω−

mgzo −
EIθ2p
2L′ − 1

2
k(L′ − zo)

2. (16)

拉格朗日方程可表示为

d
dt

(∂L
∂η̇

)
− ∂L

∂η
= Q. (17)

其中:Q为系统的广义力,结合前文推导出的系统雅
可比矩阵J ,系统的广义力Q可表示为

Q = −JTT , (18)

T为绳索拉力向量,可表示为

T = [T1 T2 T3]
T. (19)

由式(16)和(17)可得系统的动力学模型为

Mη̈ +H +Kη +G = Q. (20)

其中:M为广义质量矩阵,H为科氏力和向心力条
款,K为广义刚度矩阵,G为重力条款.

2 系统控制器设计

2.1 绳索张力求解

采用PD加前馈控制方法对系统进行运动控制,
取控制律为

Q = Kpe+Kdė+Mη̈d +H +Kη +G. (21)

其中:Kp和Kd分别为比例和微分系数;位置误差向
量e = ηd − η,ηd = [xod yod zod]

T.
因为绳索拉力值必须始终为正,所以PD加前馈

控制策略不能直接应用于绳索驱动并联机构中.为
此,需要用绳索内力原则去修改此控制策略.
对于动平台质心轨迹为空间Z方向上是定值的

轨迹,在某一特定的位置时绳索拉力[21]可表示为

T = (−ĴT)+Q̂+ [I3×3 − (−ĴT)
+
(−ĴT)]λ. (22)

其中:雅可比矩阵 Ĵ可表示为

Ĵ =
[ ∂li
∂xo

∂li
∂yo

]
, i = 1, 2, 3; (23)

xo和yo方向上的广义力向量Q̂可表示为

Q̂ = [Qxo
Qyo

]T; (24)

I3×3为单位矩阵;λ ∈ R3为一个任意的列向量,
(−ĴT)+ ∈ R3×2 为矩阵 −ĴT 的伪逆, [I3×3 −
(−ĴT)+(−ĴT)]为零空间投影矩阵.

式 (22)右边第一项为抵抗外力矩的最小绳索驱
动力Te,可表示为

Te = −Ĵ(ĴTĴ)−1Q̂. (25)

式 (22)右边第二项为矩阵−ĴT零空间中的齐次解或

绳索的内力向量.通过合理地选取列向量λ ∈ R3

以得到合适的绳索内力向量以维持绳索拉力始终为

正.由式 (22)可知,绳索的内力向量与系统的雅可比
矩阵及列向量λ ∈ R3有关.合理选取列向量λ ∈ R3

的原则有 3个:一是保证所有绳索的拉力均为正值;
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二是从驱动成本和能耗出发,保证所有绳索拉力尽可
能小;三是保证与实验中通过传感器测得的绳索拉
力值尽可能吻合.

2.2 闭环系统稳定性

考虑到所提系统的冗余驱动特性,矩阵−ĴT不

是一个方阵,因此不存在逆矩阵.如果矩阵−ĴT满

秩,矩阵−ĴT将存在伪逆.式 (18)将存在广义逆[22],
即式 (22)将存在.因此式 (22)本质上是式 (18)的解,
它的作用是保证所有绳索时刻处于张紧状态,对闭环
系统的稳定性分析没有影响,即闭环系统的稳定性只
与矩阵Q的选取有关.
将式(21)代入(20)可得

Më+Kdė+Kpe = 0, (26)

即

ë = −Kd

M
ė− Kp

M
e. (27)

令x = [e ė]T,则式(27)可表示为

ẋ = Ax. (28)

其中矩阵A可表示为

A =

 03×3 I3×3

−Kp

M
−Kd

M
.

 (29)

定义Lyapunov函数

V (x) =
1

2
xTPx. (30)

由于A为稳定矩阵,对于任意给定的正定矩阵
Q̃,存在正定解P ,满足以下Lyapunov方程:

ATP + PA = −Q̃. (31)

由矩阵P的正定性可知V (x)是全局正定的.对
式(30)求关于时间的一阶导数,可得

V̇ (x) =
1

2
ẋTPx+

1

2
xTP ẋ =

1

2
xTATPx+

1

2
xTPAx =

1

2
xT(ATP + PA)x =

− 1

2
xTQ̃x ⩽ 0. (32)

由于 V̇ (x)是半负定的,且 Q̃为正定,则当 V̇ (x)

≡ 0时,有x ≡ 0,即e ≡ 0, ė ≡ 0.由拉塞尔定理
可知, (e, ė)T = (0,0)T是被控对象全局渐近稳定的

平衡点.因此,如果被控对象从任意初始条件(η0, η̇0)

出发,均有η → ηd, η̇ → η̇d.

3 仿真和实验结果

针对所建立的系统动力学模型和设计的控制器,
需要用仿真和实验结果对其合理性进行验证.仿真

平台是基于S函数的SIMULINK软件,实验装置及控
制系统结构详见文献 [18].动平台质心的实时坐标
η = [xo yo zo]

T是通过增量式编码器测得的绳长

基于系统正运动学模型求出.仿真和实验参数如下:
a = 0.09m, b = 0.09m,m = 0.43 kg, L′ = 0.101 6m,

E = 1.965 × 1011 Pa, I = 9.811 × 10−12 m4, k =

5060N/m.

动平台质心的空间理想运动轨迹选择为
xod = 0.02 cos(0.628t)(m),

yod = 0.02 sin(0.628t)(m),

zod = 0.09(m).

(33)

选择

Kp =

1 000 0 0

0 1 000 0

0 0 1 000

 , (34)

Kd =

500 0 0

0 500 0

0 0 500

 . (35)

绳索拉力变化曲线如图2所示.从图2(a)可以看
出,基于绳索内力原则,所提的PD加前馈控制器能够
保证动平台在作轨迹跟踪运动时所有绳索拉力始终

为正值.因为测力传感器的量程为20 kg,所以求解绳
索拉力时需要合理的限幅.因此,图2(a)中T2的超出

部分被限幅在85 N(基于绳索拉力测量原理合理选择
的值).图2(b)为实验绳索拉力变化曲线图,可以看出,
绳索拉力的理论值和实验值比较吻合.
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图 2 实验拉力变化曲线

图3为动平台质心的实验位移跟踪曲线.从图3
可以看出,动平台质心在X方向、Y 方向和Z方向上
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均能够较好地跟踪给定的理想轨迹,与此同时全程存
在着柔性振动,这主要是由弹簧的柔性振动引起的,
一定程度上降低了动平台质心的跟踪精度.
动平台质心的实验速度跟踪曲线如图4所示.从

图4可以看出,动平台在作轨迹跟踪运动的同时存在
着柔性振动.其中:X方向和Y 方向上的速度跟踪变

化较为剧烈,Z方向上的速度跟踪变化较为平缓,但
是所有方向上的速度变化曲线都是连续的.

(a) !" #$%&x

0 10

-0.02

2 4 6 8
t /s

x
/m

-0.01

0

0.01

0.02

(b) !" #$%&y

0 102 4 6 8
t /s

y
/m

-0.02

-0.01

0

0.01

0.02

0.090

(c) !" #$%&z

0 102 4 6 8
t /s

z
/m

0.091

0.092

0.093

0.094

图 3 实验位移跟踪曲线

(a) !" #$%&'()*X

0 10
-0.3

2 4 6 8

t /s

-0.1

0.1

0.3

X
/ (

m
/s

)
#
$
%
&
'
(

(b) !" #$%&'()*Y

0 102 4 6 8

t /s

-0.3

-0.1

0.1

0.3

Y
/ (

m
/s

)
#
$
%
&
'
(

(c) !" #$%&'()*Z

0 102 4 6 8
t /s

-0.10

-0.05

0

0.05

0.10

Z
/(

m
/s

)
#

$
%

&
'

(

图 4 实验速度跟踪曲线

(a) %& '()*+,x

0 102 4 6 8
t /s

x
tr

a
c
k

in
g

 e
rr

o
r
/m

-0.10

-0.05

0

0.05

0.10

(b) %& '()*+,y

0 102 4 6 8
t /s

y
tr

a
c
k

in
g
 e

rr
o

r
/m

-0.10

-0.05

0

0.05

0.10

(d) -.'(+,

x /m

y
/m

-0.03

-0.01

0.01

0.03

!"
#$

%&

-0.02 -0.01 0 0.01 0.02

(c) %& '()*+,z

0 102 4 6 8

t /s

z
tr

a
c
k

in
g
 e

rr
o

r
/1

0
m

-
3

0

-3

-5

-2

-4

-1

图 5 实验位移跟踪误差曲线和平面跟踪曲线

图5为动平台质心的实验位移跟踪误差曲线和
平面跟踪曲线.从图5可以看出,动平台质心能够较
好地跟踪给定的理想轨迹.图中的实验轨迹跟踪误
差来源如下: 1)忽略了驱动装置传输系统中的摩擦
和反冲作用以及不确定的干扰等因素; 2)正如前文
所述的那样,动平台质心的实时坐标η = [xo yo zo]

T

是通过增量式编码器测得的绳长基于系统正运动学

模型间接地求出,而不是通过相应的传感器直接获取
的,这会引起动平台质心位置的计算误差; 3)在建立
系统数学模型的过程中,忽略了绳索和弹簧等柔性体
柔性因素.
通过对上述仿真和实验结果的分析可知,基于

PD控制和前馈控制方法并结合绳索内力原则所设
计的系统控制器能够始终保证所有绳索拉力值为正,
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且能够使动平台质心较好地跟踪给定的理想轨迹,从
而证明了所提控制策略是有效、合理的.

4 结 论

针对 2-DOF绳索驱动并联机构,本文首先采用
拉格朗日方程建立了系统的动力学模型;然后针对
动平台质心在空间Z方向上为定值轨迹的情况,基
于绳索内力原则,设计了PD加前馈控制器,并证明了
闭环系统的稳定性;最后开展了仿真和实验研究,仿
真和实验结果表明,所建立的系统动力学模型是正确
的,所提出的系统控制策略是合理的.
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