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摘 要: 对于非线性随机系统,以均值、方差等低阶统计特征作为研究目标往往难以满足实际的控制要求,需要考
虑更高阶的统计特征.概率密度函数 (Probability density function, PDF)包含了完全统计特征,因此PDF控制能够
实现各阶矩的有效控制.针对受高斯白噪声激励的非线性随机系统,将福克-普朗克-柯尔莫哥洛夫 (Fokker-Planck-
Kolmogrov, FPK)方程作为研究工具,提出一种基于多高斯闭合法 (MGC)的PDF控制方法.首先,根据目标PDF的
形状构造一个由多个高斯型PDF相叠加的PDF;然后,构造一个优化问题,使得该PDF逼近目标PDF;进一步,通过
求解FPK方程得到被控系统的状态方程;最后,结合原始状态方程求得控制函数,实现对目标PDF的追踪控制.针
对不同类型目标PDF进行的仿真结果表明了所提出方法的可行性和有效性.
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Abstract: For nonlinear stochastic systems, it is difficult to meet the actual control requirements by taking the low-order
statistical characteristics such as mean and variance as the research objects, and the higher order statistical characteristics
need to be considered. The probability density function (PDF) contains complete statistical characteristics, therefore,
PDF control can achieve effective control of all moments. In this paper, aiming at the nonlinear stochastic system excited
by Gaussian white noise, the Fokker-Planck-Kolmogrov (FPK) equation is taken as the research tool, and a PDF control
method based on the multi-Gaussian closure (MGC) method is proposed. Firstly, according to the shape of the target
PDF, a PDF superimposed by multiple Gaussian PDFs is constructed. Then, an optimization problem is built to make
the PDF approximate the target PDF. Furthermore, the state equation of the controlled system is obtained by solving the
FPK equation. Finally, the control function is calculated according to the original state equation, and the tracking control
of the target PDF is implemented. Simulation results of different target PDFs show the feasibility and the effectiveness
of the proposed method.
Keywords: nonlinear stochastic systems；statistical characteristics；PDF control；Gaussian white noise；Fokker-
Planck-Kolmogrov equation；MGC method

0 引 言

在航空航天、机械、船舶、建筑等各领域中,普遍
存在着受各种外界环境因素干扰以及系统内部元器

件参数漂移影响的动力系统,这些干扰或影响基本上
都具有一定的不确定性[1].实际的工业系统几乎都是
非线性的,难以利用叠加原理进行系统分析,从而增
加了研究的困难度和复杂度.过去,人们常常将非线
性系统简化为线性系统进行分析与控制.但是,随着

工程系统日趋复杂,非线性特性的影响越来越不容忽
视,同时,人们对于系统控制的要求也逐渐提高,采用
近似线性化方法已经难以取得令人满意的效果.因
此,近年来非线性随机系统的控制问题吸引了学术界
的普遍关注,具有非常重要的研究意义及实用价值.
随机性的存在影响了系统的演化,使系统的输出

和控制呈现出不同程度的随机性.幸运的是,很多情
况下,这种随机性具备数学上的统计特征,可以利用
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其统计特征进行控制.基于此,概率与统计成为研究
随机控制的一个着眼点[2].
传统的随机控制方法将随机变量的均值、方差

等低阶矩作为控制目标,这些方法通常应用于系统
响应服从高斯分布的情况,其中最典型的就是线性
二次型控制[3-6].然而,采用传统方法进行非线性随
机系统的控制往往不能满足要求,这是因为许多复
杂系统中存在大量非高斯变量[7],对高阶统计特征
的影响不能忽视.概率密度函数 (Probability density
function, PDF)描述了随机量完全统计特征的分布情
况[8],对PDF的控制意味着能够对各阶矩都进行有效
控制[9].例如磨矿工艺,传统方法大多以矿石粒度的
百分比含量为控制指标,但这一指标只能表示粒度大
概的分布情况,其控制效果必然不好.如果将粒度的
整体分布作为控制目标,无疑会降低能源损耗和有用
矿物的损失,提高系统控制精度[10].与传统随机控制
方法相比较, PDF控制不会局限于具有高斯随机性的
系统,且它的控制目标是输出变量的整体分布,能够
实现较高的控制精度.
文献 [11]利用FPK方程推导出PDF的解析表达

式,设计了分段线性控制律,并用共轭梯度法计算其
参数,从而控制PDF的形状.但是,对于非线性程度较
高的系统,要想取得较好的控制精度则需设置尽可
能多的分段点,这就会大大增加求解难度与控制器
的复杂度.同时,分段点选择困难的问题也约束了该
方法的实际应用.文献 [8]首先确定了PDF指数部分
的Taylor展开项系数与控制增益间的关系,将PDF控
制转化为一个跟踪优化问题,通过解决该优化问题得
到控制律.但是,对于PDF能够展开为指数多项式形
式的情况,无论系统非线性程度强弱,都具有良好的
控制效果.若PDF难以展开为指数多项式,则其控制
精度得不到保证,即使提高控制器阶数,其控制精度
改善也不明显.文献 [12]采用非线性最小二乘法获
得FPK方程的近似解,进而得到具体的控制函数.该
方法对于弱非线性系统具有良好的控制效果,但对于
强非线性系统而言,控制器的结构仍然过于复杂.本
文所提出的PDF控制法对于强非线性系统同样有效,
而且相比于上述各方法,更适合于PDF形状较为分
散时的情况.
本文针对高斯白噪声激励下的非线性随机系统,

提出一种基于多高斯闭合法 (MGC)的 PDF控制方
法.首先,确定近似PDF的解析形式,利用智能优化算
法求得该近似PDF,使其逼近期望的目标PDF;然后,
通过MGC法求解FPK方程得到被控系统的状态方

程;最后,将被控状态方程结合原状态方程,求得控制
函数,实现对目标PDF的追踪控制.

1 问题描述

随机激励影响下的非线性系统具有如下动力学

方程:

dx = f(x)dt+ ε(t)dt, x(t0) = x0. (1)

施加控制后,有

dx = [f(x) + u(x)]dt+ ε(t)dt, x(t0) = x0. (2)

其中:x(t) ∈ R为状态响应, f(x)为非线性原始状态
方程,u(x)为控制函数, ε(t)为随机激励,x0为初始状

态.
本文的研究目的是在随机激励ε(t)的影响下,针

对一维非线性随机系统,确定出反馈控制u(x),使得
状态响应x(t)到达稳态时的PDF能够追踪期望的目
标PDF.
令

φ(x) = f(x) + u(x), (3)

由于多项式形式的函数为比较常见的非线性函数,本
文假设φ(x)具有如下多项式形式:

φ(x) = a0 + a1x+ · · ·+ awx
w. (4)

其中: a0, a1, · · · , aw为待求解参数,总个数为w + 1.
从式 (3)可以看出,只要求得控制后的状态方程

φ(x),并从中减去原始状态方程f(x),就可以得到反
馈控制函数u(x).因此,本文最主要的研究内容是被
控状态方程φ(x)的求取.

2 基于MGC的PDF控制方法
定理1 非线性随机系统PDF的追踪控制问题

最终可转化为对下列方程组的求解:
N∑
i=1

Ei[a0 + a1x+ · · ·+ a2N−1x
2N−1] = 0,

N∑
i=1

Ei[a0x+ a1x
2 + · · ·+ a2N−1x

2N ] +N = 0,

N∑
i=1

Ei[a0x
2 + a1x

3 + · · ·+

a2N−1x
2N+1] + 2

N∑
i=1

Ei[x] = 0,

...
N∑
i=1

Ei[a0x
2N−1 + a1x

2N + · · ·+ a2N−1x
4N−2]+

(2N − 1)

N∑
i=1

Ei[x
2N−2] = 0.
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证明 根据上节所述,方程 (2)可以写成如下伊
藤随机微分方程形式:

d
dtx = φ(x) + ε(t), x(t0) = x0. (5)

其中:x(t) ∈ R为状态响应,φ(x)为被控状态方程,x0

为初始状态.将随机激励ε(t)设为零均值的高斯白噪

声,以便于理论研究及数学处理,有E[ε(t)] = 0,

E[ε(t)ε(t+ τ)] = 2πS0δ(τ).
(6)

其中: δ(·)为Dirac函数,S0为谱密度.
当随机激励为高斯白噪声时,任何一个非线性

随机系统的运动方程都可以转变为伊藤随机微分方

程.此时,系统的状态响应x(t)是扩散的Markov过程,
该过程可以用转移PDF完全描述,且转移PDF被称
作FPK方程的非线性偏微分方程所控制[13].动态系
统(5)所对应的FPK方程[14]为

∂p(x, t|x0, t0)

∂t
= −∂[φ(x)p]

∂x
+

1

2

∂2[2πS0p]

∂x2
, (7)

其中 p(x, t|x0, t0)为状态响应 x(t)的转移 PDF. FPK
方程的初始条件为

p(x, t0|x0, t0) = δ(x− x0). (8)

转移 PDFp(x, t|x0, t0)表示系统从初始状态 x0

转移到状态x的概率密度.若系统初始状态是已知
的,则转移 PDFp(x, t|x0, t0)仅是关于状态 x的 PDF.
此外,对于FPK方程,一般求其稳态解.因此,方程 (7)
中的转移 PDFp(x, t|x0, t0)与初始条件 δ(x− x0)和

时间t都无关,即存在p(x, t|x0, t0) = p(x)和
∂p(x)

∂t
=

0.简化后的FPK方程为
∂[φ(x)p(x)]

∂x
− 1

2

∂2[2πS0p(x)]

∂x2
= 0. (9)

从方程 (9)可以看出,在控制器u(x)的作用下,若
要使得系统稳态响应的PDFp(x)能够完全追踪目标
PDFpd(x),则只需将事先给定的目标PDFpd(x)代入
到方程 (9)中求得被控状态方程φ(x),再用φ(x)减去

原始状态方程f(x)即可.此时,所获得的控制器为最
佳控制器.但是,在非线性随机系统中,方程 (9)的求
解过程比较复杂,且只有在极少数特殊情况下才能得
到FPK方程的精确平稳解.因此,一般情况下避免对
方程 (9)直接求解.本文采用MGC法来求解FPK方
程,具体的求解过程如下所述.

假设存在一个与目标 PDFpd(x)非常接近的
PDFp′(x),且该近似 PDFp′(x)为高斯型 PDF相叠加
的形式

p′(x) =

N∑
i=1

αipi(x), N ⩾ 1, (10)

其中pi(x)为遵循高斯分布的基础函数.各个基础函
数的权重相同,且各权重之和等于1,有

αi = 1/N,

pi(x) =
1√

2π|σi|
exp

(
−(x−mi)

2

2σ2
i

)
.

(11)

将式(11)代入到(10)中,近似的PDF可表示为

p′(x) =
N∑
i=1

1

N
√
2π|σi|

exp
(
−(x−mi)

2

2σ2
i

)
, N ⩾ 1.

(12)

其中:mi和σi均是未知的,总个数为2N个.
将式 (12)代入到 (9)中会产生一定的误差,导致

式(9)不成立,这是因为p′(x)只是目标PDFpd(x)的一
个近似解.产生的误差函数为

δ(x) =

∂[φ(x)p′(x)]

∂x
− 1

2

∂2[2πS0p
′(x)]

∂x2
=

1

N

N∑
i=1

∂[φ(x)pi(x)]

∂x
− 1

N

N∑
i=1

∂2[πS0pi(x)]

∂x2
. (13)

由式(13)可知,近似PDFp′(x)越逼近期望的目标
PDFpd(x),所产生的误差 δ(x)越小,控制器的控制效
果越好.当近似PDFp′(x)与目标PDFpd(x)完全相同
时,误差 δ(x)为零,式 (13)等价于 (9).此时,引入一个
独立函数hk(x) = xk(k = 1, 2, · · · , w + 1 = 2N),函
数空间为Rk,该函数能够使式 (13)在空间Rk上的投

影消失[15]:w
R
δ(x)hk(x)dx = 0, k = 1, 2, · · · , w + 1 = 2N.

(14)

这表明,近似PDFp′(x)在弱积分情况下满足化简后
的FPK方程 (11).该过程弱化了积分的求解,但并不
影响最终的计算结果.考虑 lim

x→∞
p(x) = 0,可得投影

的FPK方程为

1

N

N∑
i=1

Ei

[
φ(x)

∂hk(x)

∂x

]
+
πS0

N

N∑
i=1

Ei

[∂2hk(x)

∂x2

]
= 0,

k = 1, 2, · · · , w + 1 = 2N ; (15)

或

k

N

N∑
i=1

Ei[(a0 + a1x+ · · ·+ awx
w)xk−1]+

k(k − 1)πS0

N

N∑
i=1

Ei[x
k−2] = 0,

k = 1, 2, · · · , w + 1 = 2N. (16)

其中

Ei[·] =
w
R
·pi(x)dx. (17)

由于 pi(x)具有高斯分布的形式,很容易求得
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Ei[·]的值,求解式 (16)即可得到被控状态方程.为了
便于数学计算,取S0 =

1

π
(S0也可取其他值).将式

(16)展开得到方程组
N∑
i=1

Ei[a0 + a1x+ · · ·+ a2N−1x
2N−1] = 0,

N∑
i=1

Ei[a0x+ a1x
2 + · · ·+ a2N−1x

2N ] +N = 0,

N∑
i=1

Ei[a0x
2 + a1x

3 + · · ·

+ a2N−1x
2N+1] + 2

N∑
i=1

Ei[x] = 0,

...
N∑
i=1

Ei[a0x
2N−1 + a1x

2N + · · ·+ a2N−1x
4N−2]+

(2N − 1)

N∑
i=1

Ei[x
2N−2] = 0. (18)

证明完毕. 2
通过方程组 (18),能够求出式 (4)中φ(x)的系数

a0, a1, · · · , aw.但是,由于近似PDFp′(x)是未知的,导
致方程组 (18)无法求解.为求得p′(x),本文构造下述
优化问题,以得到最佳的近似PDF

min e =
w ∞

−∞
[p′(x)− pd(x)]

2dx. (19)

解决该优化问题的算法多种多样,因此在此不作
过多介绍.得到了p′(x),就可以通过式 (17)得到Ei[·],
进而可解方程组 (18)得到φ(x),最终通过式 (3)得到
u(x).
根据以上分析可以看出,若目标PDF具备多个

高斯型函数线性叠加的形式,则只需将其代入FPK
方程中求解即可获得被控状态方程,进而计算出控制
函数;否则,就需要通过优化问题 (19)得到近似的高
斯型函数线性叠加形式,然后再利用MGC法求解控
制函数.此时, PDF控制误差取决于线性叠加高斯函
数对于目标PDF的逼近误差.

3 实例分析

例1 考虑如下非线性随机系统:
ẋ = x+ 3x2 − 7x3 + ε(t). (20)

其中:高斯白噪声 ε(t)的均值为零,谱密度S0 =
1

π
.

给该系统施加控制后,有
ẋ = x+ 3x2 − 7x3 + u(x) + ε(t). (21)

令φ(x) = x+3x2−7x3+u(x),则方程(21)可表
示为 ẋ = φ(x) + ε(t).
首先,考虑待追踪的目标PDF为单峰时的情况:

pd(x) =
1√

2π|0.5|
exp

[
−(x− 2)2

2× 0.52

]
. (22)

由于此时的目标PDF为高斯形式,可利用其直接求
取控制函数,且N = 1.根据2N = w + 1,可知w =

1, φ(x) = a0 + a1x.由式(16)可得

E[(a0 + a1x)x
k−1] + (k − 1)E[xk−2] = 0,

k = 1, 2. (23)

将式(23)展开成方程组形式E[a0 + a1x] = 0,

E[a0x+ a1x
2] + 1 = 0.

(24)

此时, pi(x) = pd(x),且 i = 1.根据式 (17),求解上述
方程组可得

a0 = 8, a1 = −4,

φ(x) = 8− 4x.

由式(20)可知,原状态方程为

f(x) = x+ 3x2 − 7x3.

由上述被控状态方程φ(x)和式(3)可得

u(x) = 8− 5x− 3x2 + 7x3.

图1为单峰目标PDF、指数多项式控制法得到的
PDF和本文方法所得到的PDF之间的比较.从图1可
以看出,当目标PDF为单峰时,本文所提出的方法和
指数多项式PDF控制法均能够实现对目标PDF的完
全控制.

0
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图 1 单峰目标PDF与被控PDF(N = 1)

例1中的目标PDF为单峰,那么当目标PDF有多
个峰值时,将会呈现出怎样的控制效果?
例2

pd(x) =
1

2
√
2π|0.8|

exp
[
−(x+ 4)2

2× 0.82

]
+

1

2
√
2π|1|

exp
[
−(x− 4)2

2× 12

]
. (25)

从式 (25)可以看出,目标PDF是由两个较分散的
高斯函数所组成的.其中

p1(x) =
1√

2π|0.8|
exp

[
−(x+ 4)2

2× 0.82

]
, (26)

p2(x) =
1√
2π|1|

exp
[
−(x− 4)2

2× 12

]
. (27)
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与例1相同,此时的目标PDF与上节所假设的近
似PDF形式一致.因此,可将其直接代入到FPK方程
(15)中求解,由式(3)得到控制函数.

由目标PDF(25)可知N = 2,根据2N = w + 1,
此时w = 3, φ(x) = a0 + a1x+ · · ·+ a3x

3.根据等式
(16)可得

k

2

2∑
i=1

Ei[(a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3)xk−1]+

k(k − 1)

2

2∑
i=1

Ei[x
k−2] = 0,

k = 1, 2, 3, 4. (28)

将式(28)展开成方程组形式
2∑

i=1

Ei[a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3] = 0,

2∑
i=1

Ei[a0x+ a1x
2 + a2x

3 + a3x
4] + 2 = 0,

2∑
i=1

Ei[a0x
2 + a1x

3 + a2x
4+

a3x
5] + 2

2∑
i=1

Ei[x] = 0,

2∑
i=1

Ei[a0x
3 + a1x

4 + a2x
5+

a3x
6] + 3

2∑
i=1

Ei[x
2] = 0. (29)

已知pi(x)(i = 1, 2),由式(17)求解上述方程组可得
a0 = −0.504 4, a1 = 0.574 6,

a2 = 0.034 1, a3 = −0.031 9,

φ(x)=−0.504 4 + 0.574 6x+ 0.034 1x2− 0.031 9x3.

根据式(3)得到控制函数为
u(x) = −0.504 4− 0.425 4x− 2.965 9x2+ 6.968 1x3.

图2为多峰目标PDF、指数多项式控制法得到
的PDF和本文所得到的PDF之间的比较.由于目标
PDF本身具有多高斯型函数线性叠加的特性,可直
接利用其求出控制函数.从图2可以看出,本文所提
出的方法能够完全控制目标PDF,相较于指数多项式
PDF控制法,该方法更适合于较分散的PDF.
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图 2 多峰目标PDF与被控PDF(N = 2)

以上两例中的目标 PDF均属于较理想的情况,
下面分析复杂多峰目标PDF的控制.
例3

pd(x) = 0.23 exp
(
x2 − 5x4

3

)
+

0.353 6 exp
(
−7x− x2

2
− 49

2

)
. (30)

根据式 (30),此时的目标PDF不同于以上两例,
不能直接采用MGC法计算,首先应该解决优化问题
(19)得出近似PDF.

取N = 2,则近似PDF是由两个高斯函数所组成
的.将式(30)代入到(19)中,解得min e = 0.006 4,且

m1 = −7, σ1 = 1,

m2 = 0, σ2 = 0.711 0.

则近似PDF为

pd(x) =
1

2
√
2π|1|

exp
[
−(x+ 7)2

2× 12

]
+

1

2
√
2π|0.711 0|

exp
[
− x2

2× 0.711 02

]
. (31)

其中

p1(x) =
1√
2π|1|

exp
[
−(x+ 7)2

2× 12

]
, (32)

p2(x) =
1√

2π|0.711 0|
exp

[
− x2

2× 0.711 02

]
. (33)

同例 2,此时N = 2,且 2N = w + 1,则w =

3,φ(x) = a0 + a1x + · · · + a3x
3.需要求解的方程

组与方程组 (29)相同,但是 pi(x)(i = 1, 2)的不同导

致了解的不同,解得
a0 = 0.246 6, a1 = −0.863 5,

a2 = −0.370 9, a3 = −0.033 9,

φ(x) = 0.246 6− 0.863 5x− 0.370 9x2 − 0.033 9x3,

u(x) = 0.246 6− 1.863 5x− 3.370 9x2 + 6.966 1x3.

图3为较复杂的多峰目标PDF与本文提出的方
法所得到的PDF之间的比较.其中没有指数多项式
控制法的效果展示,这是因为经过研究发现指数多项
式形式的函数无法逼近该目标PDF.也就是说,它不
适用于较复杂的分散PDF.相比之下,本文方法对于
此类PDF却有良好的控制效果.
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图 3 复杂多峰目标PDF与被控PDF(N = 2)
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4 结 论

非线性随机系统状态响应的变化充满不确定性,
对其进行控制研究比较困难,但这种变化遵循着一
定的统计规律,因此可以以其统计特征为基础展开
研究,通常采用PDF控制.高斯白噪声激励下的非线
性随机系统具有Markov性,可以通过FPK方程研究
PDF的控制问题.但是,对FPK方程直接求解困难重
重,而且一般情况下难以得到精确值.本文提出了一
种基于MGC法的PDF控制方法,有效降低了FPK方
程的求解难度.从不同形状特征的目标PDF的仿真
可以看出,该方法具有较好的可行性和有效性.相对
于已有的一些控制方法,该方法更适用于强非线性系
统以及形状较分散的PDF.
本文所提出的方法具有较强的实用性,且容易实

现,为随机控制理论在实际工程中的应用提供了新
的思路.然而,本文仅研究了一维非线性随机系统的
PDF控制,将该方法应用于二维及以上的非线性随机
系统时如何才能达到良好的追踪控制效果是需要进

一步研究的.此外,本文中组成近似PDF的基础函数
为高斯型,其指数部分的最高阶次为二阶.当组成近
似PDF的基础函数具有更高阶的指数部分时,能否
实现PDF的追踪控制也是后续值得研究的内容.
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