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基于LQR的耦合动态互联系统分布式协作
负载均衡优化控制
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摘 要: 针对一类非等同非线性耦合互联系统,提出分布式协作负载均衡优化控制方法.将子系统间的通信联系
建模成有向图,借助输入输出反馈线性化技术,将耦合互联系统的分布式负载均衡控制设计问题转化为广义线性
多智能体系统的同步跟踪问题;基于最近邻原则和LQR方法,设计增益可调的分布式协作负载均衡优化控制律,
耦合强度依赖于通信拓扑,控制增益依赖于子系统模型;借助矩阵变换方法,整个闭环系统的渐近稳定性可以解耦
成每个子系统的稳定性,在假定通信拓扑只含有生成树的条件下,借助李亚谱诺夫函数,可证明整个闭环系统是稳
定的,且通过调节控制增益,可以得到期望的响应速度.仿真结果验证了所提出控制方法的有效性及可行性.
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Abstract: A distributed cooperative optimal load-sharing control is proposed for one class coupled parallel-connected
dynamical systems with non-identical nonlinear dynamics. The communication among subsystems is modeled as a
digraph. The input-output linearization technique is adopted to transform the load-sharing control design into a tracking
synchronization problem of a general linear multi-agent system. LQR-based method is introduced to design the cooperative
optimal load-sharing control law with tunable gains based on the nearest neighbor principle, which makes the coupling
strength only depend on the communication topology and the control gain only depend on the sub-system model. The
asymptotically stability of the entire closed-loop systems can be decoupled into each sub-system’s stability through matrix
transformation. Assuming that the directed graph has a spanning tree, the stability of the whole system can be proved
with the aid of the Lyapunov function. A desired response speed can be obtained by tuning the control parameters with
the proposed method. Simulation results verify the effectiveness and feasibility of the proposed approach.
Keywords: coupled inter-connected dynamical systems；distributed load-sharing；optimal control；input-output feedback
linearization；LQR；Lyapunov function

0 引 䀰

直流微电网的比例负载均衡、模块化DC-DC变
换器的输出电流均衡、耦合并联充电系统的输出电

流均衡都可以抽象成耦合动态互联系统的负载均衡

控制问题,近年来受到了广泛的研究与关注[1].
针对微电网,文献 [2]提出了分层控制方案,包括

主控制、从控制、第三级控制等层.在主控制层,主控
制器主要是用来实现微电网内部各种能源的负载均
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衡,如电流比例均衡,其中的控制方法包括下垂控制
等.
在主控制层,实现输出电流均衡方法主要可以分

为两类:被动均流方法[3]和主动均流方法[4].被动均
流方法使用耗能型元器件 (比如电阻)来均衡电路的
输出电流.主动均流方法使用主动型器件和相关控
制电路构成电流调节器和并联电路,调节各个电路分
支的输出电流.在大功率场合,由于被动均流方法所
需电阻等耗能元器件过多,导致电路复杂而且昂贵.
针对模块化DC-DC变换器并联构成的系统,文

献 [5]采用分布式协同控制的方法,实现了DC-DC变
换器的输出电流均衡,同时也实现了电压跟踪调节的
目标.该文提出的控制方法不需要集中式的控制器,
单个节点的故障不会影响整个系统的性能,具有较高
的可靠性.同时,该方案适用于有向及无向通信拓扑,
可以实现即插即用的功能,并且对于节点故障、通信
链路故障具有鲁棒性.
针对直流微电网,文献 [5]将每个DC-DC变换器

视为智能体,提出了分布式协作主从控制方法,解决
了直流微电网中的比例负载均衡问题.每个DC-DC
变换器不仅具有各自的局部负载,而且具有公共的远
程负载,其中的负载是阻性负载.控制过程中引入电
流环与电压环,不仅要对电流进行均衡,而且还要对
电压进行调节,通过每个DC-DC变换器之间的局部
信息交互,最终实现负载均衡[6].当电网中具有容性
负载时,本文拟针对抽象后的非线性动态耦合互联系
统,在考虑其性能指标的条件下,进一步研究其负载
均衡优化控制问题.

1 问题᧿述

考虑如下非线性耦合动态互联系统:ẋi = fi(x1, x2, · · · , xn) + gi(xi)ui,

yi = hi(xi).
(1)

其中: i = 1, 2, · · · , n;xi = [xsi xc]
T是第 i个子系统

的状态;ui(t) ∈ R是控制输入; fi(x1, x2, · · · , xn)和

gi(xi)是有界的非线性Lipschitz连续函数, fi(x1, x2,

· · · , xn) ̸= 0和gi(xi) ̸= 0是非等同的,体现在∀i ̸=
j, fi(x1, x2, · · · , xn) ̸= fj(x1, x2, · · · , xn), gi(xi) ̸=
gj(xj).从式 (1)可以看出,子系统之间具有公共的耦
合变量xc,每个子系统的状态xi依赖于其他子系统

的状态,子系统之间是彼此耦合的.因此,系统 (1)是
区别于传统的子系统彼此孤立的多智能体系统.
本文需要设计控制器实现如下负载均衡目标:

lim
t→+∞

|yi(t)− y0| = 0, (2)

其中y0为参考目标.式(2)意味着随着时间的推移,每
个子系统的输出最终要跟踪上参考目标.

2 分布式协作负载均衡优化控制

2.1 控制器设计

假定系统 (1)参数可测,且无奇异点,于是可借助
输入输出反馈线性化技术来辅助控制器的设计[7].
子系统输出yi关于时间t求导,可得

ÿi = L2
fi
hi + LgiLfihiui. (3)

其中:Lfihi为hi关于fi的李导数,定义为

Lfihi = ∇hifi =
∂hi(xi)

∂xi
fi(x1, x2, · · · , xn),

L2
fi
hi = Lfi(Lfihi) =

∂(Lfihi)

∂xi
fi(x1, x2, · · · , xn);

Lgihi为hi关于gi的李导数,定义为

Lgihi = ∇higi =
∂hi(xi)

∂xi
gi(xi).

定义辅助控制如下:
ϑi = L2

fi
hi + LgiLfihiui. (4)

将辅助控制输入 (4)代入 (3),其中LgiLfihi ̸= 0,于是
借助输入输出反馈线性化技术,耦合互联动态系统可
以解耦成如下二阶积分器系统:

ÿi = ϑi. (5)

若合理地设计辅助控制输入ϑi,协同目标即可实现.
于是,有

ui =
ϑi − L2

fi
hi

LgiLfihi
. (6)

yi的二阶导数重写如下:ẏi = yi,1,

ẏi,1 = ϑi.
(7)

注1 在所设计的分布式反馈控制方案中,二阶
导数是由一阶导数作差数值逼近获得的.

二阶积分器可以等价地写成如下线性系统:
żi = Azi +Bϑi, i = 1, 2, · · · , n. (8)

其中

zi =

[
yi

yi,1

]
, A =

[
0 1

0 0

]
, B =

[
0

1

]
.

将参考目标视为虚拟Leader,其可以写成如下线性系
统:

ż0 = Az0. (9)

其中

z0 = [y0 ẏ0]
T.

由于y0是常值参考值, ẏ0 = 0.
假设1 子系统间的通信拓扑图G(ν, ε, A)至少
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含有一棵有向生成树[8],意味着至少有一个子系统知
道参考目标z0的信息,牵制增益ρi > 0(ρi为子系统

节点i与虚拟Leader节点之间的通信权重).
负载均衡问题转化为寻找协同控制ϑi使得

zi → z0, i = 1, 2, · · · , n.

借助Kronecker积, Ż可写为
Ż = (In ⊗A)Z + (In ⊗B)ϑ. (10)

其中

Z =


z1

z2
...
zn

 , ϑ =


ϑ1

ϑ2

...
ϑn

 ,

ϑ是整个系统的控制向量.
Ż0可重写为

Ż0 = (In ⊗A)Z0, (11)

其中Z0 = 1nz0.
为了便于接下来的分析,定义局部跟踪误差

ei =
∑
j∈Ni

aij(zi − zj) + ρiδi, (12)

其中δi = zi − z0是局部非一致向量.
δ̇i可写为

δ̇i = żi − ż0 = Aδi +Bϑi. (13)

辅助控制ϑi设计如下:
ϑi = −cKei. (14)

其中: c ∈ R是耦合强度,K ∈ R1×2是控制增益矩

阵.于是, δ̇可导出为
δ̇ =(In ⊗A)δ + (In ⊗B)ϑ =

(In ⊗A− c(L+G)⊗BK)δ. (15)

其中: δ = Z − Z0是全局非一致性向量,L是与有向
图G(ν, ε, A)相关的拉普拉斯矩阵,G = diag{ρi}是
牵制增益矩阵.

2.2 稳定性分析

借助矩阵变换,全局非一致向量 (15)的动态方程
可以解耦成n个独立的子系统.

ξ̇i = (A− cλiBK)ξi, (16)

其中λi(i = 1, 2, · · · , n)是矩阵L + G的特征值.于
是,全局非一致向量 (15)动态系统的稳定性可以转化
为每个子系统的稳定性.
注2 仅在有向图的情形下,系统 (15)才可以解

耦成对角系统 (16).本文考虑的是有向图,因此只能
解耦成三角系统.虽然存在这个问题,但剩下的理论
推导不受影响,因为三角系统的稳定性等价于对应的
对角系统的稳定性.

设(A,B)是可稳的,意味着存在矩阵S使得矩阵

A − BS的所有特征值都有严格负实部.当且仅当所
有矩阵A − cλiBK(i = 1, 2, · · · , n)是Hurwitz 阵时,
矩阵In ⊗ A − c(L + G) ⊗ BK是Hurwitz阵,这意味
着所有特征值具有负实部.
选择如下控制增益:

K = R−1BTP. (17)

P是如下代数Riccati方程的唯一正定解:
ATP + PA+Q− PBR−1BTP = 0. (18)

Q、R分别是下述性能指标的加权矩阵:

Ji =
1

2

w ∞

0
(δT

i Qδi + ϑT
i Rϑi)dt. (19)

耦合强度满足下界条件:

c ⩾ 1

2λmin
, (20)

其中:λmin = min Re(λi), Re(λi)表示λi的实部, i =

1, 2, · · · , n,于是,所有矩阵A − cλiBK(i = 1, 2, · · · ,
n)是Hurwitz的[9].
定理1 在固定拓扑下考虑动态互联系统 (1),在

假设下有向图具有生成树,至少有处于根节点的子系
统ρi > 0.若设计辅助控制(14),借助 (17)选择控制增
益K,耦合强度满足下界条件 (20),则所有的zi协同

到 (9)中的z0,在控制律 (6)作用下,可实现负载均衡
控制目标

lim
t→+∞

|yi(t)− y0| = 0. (21)

也就是说,每个子系统的输出最终趋于一致,并跟踪
期望的参考值,整个闭环系统渐近协同稳定.
可选择满足李亚谱诺夫方程的正定矩阵M构造

李亚谱诺夫函数V ,沿全局非一致向量系统轨迹,将
V 关于时间 t求导,证明其负定,即可证明整个闭环系
统是渐近稳定的.
注3 从单个系统 (1)看,其是单输入系统,当子

系统间借助通信网络进行局部交互时,整个网络化系
统是一个多输入系统,因此本文的结果可以推广到多
输入系统.

3 实例应用

小功率并联充电系统由 4个DC-DC变换器并
联构成,负载为电容.借助状态空间平均法[10],其可
以建模成一类耦合动态互联系统 (1).其中:xi =

[ii Uc]
T是每个子系统的状态,包含了每个支路的输

出电流ii和负载电压Uc;ui(t)是占空比输入;

fi(x1, x2, · · · , xn) =


− ri
Li

ii −
Uc

Li

1

C0 + CvUc

n∑
k=1

ik

 ,
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hi(xi) = ii, g(xi) =

Udi

Li

0

 . (22)

相关参数如下:Ud1
= 23.8V,Ud2

= 24.3V,
Ud3

= 23.5V,Ud4
= 24.6V;L1 = 98µH,L2 =

100µH,L3 = 99µH,L4 = 101µH; r1 = 3.0mΩ, r2 =

2.8mΩ, r3 = 3.3mΩ, r4 = 2.95mΩ.
每个充电模块的初始电流为0 A.在充电起始阶

段,电容的剩余电压为5 V,在要求的充电时间内负载
电容的目标充电电压为9 V.

4个模块之间采用CAN总线通信协议[11],其通
信拓扑可以建模成如图1所示的有向图.

0 1

2

4

3

31

1

6

图 1 4个模块之间的通信拓扑

3.1 两种场景下的负载均衡结果

场景A:整个充电过程中采用4.5 A恒流充电,即
参考电流i0 = 4.5A.

场景B:整个充电过程分为两个连续的阶段:快
速充电阶段和涓流充电阶段.在快速充电阶段,充电
电流选为4.5 A;在涓流充电阶段,充电电流为1 A,即
i0 = 1A.
在场景A和场景B中,式 (19)中的耦合强度 c =

5.5,满足式 (20).式 (19)中的加权矩阵Q =

[
1 0

0 0

]
,

R = 1.通过求解Riccati方程,得到式 (14)中的反馈
增益矩阵K = [1 1.414 2].
在图 1给出的通信拓扑下,针对并联充电系统,

采用所提出的分布式负载均衡控制方法,图2和图3
分别给出了两种充电场景下的均流曲线.仿真结果
表明,每个充电模块的输出电流最终趋于一致,并能
够跟踪期望的参考目标.如图3所示,充电电流在5 s
内迅速从 0 A上升到了 4.5 A,其后进入恒流充电阶
段,直到负载电容的电压达到8.7 V为止.当一直保持
恒流充电时,由于在充电结束阶段存在着电荷的重分
布过程,使得负载电容的电压会有所下降.因此,在场
景B中,在充电过程的末期,采用涓流充电,即如图3
所示,充电电流降至了1A.

通过比较场景A与场景B可知:在场景A中,若
充电电流一直保持为4.5 A恒流充电,则负载电容的
电压会在末期有一点下降;当采用充电场景B时,即
在前期快速充电阶段采用恒流快速充电,后期采用
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图 2 并联充电系统在充电场景A下的均流曲线

i
1

i
2

i
4

i
3

0
100 20 30

t /s

C
u
rr

e
n
t/

A

2

4

6

5 15 25

图 3 并联充电系统在充电场景B下的均流曲线

涓流充电,负载电容的电压能够在30 s内从初始电压
5 V充满至9 V.由此可知,与充电场景A相比,充电场
景B在保证负载电容电压充满方面具有一定的优越
性.

3.2 Riccati方程参数对暂态响应的影响

性能指标Ji可以理解为由协同跟踪误差能量和

控制输入能量构成的能量函数,控制器 (14)中的反馈

控制增益矩阵 (17)是通过求解Riccati方程 (18)获得

的,而该方程依赖于性能指标Ji中的权重矩阵Q、R,

于是可以知道权重矩阵Q、R的选择对系统暂态响应

具有直接影响.通过分析可知,选择权值较大的Q或

权值较小的R意味着闭环系统极点向左移动,系统收

敛效果会改善.

场景C:在场景A的基础上,选择权值较小的Q =[
0.01 0

0 0

]
,权重矩阵R、参考电流、耦合强度增益等其

他参数与场景A相同.

与场景A相比,当选取较小的Q时,系统响应速

度有所减缓,如图4所示.
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图 4 并联充电系统在充电场景C下的均流曲线
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场景D:在场景B的基础上,选择较大的权重R =

5,权重矩阵R、参考电流、耦合强度增益等其他参数

与场景B相同.

与场景B相比,当选取较大的R时,系统响应速
度有所减缓,如图5所示.

i
1

i
2

i
4

i
3

0
0

t /s

C
u

rr
e
n

t
/
A

2

4

6

14 28 357 21

图 5 并联充电系统在充电场景D下的均流曲线

4 结 论

本文研究了一类非线性耦合动态互联系统的

负载均衡问题,通过选择耦合强度和控制增益,基于
最近邻原则,提出了分布式协作负载均衡优化控制
律.通信拓扑图中最少需要含有一棵生成树,耦合强
度只需要满足依赖拓扑结构的下界条件,控制增益矩
阵可以通过求解代数Riccati方程获得.所提出的控
制策略是分布式的、鲁棒的,每个子系统只需要知道
自己及邻居的信息.在通信拓扑满足相应连通条件、
控制增益满足下界条件下,负载均衡控制目标即可实
现.仿真结果验证了所提出的控制策略是有效的和
可行的.
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