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离散区间2-D系统的鲁棒稳定性

杨 阳, 潘 凯†

(长春理工大学电子信息工程学院，长春 130022)

摘 要: 基于第2类Fornasini-Machesini模型,研究离散区间2-D系统鲁棒稳定的问题.引入区间不确定性,建立离
散区间2-D系统数学模型,根据2-D系统渐近稳定的一种Lyapunov不等式判据和一个对称区间矩阵正定性引理,
给出离散区间2-D系统鲁棒稳定的一个充分条件,并通过数值算例表明所给出的离散区间2-D系统鲁棒稳定的充
分条件是有效的.
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Robust stability of discrete interval 2-D systems
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Abstract: The problem of robust stability of discrete interval 2-D systems described by the second Fornaini-Machesini
model is studied. By introducing interval uncertainty, a mathematical model of discrete interval 2-D systems is established.
According to a kind of Lyapunov inequality criterion of 2-D systems and a positive definite lemma of a symmetric interval
matrix, a sufficient condition for robust stability of the discrete interval 2-D systems is given. A numerical example shows
the effectiveness of the sufficient condition for the robust stability of the 2-D systems.
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0 引 䀰

在实际的生产生活中,对于多数实际运行的控制
系统,由于测量设备的测量误差、元器件的老化、外部
干扰等因素的影响,想要对控制系统建立精确的控制
对象模型几乎是不可能的.然而,为了提高系统的性
能和稳定性,在设计系统控制器时,又必须考虑这些
不确定因素的影响.另外随着时代的进步和科技的
发展,在诸多学科和工程技术领域,如自动控制、迭
代学习控制、柔性机器人、多维数字滤波器、多维数

字图像处理等[1-4],越来越多地涉及到二维 (2-D)离散
系统和二维离散信号问题.因此,学者们对不确定离
散2-D系统进行了大量的研究,并有了不少的研究成
果.
文献[5]中定义了系统参数矩阵在给定实矩阵区

间取值的 2-D不确定系统的稳定界.文献 [6-7]研究
了具有范数有界不确定性的2-D离散系统的鲁棒稳
定性问题,并以LMI形式给出了该系统鲁棒稳定的

充分条件,其中文献 [7]的范数有界不确定性更为一
般.文献 [8]研究了具有多面体型不确定性的鲁棒稳
定性问题,并以LMI形式给出了充分条件.
本文研究一类具有区间不确定性的离散2-D系

统的鲁棒稳定性,后文称该类系统为区间系统.该类
系统的不确定性不同于上述文献中的不确定性,它的
特点在于它不需要求得已知系统各个不确定参数的

变化规律,只需要估计其变化的上下界,便可描述系
统的不确定性.这点在实际的控制系统中很容易做
到,因此,研究这类不确定性具有较高的实用价值.相
应地,本文给出了一种研究该类系统鲁棒稳定性的方
法,即利用一类对称区间矩阵正定性引理来研究该类
系统的鲁棒稳定性.由于大多数参数确定的2-D系统
渐近稳定的判据均以LMI形式给出,且是对称的,通
过该方法,只需知道该类系统不确定参数的上下界,
便能研究系统的鲁棒稳定性.
本文用上述方法研究了由第 2类 Fornasini-
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Machesini模型描述的区间2-D系统的鲁棒稳定性,同
时给出了相应判据,并用数值算例说明了该判据的有
效性.

1 问题描述

首先对符号作如下说明:Rn代表n维实向量空

间,Rn×m代表n×m维实矩阵空间, IRn×m代表n ×
m维区间实矩阵空间, 0代表适合维度的空矩阵或空
向量,G > 0(G < 0)代表矩阵G是正定 (负定)矩阵,
N ⪰ (⪯,≻,≺)M代表矩阵N中的元素大于等于 (小
于等于,大于,小于)M矩阵的对应元素, diag(· · · )代
表块对角矩阵,Z+代表非负整数.
考虑离散2-D系统第2类Fornasini-Machesini模

型的自治模型

x(i+ 1, j + 1) = A1x(i+ 1, j) +A2x(i, j + 1). (1)

其中:A1,A2 ∈ Rn×n为系统矩阵,x(i, j) ∈ Rn为系

统状态变量.其边界条件为

x(i, 0) = x0(i), x(0, j) = x0(j), i, j ∈ Z+.

为了便于分析,引入下列引理,关于本节的引理,
其证明参见文献[9-11].

引理1 若存在正定对称矩阵P1, P2 ∈ Rn×n使

得块对角矩阵P = diag(P1, P2)满足下面的矩阵不

等式:

P − ÃTPÃ > 0, (2)

则2-D系统(1)是渐近稳定的.其中

Ã =

[
A1 A2

A1 A2

]
.

若定义Am
s = [amij,s]n×n为区间系统矩阵的下

界,AM
s = [aMij,s]n×n为区间系统矩阵的上界,且满足

amij,s ⩽ aMij,s,则区间系统矩阵可表示如下:

[Am
s AM

s ] = {[aij,s]n×n : amij,s ⩽ aij,s ⩽ aMij,s,

1 ⩽ i, j ⩽ n, s = 1, 2}.

又令A0,s = (Am
s +AM

s )/2为区间系统矩阵的中心矩

阵,∆As = (AM
s − Am

s )/2为相对于中心矩阵的摄动

界,则区间系统矩阵又可表示如下:

As = A0,s +
∑

eifij,se
T
ij , |fij,s| ⩽ ∆aij,s, s = 1, 2;

A0 =

[
A0,1 A0,2

A0,1 A0,2

]
.

其中: ei ∈ Rn代表第i个元素为1、其余元素为0的列

向量,∆aij,s代表摄动界∆As第i行第j列的元素.
考虑如下离散区间2-D系统:

x(i+ 1, j + 1) = Ã1x(i+ 1, j) + Ã2x(i, j + 1). (3)

其中: Ãs ∈ [Am
s AM

s ](s = 1, 2)为区间系统矩阵,
x(i, j) ∈ Rn,Am

s 与AM
s 为已知的常数矩阵.其边界

条件如系统(1)的边界条件.
定义1 离散2-D系统 (3)是鲁棒渐近稳定的,如

果对所有的Ãs ∈ [Am
s AM

s ], s = 1, 2,系统都是渐近
稳定的.

引理2 给定矩阵S = [M−N M+N ] ∈ IRn×n,
其中M,N ∈ Rn×n是给定的对称矩阵,若∃c ∈ R,满
足∥N∥2 ⩽ c,有M − cI是正定矩阵,则每一个对称矩
阵A ∈ S是正定的.

引理3 (Schur补公式) 设Q1(x)=QT
1 (x),Q2(x)

= QT
2 (x)和S(x)都仿射地依赖于变量x,则线性矩阵

不等式 [
Q1(x) S(x)

S(x) Q2(x)

]
> 0 (4)

等价于

Q2(x) > 0, Q1(x)− S(x)Q−1
2 (x)S(x)T > 0.

2 鲁棒稳定性分析

定理1 若存在对称正定矩阵P1, P2 ∈ Rn×n,使
得块对角矩阵P = diag(P1, P2)满足下面的矩阵不

等式: [
P − γI AT

0 P

PA0 P

]
> 0, (5)

则称系统(3)是鲁棒渐近稳定的.其中

γ = ∥∆A∥2∥P∥2(2∥A0∥2 + ∥∆A∥2),

A0 =

[
A0,1 A0,2

A0,1 A0,2

]
, ∆A =

[
∆A1 ∆A2

∆A1 ∆A2

]
.

证明 令M = P − AT
0 PA0,作为引理2中的M

矩阵.令A = A0 +∆A,代入式(2),化简得

P − (A0 +∆A)TP (A0 +∆A) =

P − (AT
0 +∆AT)P (A0 +∆A) =

P −AT
0 PA0 − [(AT

0 P∆A)T+

AT
0 P∆A+∆ATP∆A] =

M −N1.

又令Ã = A0 −∆A,代入式(2),化简得

P − (A0 −∆A)TP (A0 −∆A) =

P − (AT
0 −∆AT)P (A0 −∆A) =

P −AT
0 PA0 + [(AT

0 P∆A)T+

AT
0 P∆A−∆ATP∆A] =

M +N2.

根据引理 2中关于N的定义,求出了两个N矩

阵,由于N1 ≽ N2,且均为对称矩阵,设
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S1 = [M −N1 M +N1],

S2 = [M −N2 M +N2],

则S2 ⊆ S1.因此,若S1满足引理2的条件,则S2必满

足引理2的条件,故选N = N1.
根据引理2求c,即

∥N∥2 =

∥∆ATPA0 +AT
0 P∆A+∆ATP∆A∥2 ⩽

∥∆A∥2∥P∥2(2∥A0∥2 + ∥∆A∥2) = c.

由引理2可知,若求得的M − cI矩阵为正定矩

阵,则每一个S1里的对称矩阵均是正定矩阵.又由引
理1和定义1可得, 2-D系统 (3)是鲁棒渐近稳定的,即
若满足下式:

P −AT
0 PA0 − ∥∆A∥2∥P∥2(2∥A0∥2 + ∥∆A∥2)I > 0,

(6)

则2-D系统(3)是鲁棒渐近稳定的.
令

γ = ∥∆A∥2∥P∥2(2∥A0∥2 + ∥∆A∥2),

由Schur补公式(引理3)可得式(6)等价于[
P − γI AT

0

A0 P−1

]
> 0. (7)

对式 (7)左端分别左乘、右乘diag(I, P )不影响

其正定性,因此式 (7)可以等价为式 (5),从而定理1得
证. 2
注:由引理 1可知 P 是对称矩阵,且 ∀Ã ∈

R2n×2n,式 (2)均为对称矩阵.又由引理2和定义1可
知,可以利用系统 (3)的区间系统矩阵的中心矩阵和
摄动界矩阵判定系统(3)的鲁棒渐近稳定性.

3 稳定性裕度

定义2 若对于∥∆A∥2 ⩽ λ,系统(3)都是鲁棒稳
定的,则称λ为系统(3)的稳定裕度.

由第2节的定理1可得系统 (3)的稳定裕度求解
如下: 

max λ;

s.t. P1 = PT
1 > 0, P2 = PT

2 > 0,

P = diag(P1, P2),

γ = λ∥P∥2(2∥A0∥2 + λ),P − γI AT
0 P

PA0 P

 > 0.

(8)

4 数值算例

例1 对于系统 (3),假设区间系统矩阵的中心矩
阵和摄动界矩阵如下:

A0,1 =

[
0.471 875 0.125 024

−0.210 642 0.451 176

]
,

A0,2 =

[
0.474 253 −0.007 580

0.034 811 0.475 623

]
,

∆A1 =

[
0.007 0.008

0.004 0.005

]
,

∆A2 =

[
0.003 0.006

0.002 0.003

]
.

利用Matlab软件,求解定理1的式 (5),可求得满
足条件的正定对称矩阵P1和P2如下:

P1 =

[
785.088 4 5.177 8

5.177 8 529.637 5

]
,

P2 =

[
727.016 3 19.972 7

19.972 7 556.064 8

]
.

因此,该系统是鲁棒渐近稳定的.
另外,利用Matlab求得,该系统的稳定裕度为

0.027,若按文献 [9]中的稳定裕度定义,则该系统的稳
定裕度为 0.019 3,与文献 [7]和 [9]中的结果相比,本
文结果较为严格.
系统 (3)在系统矩阵取上界和下界时的状态轨

迹如图 1∼图 4所示.设定系统初始状态 x(i, 0) =

[1 1]T0.5i,x(0, j) = [1 1]T0.5j , i, j ∈ Z+.
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图 1 系统矩阵为上界时,状态x1的轨迹
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图 2 系统矩阵为上界时,状态x2的轨迹
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图 3 系统矩阵为下界时,状态x1的轨迹
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图 4 系统矩阵为下界时,状态x2的轨迹

由图1∼图4可以看出,该系统在两个端点处是
渐近稳定的.

5 结 论

本文以离散 2-D 系统中的第 2 类 Fornasini-
Machesini模型为基础,建立了不确定离散 2-D系统
的数学模型,并以LMI形式给出了判别该系统鲁棒
稳定的一个充分条件.本文介绍了一种利用对称区
间矩阵正定性引理来研究离散区间2-D系统的鲁棒
稳定性问题的方法.该方法的优点在于只需知道系统
的扰动上下界,即可研究系统的鲁棒性,比较方便;而
缺点在于,该方法使用的对称区间矩阵正定性引理是
充分条件,有一定的局限性,得出的结论保守性较大.
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