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基于积分滑模控制的非理想变时滞

神经网络有限时间同步
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摘 要: 研究一类非理想变时滞神经网络的有限时间同步问题.首先,利用驱动-响应概念推导误差系统,并运用
同步误差构造一个合适的积分滑模流型,若误差系统的状态轨迹在有限时间内到达滑模面,则同步误差将随其后
在有限时间内收敛于零.然后,结合神经元激活函数的约束条件,设计一种合适的滑模控制器,根据所设计的控制
器和Lyapunov稳定性理论,误差系统的状态轨迹能够在有限时间内到达滑模面,从而非理想变时滞神经网络的有
限时间同步能够实现.最后,通过数值仿真结果验证所提出设计方法的有效性.
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Finite-time synchronization of nonidentical neural networks with time-
varying delay based on integral sliding mode control
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Control of Complex Systems of Engineering of Ministry of Education，Southeast University，Nanjing 210096，China)

Abstract: The finite-time synchronization problem of a class of nonidentical neural networks with time-varying delay is
studied. Firstly, by using the drive-response concept to derive an error system, a suitable integral sliding mode manifold
is constructed by applying the synchronization error. If the state trajectories of the error system are driven onto the sliding
mode surface, the synchronization error will thereafter converge to zero in finite time. Then, by combining the bounded
conditions on neuron activation functions, a proper sliding mode controller is designed. Based on the designed controller
and the Lyapunov stability theory, the state trajectories of the error system can be driven onto the sliding mode surface,
such that the finite-time synchronization of nonidentical neural networks with time-varying delay can be performed.
Finally, numerical simulation results verify the effectiveness of the proposed method.
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0 引 言

近年来,同步控制系统在实际应用中比较广泛,
包括传感器网络、机器人协同工作、飞行编队控制、

保密通信、图像处理、谐波振荡等[1-3],因此同步控
制系统研究引起了国内外学者的广泛关注.神经网
络同步控制是通过神经网络系统自身耦合或施加外

力等策略使两个或多个神经网络之间通过公共网络

平台共享相同的动态行为,如极限环、混沌现象等.在
神经网络的同步控制过程中,除了神经网络自身的时
滞外,计算时滞和网络传输时滞是时滞的主要组成部
分.

目前,针对时滞神经网络的同步问题,很多控制
方法已得到发展,例如数据采样控制[4-5]、自适应控

制[6-8]、脉冲控制[9-13]、周期间歇控制[14]、积分滑模控

制[15-18]等.在上述众多的控制方法中,滑模控制凭借
其快速响应、对参数变化及扰动不灵敏、无需系统在

线辨识和物理实现简单等优点,得到广泛的应用和发
展.近些年,部分文献已将滑模控制用于研究时滞神
经网络的同步控制问题.例如,针对具有定常时滞的
非理想混沌神经网络的同步控制问题,文献 [15]利用
时滞状态反馈构造了一种积分滑模流型,设计了一种
等效的滑模控制器,得到了包含未知状态反馈增益矩
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阵的误差系统,然后为获得状态反馈增益矩阵,利用
Lyapunov稳定性理论分别建立了时滞无关稳定性判
据和时滞相关稳定性判据,接着为保证积分滑模流型
的存在性,设计了一种积分滑模控制器,最后发展了
一种积分滑模控制方法;文献 [16]在文献 [15]的基础
上,对具有定常时滞的非理想混沌神经网络的同步控
制问题展开了深入研究,为削弱滑模控制器的抖振程
度,利用饱和函数取代了文献 [15]中的符号函数,发
展了一种积分滑模控制方法;文献 [17]利用积分滑模
控制方法对具有时变时滞的非理想混沌模糊细胞神

经网络的同步控制问题进行了研究;文献 [18]利用改
进的积分滑模控制方法对具有混合定常时滞的非理

想混沌神经网络的同步控制问题进行了研究.
需要指出的是,上述积分滑模控制方法虽然对研

究时滞神经网络的同步控制起到了一定的作用,但仍
具有明显的不足,主要表现在: 1)构造的积分滑模流
型与设计的等效滑模控制器一样具有十分复杂的结

构,其中包含同步误差、神经元激活函数和未知的状
态反馈增益矩阵以及带有时滞的同步误差和神经元

激活函数等信息,毫无疑问的是,其物理实现难度较
大; 2)误差系统和滑模控制器中均存在未知的状态
反馈增益矩阵,需要通过对误差系统的稳定性分析来
求解这些未知矩阵; 3)全局渐近同步能够得到保证,
但时滞神经网络的有限时间同步无法实现.
针对上述积分滑模控制方法的不足,本文研究

了基于一种积分滑模控制方法的时变时滞神经网络

的有限时间同步问题.基于驱动-响应概念和滑模控
制理论,构造一种更简单的积分滑模流型;为实现驱
动-响应系统在有限时间内同步,设计一种合适的滑
模控制器,基于Lyapunov稳定性理论,误差系统的状
态轨迹能够在有限时间内到达滑模面,同步误差随后
在有限时间内收敛于零,从而发展出一种新的积分滑
模控制方法,确保非理想变时滞神经网络的有限时间
同步.两个数值算例的仿真结果表明了本文所提方
法的有效性和可行性.
同文献 [15-18]相比,本文所提出的积分滑模控

制方法具有的优势包括以下几点: 1)构造的积分滑
模流型更简单; 2)无需求解反馈控制增益矩阵; 3)变
时滞神经网络的有限时间同步能够得到保证.

1 问题᧿述

考虑如下非理想变时滞神经网络:ẋ(t) =−C1x(t) +A1f(x(t)) +B1f(x(t− τ(t)));

x(s) = ϕ(s), s ∈ [−τ, 0].

(1)


ẏ(t) = −C2y(t) +A2g(y(t))+

B2g(y(t− τ(t))) + u(t);

y(s) = θ(s), s ∈ [−τ, 0].

(2)

其中:x(·) ∈ Rn和y(·) ∈ Rn分别表示驱动系统 (1)
和响应系统 (2)中的神经元状态向量; f(·) = [f1(·),
f2(·), · · · , fn(·)]T ∈ Rn和 g(·) = [g1(·), g2(·), · · · ,
gn(·)]T ∈ Rn分别表示驱动系统和响应系统中的神

经元激活函数向量;C1 = diag(c11, c12, · · · , c1n)和
C2 = diag(c21, c22, · · · , c2n)表示自反馈矩阵,且 cij

> 0;A1 ∈ Rn×n、B1 ∈ Rn×n、A2 ∈ Rn×n和B2 ∈
Rn×n均表示连接矩阵;u(t) ∈ Rn表示要设计的控制

输入; τ(t)表示内部时变时滞,且满足0 ⩽ τ(t) ⩽ τ, τ

为常量;ϕ(·)和θ(·)分别表示驱动系统 (1)和响应系统
(2)的初始条件.
假设1 假设驱动系统 (1)中每一个神经元激活

函数fi(·)是Lipschitz连续的, fi(0) = 0, i = 1, 2, · · · ,
n,且满足如下条件[2,5]:

σ−
i ⩽ fi(a)− fi(b)

a− b
⩽ σ+

i ,

∀a, b ∈ R, a ̸= b, i = 1, 2, · · · , n. (3)

其中:σ−
i 和σ+

i 均为常数,且可取正数、零和负数.
根据假设条件(3),可以得到如下定义:σi = max (|σ−

i |, |σ
+
i |), i = 1, 2, · · · , n;

L = diag(σ1, σ2, · · · , σn).
(4)

注1 实际应用中,许多常用的神经元激活函数
均满足假设条件(3),例如Hopfield神经网络中常用到
的激活函数有Sigmoidal函数,包括1/[1+exp(−λx)]、

[1− exp(−λx)]/[1+ exp(−λx)](λ > 0)和tanh(x);细
胞神经网络中常用到激活函数有 [|x+1|− |x−1|]/2;
最优神经网络中常用到激活函数有max(x, 0).
注2 对于激活函数满足假设条件 (3)的驱动系

统 (1)而言,其时变时滞最大允许上限可以根据现有
文献中的稳定性分析方法获取,这里不再考虑.
定义误差信号e(t) = x(t) − y(t),根据驱动系统

(1)和响应系统(2),可推导出如下同步误差系统:
ė(t) =

− C1e(t) +A1φ(e(t)) +B1φ(e(t− τ(t)))−

u(t) + (C2 − C1)y(t)−A2g(y(t))−

B2g(y(t− τ(t))) +A1f(y(t)) +B1f(y(t− τ(t))),

(5)

其中φ(e(·)) = f(x(·))− f(y(·).
注3 根据条件 (3),可得到σ−

i ⩽ fi(a)/a ⩽ σ+
i

(取 b = 0)和 σ−
i ⩽ φi(ei(·))/ei(·) ⩽ σ+

i ,不等
式两边取绝对值,根据定义 (4), |fi(a)/a| ⩽ σi和
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|φi(ei(·))/ei(·)| ⩽ σi成立,进而有 |fi(a)| ⩽ σi|a|和
|φi(ei(·))| ⩽ σi|ei(·)|, i = 1, 2, · · · , n.因此,可推导出
不等式∥f(a)∥ ⩽ ∥L∥ · |a|和∥φ(e(·))∥ ⩽ ∥L∥ · ∥e(·)∥
成立.
本文的目的是设计一种合适的滑模控制器,以保

证驱动系统 (1)和响应系统 (2)在有限时间内同步.在
给出本文主要结果前,首先给出如下重要引理
引理1 [19] 假设存在连续正定函数V (t)满足如

下不等式:

V̇ (t) + ωV (t) + ξV α(t) ⩽ 0, ∀t > t0, (6)

则V (t)将在有限时间内收敛于平衡点,且该时间 ts

满足

ts ⩽
1

ω(1− α)
ln

(ωV 1−α(t0) + ξ

ξ

)
+ t0. (7)

其中:ω > 0, ξ > 0, α ∈ (0, 1).

2 滑模控制器设计

滑模控制具有快速响应、对参数变化及扰动不

灵敏、无需系统在线辨识、物理实现简单等优点[19-20].
此外,系统状态一旦到达滑模面后便具有滑模不变
性的优点,即系统状态的变化规律将不再依赖于系统
的精确模型,因此具有极强的鲁棒性.凭借这些优点,
滑模控制已在力学系统[19-21]、无人飞行器[22-25]、电

机[26-28]等不同领域得到了广泛的发展和应用.
本节将采用积分滑模控制技术设计一种合适的

滑模控制器,用于保证驱动系统 (1)与响应系统 (2)之
间的有限时间同步.

根据同步误差信号,构造如下积分滑模流型:

s(t) = e(t) +
w t

0
[ξ1e

α1(r)]sgn(r)dr. (8)

其中: eα1(t) = [eα1
1 (t), eα1

2 (t), eα1
n (t)]T; ξ1 > 0;α1 =

m1/n1,m1和n1为正奇数,且m1 < n1.
注4 与文献 [15-18]中的积分滑模流型相比,本

文构造的积分滑模流型 (8),其结构更加简单,使得其
物理实现更容易.更重要的是,一旦误差系统的状态
轨迹到达滑模面s(t) = 0,随后 ṡ(t) = ė(t) + ξ1e

α1(t)

= 0,同步误差e(t)将有限时间收敛于零.
注5 文献 [29]在研究不确定时滞神经网络的

鲁棒全局指数同步问题过程中指出,系统信号具有
有界性,且存在正常数χ使得∥x(·)∥ ⩽ χ成立.因此,
本文可假设存在正常数ε使得∥e(·)∥ ⩽ ε成立, ε可根
据驱动系统 (1)和响应系统 (2)的初始条件 (即ϕ(s)和

θ(s), s ∈ [−τ, 0])初步确定取值范围.
为保证驱动系统 (1)和响应系统 (2)在有限时间

内实现全局同步,一种合适的滑模控制器设计为

u(t) = ρ(t)sgn(s(t)) + ωs(t) + ξ2s
α2(t). (9)

其中:ω > 0; ξ2 > 0;α2 = m2/n2,m2和n2为正奇数,

且m2 < n2; s
α2(t) = [sα2

1 (t), sα2
2 (t), · · · , sα2

n (t)]T;切
换增益ρ(t)满足

ρ(t) =

[∥C1∥+ (∥A1∥+ ∥B1∥)∥L∥]ε+
(∥C2 − C1∥+ ∥A1∥ · ∥L∥)∥y(t)∥+
∥B1∥ · ∥L∥∥y(t− τ(t))∥+ ∥A2∥ · ∥g(y(t))∥+
∥B2∥ · ∥g(y(t− τ(t)))∥+ ξ1∥eα1(t)∥.

定理1 给定积分滑模流型 (8)和控制器 (9),则
驱动系统 (1)和响应系统 (2)在有限时间内实现全局
同步.
证明 根据积分滑模流型(8),可推导出
ṡ(t) =

ė(t) + [ξ1e
α1(t)]sgn(t)− [ξ1e

α1(0)]sgn(0) =ė(t) + ξ1e
α1(t), t > 0;

ė(t), t = 0.
(10)

当t > 0时,由式(5)、(9)和(10)可知
ṡ(t) =

− C1e(t) +A1φ(e(t)) +B1φ(e(t− τ(t)))+

(C2 − C1)y(t)−A2g(y(t))−

B2g(y(t− τ(t))) +A1f(y(t))+

B1f(y(t− τ(t))) + ξ1e
α1(t)−

ρ(t)sgn(s(t))− ωs(t)− ξ2s
α2(t). (11)

考虑如下Lyapunov候选函数:

V (t) =
1

2
sT(t)s(t). (12)

根据式(11), Lyapunov候选函数(12)的时间导数为
V̇ (t) =

sT(t)[−C1e(t) +A1φ(e(t)) +B1φ(e(t− τ(t)))+

(C2 − C1)y(t)−A2g(y(t))−

B2g(y(t− τ(t))) +A1f(y(t))+

B1f(y(t− τ(t))) + ξ1e
α1(t)−

ρ(t)sgn(s(t))− ωs(t)− ξ2s
α2(t)] ⩽

∥s(t)∥[∥C1∥∥e(t)∥+ ∥A1∥∥φ(e(t))∥+

∥B1∥∥φ(e(t− τ(t)))∥+ ∥C2 − C1∥∥y(t)∥+

∥A2∥∥g(y(t))∥+ ∥B2∥∥g(y(t− τ(t)))∥+

∥A1∥∥f(y(t))∥+ ∥B1∥∥f(y(t− τ(t)))∥+

ξ1∥eα1(t)∥]− ρ(t)∥s(t)∥1−

ωsT(t)s(t)− ξ2

n∑
i=1

sα2+1
i (t). (13)

值得注意的是, ∥s(t)∥ ⩽ ∥s(t)∥1,且根据注3和
注5,由式(13)可得
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V̇ (t) ⩽
∥s(t)∥1[∥C1∥∥e(t)∥+ ∥A1∥∥φ(e(t))∥+

∥B1∥∥φ(e(t− τ(t)))∥+ ∥C2 − C1∥∥y(t)∥+

∥A2∥∥g(y(t))∥+ ∥B2∥∥g(y(t− τ(t)))∥+

∥A1∥∥f(y(t))∥+ ∥B1∥∥f(y(t− τ(t)))∥+

ξ1∥eα1(t)∥ − ρ(t)]−

ωsT(t)s(t)− ξ2

n∑
i=1

sα2+1
i (t) ⩽

∥s(t)∥1[(∥C1∥+ (∥A1∥+ ∥B1∥)∥L∥)ε+
(∥C2 − C1∥+ ∥A1∥∥L∥)∥y(t)∥+
∥B1∥∥L∥∥y(t− τ(t))∥+ ∥A2∥∥g(y(t))∥+
∥B2∥∥g(y(t− τ(t)))∥+ ξ1∥eα1(t)∥ − ρ(t)]−

ωsT(t)s(t)− ξ2

n∑
i=1

sα2+1
i (t) =

− ωsT(t)s(t)− ξ2

n∑
i=1

sα2+1
i (t) ⩽

− 2ωV (t)− ξ22
(α2+1)/2V (α2+1)/2(t). (14)

由引理1和不等式 (14)可知,在所设计的控制器
(9)条件下,误差系统 (5)的状态轨迹能够在有限时间
内到达滑模面s(t) = 0,且随后,误差系统的状态满足
s(t) = e(t) +

w t

0
[ξ1e

α1(r)]sgn(r)dr = 0.由式 (10)可
知, ṡ(t) = ė(t)+ξ1e

α1(t) = 0,同步误差e(t)将有限时

间收敛于零,故驱动系统 (1)和响应系统 (2)将在有限
时间内实现全局同步. 2
注6 由积分滑模流型 (8)可知,当 t = 0时,有

s(0) = e(0)成立,其中e(0)为误差系统 (5)的初始条
件.为保证滑模变量s(t)和同步误差e(t)的收敛时间

存在,假设s(0) = e(0) ̸= 0,需要指出的是,对于混
沌系统而言,该假设条件成立.依据引理1和不等式
(14),滑模变量s(t)和等式 ṡ(t) = ė(t) + ξ1e

α1(t) = 0

中e(t)的收敛时间分别取决于

ts ⩽
1

ω(1− α2)
ln

(ωV (1−α2)/2(s(0)) + ξ22
(α2−1)/2

ξ22(α2−1)/2

)
和

te =
[e(0)]1−α1

(1− α1)ξ1
.

注 7 为降低由切换控制动作引起的抖动现

象,本文采用文献 [15]中的方法将控制器中的函数
sgn(s(t))用s(t)/[∥s(t)∥ + 0.01]替代,并进行如下仿
真验证.

3 数值仿真

本节通过两个数值算例来验证所提方法的有效

性和可行性.

例1 考虑驱动系统(1),其参数见文献[15],具体
如下:

C1 =

[
1 0

0 1

]
, A1 =

[
1 + π/4 20

0.1 1 + π/4

]
,

B1 =

[
−1.3π

√
2/4 0.1

0.1 −1.3π
√
2/4

]
.

其中:激活函数f(x) = 0.5(|x+1|− |x−1|), τ(t) = 1.
考虑响应系统(2),其参数见文献[15],具体如下:

C2 =

[
1 0

0 1

]
, A2 =

[
2 −0.1

−5 2

]
,

B2 =

[
−1.5 −0.1

−0.2 −1.5

]
.

其中:激活函数g(y) = tanh(y), τ(t) = 1.
由假设条件(3)和(4)可知,L = diag(1, 1).
对于s ∈ [−1, 0],取系统 (1)和系统 (2)的初始条

件分别为ϕ(s) = [0.1, 0.1]T和θ(s) = [0.9,−0.6]T.
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图 1 有控制器时系统状态轨迹 (例1)
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图 2 有控制器时的同步误差和滑模流型 (例1)
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设置滑模控制器参数为ε = 1.1, ω = 5, ξ1 = 1,

ξ2 = 0.1, α1 = α2 = 3/5.在滑模控制器条件下,驱
动系统 (1)和响应系统 (2)的状态轨迹见图1,对应的
同步误差e(t)和滑模流型s(t)见图2.从图1和图2可
以看出,驱动系统 (1)和响应系统 (2)实现有限时间同
步,滑模流型s(t)的收敛时间大约为0.026 0 s,满足其
理论收敛时间ts ⩽ 1.977 9 s,验证了定理1的结论.
例2 考虑驱动系统(1),取

C1 =

[
1 0

0 1

]
, A1 =

[
2 −0.1

−5 3

]
,

B1 =

[
−1.5 −0.1

−0.2 −2.5

]
.

其中:激活函数f(x) = tanh(x), τ(t) = 1.
考虑响应系统(2),取

C2 =

[
1 0

0 1

]
, A2 =

[
3 1

−1 4

]
,

B2 =

[
−2 1

2 −4

]
.

其中:激活函数g(y) = 0.5(|y+1| − |y− 1|), τ(t) = 1.
由假设条件(3)和(4)可知,L = diag(1, 1).
对于 s ∈ [−1, 0],选取驱动系统 (1)和响应系统

(2)的初始条件分别为ϕ(s) = [−0.6, 0.4]T和θ(s) =

[−1, 1]T.
设置滑模控制器参数为 ε = 0.8, ω = 5, ξ1 =

1, ξ2 = 0.1, α1 = α2 = 3/5.在滑模控制器条件下,
驱动系统 (1)和响应系统 (2)的状态轨迹见图3,对应
的同步误差 e(t)和滑模流型 s(t)见图 4.从图 3和图
4可看出,驱动系统 (1)和响应系统 (2)实现了有限时
间同步,滑模流型 s(t)的收敛时间大约为 0.022 s,满
足其理论收敛时间 ts ⩽ 1.901 9 s,而且同步误差的
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图 3 有控制器时的系统状态轨迹 (例2)
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图 4 有控制器时的同步误差和滑模流型 (例2)

收敛时间分别大约为 te1 = 1.732 9 s + 0.022 s, te2 =

2.038 0 s + 0.022 s,这也验证了定理1的结论.

4 结 论

本文结合滑模控制理论,研究了一类非理想变时
滞神经网络的有限时间同步问题.利用驱动-响应概
念和积分滑模控制技术,设计了合适的滑模控制器和
切换增益,结合Lyapunov稳定性理论和数值仿真结
果充分验证了本文所提方法的有效性和可行性.
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