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摘 要: 研究一类含有状态时滞和输入时滞的T-S模糊系统的稳定性分析和镇定问题.首先,构造一个含三重积
分的Lyapunov-Krasovskii(L-K)泛函,利用一个近期提出的二重积分不等式和基于辅助函数的积分不等式处理积
分项.为了得到更为放松的时滞依赖的稳定性结果,考虑隶属度函数的边界信息,选择分段隶属函数去近似隶属
度函数,同时引入松弛矩阵,以线性矩阵不等式 (LMIs)形式给出保守性较小的隶属函数依赖的稳定性准则;然后,
基于前提不匹配技术,结合Finsler引理,首次提出含状态和输入时滞的模糊系统的状态反馈控制器的设计方法,该
模糊控制器不要求与模糊系统拥有相同的隶属度函数和模糊规则数目,从而提高设计的灵活性;最后,通过给出3
个仿真算例表明所提出方法的先进性和有效性.
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Abstract: This paper focuses on the stability analysis and stabilization for a class of T-S fuzzy systems with state
and input delays. Firstly, a Lyapunov-Krasovskii (L-K) functional with triangle integral is constructed, and a recently
developed double integral inequality and the auxiliary function-based integral inequality are selected to deal with the
integral term in the derivative of the Lyapunov-Krasovskii functional. In order to obtain further relaxed delay-dependent
stability results, the boundary information on membership functions is considered, the piecewise membership functions
are employed to approximate the membership functions, meanwhile, some slack matrices are employed, and relaxed
membership-function-dependent stability criteria are obtained in terms of linear matrix inequalities (LMIs). Then, under
the imperfect premise matching technique, combining with the Finsler lemma, a fuzzy state feedback control design
method is presented for the first time for the T-S fuzzy systems with state and input delays. The fuzzy controller is
required to employ the same premise membership functions and the number of fuzzy rules as the fuzzy model, and then
the flexibility of controller design is improved. Finally, three numerical examples are given to illustrate progressiveness
and effectiveness of the presented approach.
Keywords: integral inequality；delay-dependent；piecewise membership functions；membership-function-dependent；
imperfect premise matching technique；Finsler lemma

0 引 䀰

时滞现象存在于各种实际系统中,如信号传输、
网络控制系统、神经网络以及混沌系统之间的同步

等[1].时滞常常是控制系统振荡和性能下降的根源,
甚至可能导致系统的不稳定[2]. T-S模糊模型将复杂
的非线性系统表示成简单的局部线性子系统加权和

收稿日期: 2018-01-13；修回日期: 2018-05-24.
基金项目: 国家自然科学基金项目 (61473239, 51475391).
责任编委: 王燕舞.
†通讯作者. E-mail: 18215528161@163.com.



1820 控 制 与 决 策 第34卷

的形式,成为处理非线性系统的有效方法.因此, T-S
模糊时滞系统的稳定性分析、控制器综合及滤波器

设计,受到人们越来越多的关注.近年来,结合积分不
等式技术、Lyapunov-Krasovskii(L-K)泛函法、自由权
矩阵技术及时滞分割技术,国内外学者取得了丰硕的
成果.文献 [3]选择一个合适的L-K泛函,结合时滞分
割技术和不等式技术,引入模糊自由权矩阵处理L-K
导数中的积分项,得到了新的T-S模糊时滞系统稳定
性准则.给出了基于并行分布补偿 (PDC)技术的状态
反馈控制器的设计方法.文献 [4]构造一个新的模糊
L-K泛函,结合时滞分割技术及 Jensen不等式,给出
了T-S模糊时滞系统的稳定性条件;同时,基于PDC
技术,提出了状态反馈控制器的设计方法.文献 [5]构
造一个新的含三重积分的增广L-K泛函,结合改进的
互凸组合技术和Wirtinger积分不等式,得到了放松
的T-S模糊时滞系统的稳定性判据.文献 [6]基于柯
西-施瓦茨不等式,构造一个新的有限和不等式,结合
一个新的增广L-K泛函,给出了T-S模糊时滞系统的
保守性更小的稳定性条件,同时提出了基于PDC技
术的模糊状态反馈控制器的设计方法.文献 [7]针对
一类T-S模糊不确定时滞系统,构造模糊L-K泛函,结
合积分不等式技术,给出了基于PDC技术的模糊滤
波器的设计方法.文献 [8]结合自由权矩阵技术和积
分不等式技术,考虑隶属函数的导数信息,给出了T-
S模糊时滞系统的稳定性条件,同时设计了基于PDC
技术的模糊记忆状态反馈控制器.
然而,上述结果都只考虑了含状态时滞的情

形.由于控制信号是通过网络传输的,控制输入存在
时滞是不可避免的,对含有输入时滞的T-S模糊系统
的研究,在理论和实际应用中都具有重要的意义.文
献[9]研究了含有输入时滞的T-S模糊系统,基于PDC
技术,提出了动态输出反馈控制器的设计方法.文献
[10]针对含有输入时滞的T-S模糊随机切换系统,设
计了基于PDC技术的模糊输出反馈控制器.需要指
出的是,文献 [9-10]只考虑了含有输入时滞的情况,
并未考虑同时含有输入时滞和状态时滞的情况.
另一方面,上述成果及当前几乎所有的T-S模糊

系统的控制器都是基于PDC技术设计的. PDC技术
要求模糊控制器和模糊模型使用相同的隶属度函

数和模糊规则数目,方便了T-S模糊系统的稳定性分
析.然而, PDC技术限制了模糊控制器设计的灵活性,
有可能使其结构复杂化[11].近年来,前提不匹配技术
的提出,成功地解决了此问题.不同于传统的PDC技
术,前提不匹配技术不要求模糊控制器与模糊模型分

享相同的隶属度函数和规则数目,极大地增加了控制
器设计的自由度.然而,由于不匹配的前提隶属度函
数和规则数目,使T-S模糊系统的稳定性分析更具挑
战性.对基于前提不匹配技术的控制器综合的研究,
如何降低稳定性分析的保守性是首要问题.近年来,
为了降低模糊系统稳定性分析的保守性,有学者提出
了隶属函数依赖的稳定性分析法,将隶属度函数的边
界大小与形状信息考虑进去,以达到降低保守性的目
的.文献 [12]结合L-K泛函法和积分不等式技术,考
虑时延和数据丢失等情况,基于前提不匹配技术,给
出了T-S模糊网络控制系统的状态反馈控制器的设
计方法.文献 [13]构造一个新的有限和不等式,考虑
隶属度函数的边界信息,得到了放松的稳定性条件;
基于前提不匹配技术,给出了模糊时滞系统的状态反
馈控制器设计方法.文献 [14]基于时滞分割技术,构
造一个新的模糊L-K泛函,结合积分不等式技术,考
虑隶属度函数边界信息,给出了隶属函数依赖的稳定
性准则;基于前提不匹配技术,给出了模糊状态反馈
控制器的设计方法.值得注意的是,文献 [12-13]的前
提不匹配的控制器设计只考虑了隶属度函数不相同

的情况,并未考虑模糊规则数目不相同的情况.此外,
文献 [12]只考虑了含输入时滞的情形,而文献 [13-14]
也只考虑了含状态时滞的情形.
受上述讨论的启发,本文针对一类含有状态时滞

和输入时滞的T-S模糊系统,构造一个增广L-K泛函,
结合隶属函数依赖分析法和积分不等式技术,得到更
为放松的隶属函数依赖的稳定性结果.基于前提不
匹配技术,首次提出含状态和输入时滞的模糊系统的
状态反馈控制器的设计方法,通过为模糊控制器选择
更为简单的隶属度函数和较小的规则数目,降低了控
制器的设计复杂度,提高了设计的灵活性.

1 问题描述

首先给出符号标记:Rn和Rn×m分别代表实数

域的n维向量空间和n×m维矩阵空间; diag{· · · }表
示对角矩阵;P > 0表示矩阵P是正定的;0和I分别

表示合适维数的零矩阵和单位矩阵;A−1和AT分别

表示矩阵A的逆矩阵和转置; rank(A)表示矩阵A的

秩; Sym{A}表示矩阵A及其转置的和.

1.1 模糊模型

考虑如下具有p个模糊规则数目的T-S模糊模型
描述的含状态和输入时滞的非线性系统:

Rule i: If ς1(x(t)) is ψi1 and ς2(x(t)) is ψi2 and
· · · ςχ(x(t)) is ψiχ, Then
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ẋ(t) = Aix(t) +Adix(t− τ1) +Bdiu(t− τ2),

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−max(τ1, τ2), 0]. (1)

其中:ψiα(α = 1, 2, · · · , χ, i = 1, 2, · · · , p)是模糊集;
状态时滞 τ1 ⩾ 0和输入时滞 τ2 ⩾ 0是已知且固

定的;ϕ(t)是定义在 [−max(τ1, τ2), 0]上的连续初始
函数;x(t) ∈ Rn是系统状态;u(t) ∈ Rm是控制输

入;Ai,Adi,Bdi是已知的具有合适维数的矩阵.
通过单点模糊化,乘积推理和中心平均反模糊化

方法,系统(1)的动态模型可描述为

ẋ(t) =

p∑
i=1

mi(x(t))(Aix(t)+

Adix(t− τ1) +Bdiu(t− τ2)). (2)

其中

mi(x(t)) =
µi(x(t))
p∑
i=1

µi(x(t))

,

µi(x(t)) =

χ∏
α=1

λψα
i(ςα(x(t)));

mi(x(t)) ⩾ 0,

p∑
i=1

mi(x(t)) = 1,

λψα
i(ςα(x(t)))是ςα(x(t))对应的隶属度函数.

1.2 模糊控制器

基于前提不匹配技术,设计如下具有c个模糊规

则数目的状态反馈控制器

Rule j: If ς1(x(t)) is ψj1 and ς2(x(t)) is ψj2 and
· · · ςχ(x(t)) is ψjχ, Then

u(t) = Kjx(t), j = 1, 2, · · · , c. (3)

此时,模糊控制律可描述为

u(t) =
c∑
j=1

hj(x(t))Kjx(t), (4)

Kj是待求解的控制增益矩阵.由式 (2)和 (4)可得T-S
模糊时滞系统的闭环系统

ẋ(t) =

p∑
i=1

c∑
j=1

mi(x(t))hj(x(t− τ2))(Aix(t)+

Adix(t− τ1) +BdiKjx(t− τ2)) ≜

A(t)x(t) +Ad(t)x(t− τ1)+

Bd(t)K(t)x(t− τ2). (5)

注 1 为了简化表达,定义如下记号:mi =

mi(x(t)),hj = hj(x(t)),hτ2j = hj(x(t− τ2)),mihj =

mi(x(t))hj(x(t)),mih
τ2
j = mi(x(t))hj(x(t− τ2)).

注 2 不同于传统的PDC技术,本文设计的前
提不匹配的模糊控制器的隶属度函数和模糊规则

数目可以任意选择,即不要求p ≡ c,mi ≡ hi, i =

1, 2, · · · , p.在接下来的章节可以看出,本文的设计有
效地增加了控制器设计的自由度.

1.3 预备引理

为了得到本文的主要结果,给出以下引理.
引理1 [15](基于辅助函数的积分不等式) 对于

一给定的正定矩阵R > 0,以及任意的连续可微函数
x : [a, b]→ Rn,有如下的不等式成立:w b

a
ẋT(s)Rẋ(s)ds ⩾

1

b− a
ΩT

1 RΩ1 +
3

b− a
ΩT

2 RΩ2 +
5

b− a
ΩT

3 RΩ3.

其中

Ω1 = x(b)− x(a),

Ω2 = x(b) + x(a)− 2

b− a

w b

a
x(s)ds,

Ω3 = x(b)− x(a) +
6

b− a

w b

a
x(s)ds−

12

(b− a)2
w b

a

w b

u
x(s)dsdu.

引理2 [16] 对于一给定的正定矩阵R > 0,以及
任意的连续可微函数x : [a, b] → Rn,有如下不等式
成立: w b

a

w b

u
ẋT(s)Rẋ(s)dsdu ⩾

2ΩT
4 RΩ4 + 4ΩT

5 RΩ5 + 6ΩT
6 RΩ6.

其中

Ω4 = x(b)− 1

b− a

w b

a
x(s)ds,

Ω5 = x(b) +
2

b− a

w b

a
x(s)ds−

6

(b− a)2
w b

a

w b

u
x(s)dsdu,

Ω6 = x(b)− 3

b− a

w b

a
x(s)ds+

24

(b− a)2
w b

a

w b

u
x(s)dsdu−

60

(b− a)3
w b

a

w b

u

w b

s
x(r)drdsdu.

引理 3 [17](Finsler引理) 设 ς ∈ Rn是随机向

量,Γ ∈ Rm×n是对称矩阵,β ∈ Rm×n是任意矩阵

且rank(β) = r < n,β⊥ ∈ Rn×(n−r)是矩阵β的右正

交补,满足 ββ⊥ = 0,β⊥β⊥T > 0,则如下命题是等价
的:

1) ςTΓς < 0,∀ς ̸= 0,βς = 0;
2) β⊥T

Γβ⊥ < 0;
3) ∃κ ∈ R:Γ − κβTβ < 0;
4) ∃R ∈ Rn×m:Γ +Rβ + βTRT < 0.
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2 主要结论

2.1 隶属函数依赖的稳定性分析

为了考虑隶属度函数信息,给出保守性更小的隶
属函数依赖的稳定性准则.首先,需要引入文献 [18]
的如下结果:将状态空间Γ 分成k个相连的子空间,

分别记为Γl, l = 1, 2, · · · , k,满足 Γ =
k∪
l=1

Γl.考虑其

中一个状态X = [x1 · · · xη],X ∈ Γl,定义xr的上

下确界分别为 xrirl和 x̄rirl, r = 1, 2, · · · , η, ir = 1, 2,
即满足xrirl ⩽ xr ⩽ x̄rirl.设状态子空间 Γl 的顶点

为 xi1···iηl = [x1i1l · · · xηiηl],分段隶属函数为

ω̂(x) =
k∑
l=1

2∑
i1=1

· · ·
2∑

iη=1

η∏
r=1

νrirl(xr)ω̂(xi1···iηl). (6)

其中: νrirl(xr)是提前给出的函数且满足:
1) 对所有的r, l和x ∈ Γl,有0 ⩽ νrirl(xr) ⩽ 1,

2∑
ir=1

νrirl(xr) = 1,否则, νrirl(xr) = 0;

2)
k∑
l=1

2∑
i1=1

· · ·
2∑

iη=1

η∏
r=1

νrirl(xr) = 1.

x t1( )

0

0.25

0.50

0.75

2
3

4
5

6 5
4

3
2

x t2( )

!
"
#

图 1 分段隶属函数

为了更好地说明分段隶属函数的定义,下面给
出一个分段隶属函数 ω̂(x)的例子.设其中一个状态
X = [x1 x2].如图1所示,状态空间Γ被分成12个
子空间Γl, l = 1, 2, · · · , 12.图中黑色的点代表顶
点,每一个子区间Γl由 4个顶点表示.将图 1中标注
的第 l个子区间Γl的 4个顶点对应的隶属度分别记
为 ω̂(x11l), ω̂(x12l), ω̂(x21l)和 ω̂(x22l).函数 ν11l(x1),
ν12l(x1), ν21l(x2)及 ν22l(x2)是提前定义的,且满足
ν11l(x1) + ν12l(x1) = 1, ν21l(x2) + ν22l(x2) = 1,当
取其他子空间的点时, ν11l(x1), ν12l(x1), ν21l(x2)及
ν22l(x2)的值为0.此时,由分段隶属函数的定义,第 l

个子区间Γl的隶属度可表示为

ω̂(x) =

2∑
i1=1

2∑
i2=1

2∏
r=1

νrirl(xr)ω̂(xi1i2l),

在此基础上可以得到整个分段隶属函数的表达式为

ω̂(x) =

k∑
l=1

2∑
i1=1

2∑
i2=1

2∏
r=1

νrirl(xr)ω̂(xi1i2l).

注3 为了得到保守性更小的隶属函数依赖的

稳定性准则,本文引用了文献 [18]提出的分段隶属函
数的方法.文献 [18]研究的T-S模糊系统并未考虑时
滞现象,而本文研究了T-S模糊时滞系统的稳定与镇
定问题,并且考虑了状态和输入同时含有时滞的情
况.另一方面,文献 [18]提出的模糊观测器是基于传
统的PDC技术设计的.本文提出的模糊控制器是基
于前提不匹配技术设计的,在下面章节中将会看到该
设计方法相较于传统的PDC技术的优越性.
定理1 假设增益矩阵Kj已经给定,对于给定

的时滞τ1, τ2(> 0),闭环系统 (5)是渐近稳定的,如果
存在以下矩阵0 < P1 = PT

1 ∈ R4n×4n, 0 < P2 =

PT
2 ∈ R4n×4n, 0 < Q1 = QT

1 ∈ Rn×n, 0 < Q2 =

QT
2 ∈ Rn×n, 0 < S1 = ST

1 ∈ Rn×n, 0 < S2 = ST
2

∈ Rn×n, 0 < R1 = RT
1 ∈ Rn×n, 0 < R2 = RT

2

∈ Rn×n, 0 < Mij = MT
ij ∈ R9n×9n和N = NT ∈

R9n×9n,使如下的LMIs成立:

∆ij +N −Mij < 0,

∀i = 1, 2, · · · , p, j = 1, 2, · · · , c; (7)
p∑
i=1

c∑
j=1

((λ̂τ2ij (xi1i2···inl) + ∆λτ2ij )∆ij+

∆λτ2ijN + (∆λ̄τ2ij − λ
τ2
ij )Mij) < 0,

∀i1, · · · , in ∈ {1, 2}, l = 1, 2, · · · , k. (8)

其中: λ̂τ2ij (x)是分段隶属函数, k是状态空间Γ被分成

子空间的数目,xi1i2···inl是状态空间Γ第 l个子空间

的顶点,∆λτ2ij 和∆λ̄τ2ij 是提前定义的标量且∆λτ2ij ⩽
∆λτ2ij (x) ⩽ ∆λ̄τ2ij ,其他矩阵定义如下:

∆ij =

Sym{ΣT
1 P1Σ2ij +ΣT

3 P2Σ4ij}+

eT
1 (Q1 +Q2)e1 − eT

2 Q1e2 − eT
3 Q2e3+

τ21U
T
ijS1Uij + τ22U

T
ijS2Uij +ΣT

5 S1Σ5−

3ΣT
6 S1Σ6 − 5ΣT

7 S1Σ7 −ΣT
8 S2Σ8−

3ΣT
9 S2Σ9 − 5ΣT

10S2Σ10 +
τ21
2
UT
ijR1Uij−

2ΣT
11R1Σ11 − 4ΣT

12R1Σ12 − 6ΣT
13R1Σ13+

τ22
2
UT
ijR2Uij − 2ΣT

14R2Σ14−

4ΣT
15R2Σ15 − 6ΣT

16R2Σ16,

Σ1 = [eT
1 eT

4 eT
6 eT

8 ]
T,

Σ2ij =[
UT
ij eT

1 − eT
2 τ1e

T
1 − eT

4

τ21
2
eT
1 − eT

6

]T
,
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Σ3 = [eT
1 eT

5 eT
7 eT

9 ]
T,

Σ4ij =[
UT
ij eT

1 − eT
3 τ2e

T
1 − eT

5

τ22
2
eT
1 − eT

7

]T
,

Σ5 = e1 − e2, Σ6 = e1 + e2 −
2

τ1
e4,

Σ7 = e1 − e2 +
6

τ1
e4 −

12

τ21
e6,

Σ8 = e1 − e3, Σ9 = e1 + e3 −
2

τ2
e5,

Σ10 = e1 − e2 +
6

τ2
e5 −

12

τ22
e7,

Σ11 = e1 −
1

τ1
e4, Σ12 = e1 +

2

τ1
e4 −

6

τ21
ee,

Σ13 = e1 −
3

τ1
e4 +

24

τ21
e6 −

60

τ31
e8,

Σ14 = e1 −
1

τ2
e5, Σ15 = e1 +

2

τ2
e5 −

6

τ22
e7,

Σ16 = e1 −
3

τ1
e5 +

24

τ21
e7 −

60

τ31
e9,

Uij = Aie1 +Adie2+BdiKje3,

ei = [0n×(i−1)n In 0n×(9−i)n], i = 1, 2, · · · , 9.

证明 选择如下的L-K泛函:

V (t) = V1(t) + V2(t) + V3(t) + V4(t).

其中

V1(t) = ηT
1 (t)P1η1(t) + ηT

2 (t)P2η2(t),

V2(t) =w t

t−τ1
xT(s)Q1x(s)ds+

w t

t−τ2
xT(s)Q2x(s)ds,

V3(t) = τ1
w t

t−τ1

w t

u
ẋT(s)S1ẋ(s)dsdu+

τ2
w t

t−τ2

w t

u
ẋT(s)S2ẋ(s)dsdu,

V4(t) =
w t

t−τ1

w t

u

w t

s
ẋT(r)R1ẋ(r)drdsdu+w t

t−τ2

w t

u

w t

s
ẋT(r)R2ẋ(r)drdsdu,

η1(t) =[
xT(t)

w t

t−τ1
xT(s)ds

w t

t−τ1

w t

u
xT(s)dsdu→

←
w t

t−τ1

w t

u

w t

s
xT(r)drdsdu

]T
,

η2(t) =[
xT(t)

w t

t−τ2
xT(s)ds

w t

t−τ2

w t

u
xT(s)dsdu→

←
w t

t−τ2

w t

u

w t

s
xT(r)drdsdu

]T
.

将V (t)沿式(5)对时间求导,得

V̇1(t) =

p∑
i=1

c∑
j=1

mih
τ2
j ξT(t)Sym{ΣT

1 P1Σ2ij+

ΣT
3 P2Σ4ij}ξ(t), (9)

V̇2(t) =

p∑
i=1

c∑
j=1

mih
τ2
j ξT(t)[eT

1 (Q1 +Q2)e1−

eT
2 Q1e2 − eT

3 Q2e3]ξ(t), (10)

V̇3(t) =

p∑
i=1

c∑
j=1

mih
τ2
j ξT(t)[τ21U

T
ijS1Uij+

τ22U
T
ijS2Uij ]ξ(t)− τ1

w t

t−τ1
ẋT(s)S1ẋ(s)ds−

τ2
w t

t−τ2
ẋT(s)S2ẋ(s)ds, (11)

V̇4(t) =

p∑
i=1

c∑
j=1

mih
τ2
j ξT(t)

[τ21
2
Uij

TR1Uij+

τ22
2
UT
ijR2Uij

]
ξ(t)−

w t

t−τ1

w t

u
ẋT(s)R1×

ẋ(s)dsdu−
w t

t−τ2

w t

u
ẋT(s)R2ẋ(s)dsdu,

(12)

ξ(t) =[
xT(t) xT(t− τ1) xT(t− τ2)→

←
w t

t−τ1
xT(s)ds

w t

t−τ2
xT(s)ds→

←
w t

t−τ1

w t

u
xT(s)dsdu

w t

t−τ2

w t

u
xT(s)dsdu→

←
w t

t−τ1

w t

u

w t

s
xT(r)drdsdu→

←
w t

t−τ2

w t

u

w t

s
xT(r)drdsdu

]T
.

运用引理1对式(11)中的积分项进行处理,得
− τ1

w t

t−τ1
ẋT(s)S1ẋ(s)ds ⩽

p∑
i=1

c∑
j=1

mih
τ2
j ξT(t)(−ΣT

5 S1Σ5−

3ΣT
6 S1Σ6 − 5ΣT

7 S1Σ7)ξ(t), (13)

− τ2
w t

t−τ2
ẋT(s)S2ẋ(s)ds ⩽

p∑
i=1

c∑
j=1

mih
τ2
j ξT(t)(−ΣT

8 S2Σ8−

3ΣT
9 S2Σ9 − 5ΣT

10S2Σ10)ξ(t). (14)

运用引理2对式(12)中的积分项进行处理,得

−
w t

t−τ1

w t

u
ẋT(s)R1ẋ(s)dsdu ⩽

p∑
i=1

c∑
j=1

mih
τ2
j ξT(t)(−2ΣT

11R1Σ11−

4ΣT
12R1Σ12 − 6ΣT

13R1Σ13)ξ(t), (15)

−
w t

t−τ2

w t

u
ẋT(s)R2ẋ(s)dsdu ⩽

p∑
i=1

c∑
j=1

mih
τ2
j ξT(t)(−2ΣT

14R2Σ14−

4ΣT
15R2Σ15 − 6ΣT

16R2Σ16)ξ(t). (16)
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由式(9)∼ (16)得

V̇ (t) ⩽
p∑
i=1

c∑
j=1

mih
τ2
j ξT(t)ηijξ(t). (17)

为了减少系统 (5)稳定性分析的保守性,根据式
(6),定义如下的分段隶属函数:

λ̂τ2ij (x) =

k∑
l=1

2∑
i1=1

· · ·
2∑

iη=1

η∏
r=1

νrirl(xr)λ̂
τ2
ij (xi1···iηl), (18)

其中λτ2ij (x) = mih
τ2
j .下面将用分段隶属函数 λ̂τ2ij (x)

去近似隶属度函数的乘积λτ2ij (x).
设∆λτ2ij (x) = λτ2ij (x)−λ̂

τ2
ij (x),∆λ

τ2
ij (x)的上下确

界分别记为∆λ̄τ2ij和∆λτ2ij ,即满足∆λτ2ij ⩽ ∆λτ2ij (x) ⩽
∆λ̄τ2ij ,由分段隶属函数的性质和∆λτ2ij (x)的定义可得
p∑
i=1

c∑
j

∆λτ2ij (x) = 0.

引入松弛矩阵N = NT ∈ R9n×9n, 0 < Mij =

Mij
T ∈ R9n×9n,有

p∑
i=1

c∑
j=1

∆λτ2ij (x)N = 0. (19)

由式(17)和(19)可得

V̇ (t) ⩽
p∑
i=1

c∑
j=1

(∆λτ2ij (x) + λ̂τ2ij (x))ξ
T(t)∆ijξ(t)+

p∑
i=1

c∑
j=1

∆λτ2ij (x)ξ
T(t)Nξ(t) =

p∑
i=1

c∑
j=1

(∆λτ2ij (x)−∆λτ2ij ) ξ
T(t)(∆ij +N)ξ(t)+

p∑
i=1

c∑
j=1

∆λτ2ij ξ
T(t)(∆ij +N)ξ(t)+

p∑
i=1

c∑
j=1

λ̂τ2ij (x)ξ
T(t)∆ijξ(t) =

p∑
i=1

c∑
j=1

(∆λτ2ij (x)−∆λτ2ij )ξ
T(t)(∆ij +N +Mij−

Mij)ξ(t) +

p∑
i=1

c∑
j=1

∆λτ2ij ξ
T(t)(∆ij +N)ξ(t)+

p∑
i=1

c∑
j=1

λ̂τ2ij (x)ξ
T(t)∆ijξ(t) ⩽

p∑
i=1

c∑
j=1

λ̂τ2ij (x)ξ
T(t)∆ijξ(t)+

p∑
i=1

c∑
j=1

∆λτ2ij ξ
T(t)(∆ij +N)ξ(t)+

p∑
i=1

c∑
j=1

(∆λτ2ij (x)−∆λτ2ij ) ξ
T(t)(∆ij +N −Mij)×

ξ(t) +

p∑
i=1

c∑
j=1

(∆λ̄τ2ij (x)−∆λτ2ij ) ξ
T(t)Mijξ(t).

(20)

将 λ̂τ2ij (x)按式(18)在式(20)中展开,得

V̇ (t) ⩽
k∑
l=1

2∑
i1=1

· · ·
2∑

iη=1

η∏
r=1

νrirl(xr) ξ
T(t)×

[
(∆λ̄τ2ij −∆λτ2ij )Mij +∆λτ2ijN+

p∑
i=1

c∑
j

(λ̂τ2ij (xi1i2···inl) + ∆λτ2ij )∆ij

]
ξ(t)+

p∑
i=1

c∑
j

(∆λτ2ij (x)−∆λτ2ij ) ξ
T(t)×

(∆ij +N −Mij)ξ(t).

如果LMIs(7), (8)成立,则有 V̇ (t)<0,此时,系统 (5)是
全局渐近稳定的. 2
2.2 前提不匹配的控制器设计

在定理1的基础上,本小节给出基于前提不匹配
策略的模糊状态反馈控制器的设计方法.
定理2 对于给定时滞 τ1, τ2(> 0)和参数ε,闭

环系统 (5)是渐近稳定的,若存在以下矩阵0 < P̃1 =

P̃T
1 ∈ R4n×4n, 0 < P̃2 = P̃T

2 ∈ R4n×4n, 0 < Q̃1 =

Q̃T
1 ∈ Rn×n, 0 < Q̃2 = Q̃T

2 ∈ Rn×n, 0 < S̃1 =

S̃T
1 ∈ Rn×n, 0 < S̃2 = S̃T

2 ∈ Rn×n, 0 < R̃1 =

R̃T
1 ∈ Rn×n, 0 < R̃2 = R̃T

2 ∈ Rn×n, 0 < M̃ij =

M̃T
ij ∈ R10n×10n, Ñ = ÑT ∈ R10n×10n及矩阵X ∈

Rn×n,Gj ∈ Rm×n,使如下的LMIs成立:

∆̃ij + Ñ − M̃ij < 0,

∀i = 1, 2, · · · , p, j = 1, 2, · · · , c; (21)
p∑
i=1

c∑
j=1

((λ̂τ2ij (xi1i2···inl) + ∆λτ2ij )∆̃ij+

∆λτ2ij Ñ + (∆λ̄τ2ij −∆λτ2ij )M̃ij) < 0,

∀i1, · · · , in ∈ {1, 2}, l = 1, 2, · · · , k. (22)

此时,控制器增益矩阵为Kj =GjX
−1, j = 1, 2, · · · ,

c.其中 λ̂τ2ij (x),∆λ
τ2
ij 和∆λ̄τ2ij 定义同定理1,其他矩阵

定义如下:

∆̃ij = Sym{Σ̃T
1 P̃1Σ̃2 + Σ̃T

3 P̃2Σ̃4}+

ẽT
1 (Q̃1 + Q̃2)ẽ1 − ẽT

2 Q̃1ẽ2 − ẽT
3 Q̃2ẽ3+

τ21 ẽ
T
10S̃1ẽ10 + τ2

2ẽT
10S̃2ẽ10−

Σ̃T
5 S̃1Σ̃5 − 3Σ̃T

6 S̃1Σ̃6 − 5Σ̃T
7 S̃1Σ̃7−

Σ̃T
8 S̃2Σ̃8 − 3Σ̃T

9 S̃2Σ̃9 − 5Σ̃T
10S̃2Σ̃10+
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τ21
2
ẽT
10R̃1ẽ10 − 2Σ̃T

11R̃1Σ̃11 − 4Σ̃T
12R̃1Σ̃12−

6Σ̃T
13R̃1Σ̃13 +

τ22
2
ẽT
10R̃2ẽ10 − 2Σ̃T

14R̃2Σ̃14−

4Σ̃T
15R̃2Σ̃15 − 6Σ̃T

16R̃2Σ̃16+

Sym{(ẽT
1 + εẽT

10)(AiXẽ1 +AdiXẽ2+

BdiGj ẽ3 −Xẽ10)}, (23)

Σ̃1 = [ẽT
1 ẽT

4 ẽT
6 ẽT

8 ]
T,

Σ̃2 =
[
ẽT
10 ẽT

1 − ẽT
2 τ1ẽ

T
1 − ẽT

4

τ21
2
ẽT
1 − ẽT

6

]T
,

Σ̃3 = [ẽT
1 ẽT

5 ẽT
7 ẽT

9 ]
T,

Σ̃4 =
[
ẽT
10 ẽT

1 − ẽT
3 τ2ẽ

T
1 − ẽT

5

τ22
2
ẽT
1 − ẽT

7

]T
,

Σ̃5 = ẽ1 − ẽ2, Σ̃6 = ẽ1 + ẽ2 −
2

τ1
ẽ4,

Σ̃7 = ẽ1 − ẽ2 +
6

τ1
ẽ4 −

12

τ21
ẽ6,

Σ̃8 = ẽ1 − ẽ3, Σ̃9 = ẽ1 + ẽ3 −
2

τ2
ẽ5,

Σ̃10 = ẽ1 − ẽ2 +
6

τ2
ẽ5 −

12

τ22
ẽ7,

Σ̃11 = ẽ1 −
1

τ1
ẽ4, Σ̃12 = ẽ1 +

2

τ1
ẽe −

6

τ21
ẽ6,

Σ̃13 = ẽ1 −
3

τ1
ẽ4 +

24

τ21
ẽ6 −

60

τ31
ẽ8,

Σ̃14 = ẽ1 −
1

τ2
ẽ5, Σ̃15 = ẽ1 +

2

τ2
ẽ5 −

6

τ22
ẽ7,

Σ̃16 = ẽ1 −
3

τ1
ẽ5 +

24

τ12
ẽ7 −

60

τ31
ẽ9,

ẽi = [0n×(i−1)n In 0n×(10−i)n], i = 1, 2, · · · , 10.

证明 定义矩阵

ξ̃(t) =[
xT(t) xT(t− τ1) xT(t− τ2)→

←
w t

t−τ1
xT(s)ds

w t

t−τ2
xT(s)ds→

←
w t

t−τ1

w t

u
xT(s)dsdu

w t

t−τ2

w t

u
xT(s)dsdu→

←
w t

t−τ1

w t

u

w t

s
xT(r)drdsdu→

←
w t

t−τ2

w t

u

w t

s
xT(r)drdsdu ẋT(t)

]T
, (24)

Ψ(t) = [A(t) Ad(t) Bd(t)K(t) 0 0→

← 0 0 0 0 − I]. (25)

在定理1证明的基础上,由式(17)和(24)可得到

V̇ (t) ⩽
p∑
i=1

c∑
j=1

mih
τ2
j ξ̃T(t)∆ξ̃(t). (26)

其中

∆ =Sym{Σ̃T
1 P1Σ̃2 + Σ̃T

3 P2Σ̃4}+

ẽT
1 (Q1 +Q2)ẽ1 − ẽT

2 Q1ẽ2−

ẽT
3 Q2ẽ3 + τ1

2ẽT
10S1ẽ10 + τ2

2ẽT
10S2ẽ10−

Σ̃T
5 S1Σ̃5 − 3Σ̃T

6 S1Σ̃6 − 5Σ̃T
7 S1Σ̃7−

Σ̃T
8 S2Σ̃8 − 3Σ̃T

9 S2Σ̃9 − 5Σ̃T
10S2Σ̃10+

τ21
2
ẽT
10R1ẽ10 − 2Σ̃T

11R1Σ̃11 − 4Σ̃T
12R1Σ̃12−

6Σ̃T
13R1Σ̃13 +

τ22
2
ẽT
10R2ẽ10 − 2Σ̃T

14R2Σ̃14−

4Σ̃T
15R2Σ̃15 − 6Σ̃T

16R2Σ̃16.

由式(24)和(25)得Ψ(t)ξ̃(t) = 0,运用引理3的命
题1)和4)可知,闭环系统 (5)是渐近稳定的,如果存在
L ∈ R10n×10n满足

∆+LΨ(t) + ΨT(t)LT < 0. (27)

设矩阵

L = [X−T 0 0 0 0 0 0 0 0 εX−T]
T
,

η = diag(X X X X X X X X X X).

其中:X ∈ Rn×n是任意可逆矩阵, ε是调整参数.在
式(27)的左右两边分别乘以ηT及其转置,得

ηT(∆+LΨ(t) + ΨT(t)LT)η = ∆̃ij . (28)

∆̃ij定义于式 (23),Gj = KjX , j = 1, 2, · · · , c, P̃i =
diagT(X X X X)Pidiag(X X X X), Q̃i =

XTQiX , S̃i = XTSiX , R̃i = XTRiX , i = 1, 2.由
式(28)可以得到

V̇ (t) ⩽
p∑
i=1

c∑
j=1

mih
τ2
j ξ̃T(t)∆̃ij ξ̃(t). (29)

接下来的证明类似于定理1,这里不再赘述. 2
当不存在输入时滞时,时滞系统(2)退变为

ẋ(t) =

p∑
i=1

mi(Aix(t) +Adix(t− τ) +Biu(t)),

(30)

此时,闭环系统(5)变为

ẋ(t) =

p∑
i=1

c∑
j=1

mihj((Ai +BiKj)x(t)+

Adix(t− τ)). (31)

基于定理2很容易得出如下的推论.
推论1 给定时滞τ > 0和参数ε,闭环系统 (31)

是渐近稳定的,如果存在以下矩阵0 <
⌢

P =
⌢

P
T
∈

R4n×4n, 0 <
⌢

Q =
⌢

Q
T
∈ Rn×n, 0 <

⌢

S =
⌢

S
T
∈

Rn×n, 0 <
⌢

R =
⌢

R
T
∈ Rn×n, 0 <

⌢

M ij =
⌢

M
T
ij ∈

R6n×6n,
⌢

N =
⌢

N
T
∈ R6n×6n以及任意矩阵

⌢

X ∈
Rn×n,

⌢

Gj ∈ Rm×n,使如下的LMIs成立:
⌢

∆ij +
⌢

N −
⌢

M ij < 0,
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∀i = 1, 2, · · · , p, j = 1, 2, · · · , c;
p∑
i=1

c∑
j=1

((λ̂ij(xi1i2···inl) + ∆λij)
⌢

∆ij +∆λij
⌢

N+

(∆λ̄ij −∆λij)
⌢

M ij) < 0,

∀i1, · · · , in ∈ {1, 2}, l = 1, 2, · · · , k.

此时,控制器增益矩阵为Kj =
⌢

Gj

⌢

X
−1

, j = 1, 2, · · · ,
c.其中λij(x) = mihj ,分段隶属函数

λ̂ij(x) =
k∑
l=1

2∑
i1=1

· · ·
2∑

iη=1

η∏
r=1

νrirl(xr)λij(xi1···iηl),

∆λij和∆λ̄ij满足∆λij ⩽ ∆λij(x) ⩽ ∆λ̄ij ,其他矩
阵定义如下:
⌢

∆ij = Sym{
⌢

Σ
T
1

⌢

P
⌢

Σ2}+
⌢

e
T
1

⌢

Q
⌢

e1 −
⌢

e
T
2

⌢

Q
⌢

e2+

τ2
⌢

e
T
6

⌢

S
⌢

e6 −
⌢

Σ
T
3

⌢

S
⌢

Σ3 − 3
⌢

Σ
T
4

⌢

S
⌢

Σ4−

5
⌢

Σ
T
5

⌢

S
⌢

Σ5 +
τ2

2

⌢

e
T
6

⌢

R
⌢

e6 − 2
⌢

Σ
T
6

⌢

R
⌢

Σ6−

4
⌢

Σ
T
7

⌢

R
⌢

Σ7 − 6
⌢

Σ
T
8

⌢

R
⌢

Σ8 + Sym{(⌢eT
1 + ε

⌢

e
T
6 )×

(AiX
⌢

e1 +BiGj
⌢

e1 +AdiX
⌢

e2 −X
⌢

e6)}.
⌢

Σ1 = [
⌢

e
T
1

⌢

e
T
3

⌢

e
T
4

⌢

e
T
5 ]

T,

⌢

Σ2 =
[
⌢

e
T
6

⌢

e
T
1 −

⌢

e
T
2 τ

⌢

e
T
1 −

⌢

e
T
3

τ2

2

⌢

e
T
1 −

⌢

e
T
4

]T
,

⌢

Σ3 =
⌢

e1 −
⌢

e2,
⌢

Σ4 =
⌢

e1 +
⌢

e2 −
2

τ

⌢

e3,

⌢

Σ5 =
⌢

e1 −
⌢

e2 +
6

τ

⌢

e3 −
12

τ2
⌢

e4,

⌢

Σ6 =
⌢

e1 −
1

τ

⌢

e3,
⌢

Σ7 =
⌢

e1 +
2

τ

⌢

e3 −
6

τ2
⌢

e4,

⌢

Σ8 =
⌢

e1 −
3

τ

⌢

e3 +
24

τ2
⌢

e4 −
60

τ3
⌢

e5,

⌢

ei = [0n×(i−1)n In 0n×(6−i)n], i = 1, 2, · · · , 6.

由定理2很容易证明推论1,此略.

3 数值仿真

本节将给出3个典型算例,并与已有文献的结果
进行对比,以说明本文所提出方法的先进性.
例1 考虑文献 [1,3,19-20]给出的具有时滞的非

线性系统

ẋ1(t) = 0.5(1− sin2(θ(t)))x2(t)− x1(t− τ1)−

(1 + sin2(θ(t)))x1(t),

ẋ2(t) = sin
(
|θ(t)| − π

2

)
(0.9cos2(θ(t))− 1)x1×

(t− τ1)− x2(t− τ1)−

(0.9 + 0.1cos2(θ(t)))x2(t).
(32)

非线性系统 (32)可以由u(t − τ2) = 0及具有两个规

则数目的T-S模糊模型(2)进行近似逼近.

Rule 1: If θ(t) is ±π

2
, Then

ẋ(t) = A1x(t) +Ad1x(t− τ1);

Rule 2: If θ(t) is 0, Then

ẋ(t) = A2x(t) +Ad2x(t− τ1).

其中

A1 =

[
−2 0

0 −0.9

]
, Ad1 =

[
−1 0

−1 −1

]
,

A2 =

[
−1 0.5

0 −1

]
, Ad2 =

[
−1 0

0.1 −1

]
.

隶属度函数选取如下:
m1(x1) = 1− 1

1 + exp
(
− x1

12

) ,
m2(x1) = 1−m1(x1).

(33)

由式 (33)可知,隶属度函数mi(x1)(i = 1, 2)依赖

于状态x1.根据式 (6),定义分段隶属函数 m̂i(x1)去

近似mi(x1),其中

m̂i(x1) =

k∑
l=1

2∑
i1=1

ν1i1l(x1)m̂i(xi1l).

现将状态空间 x1(t) ∈ [−a, b]分成k个子空间, a和b

是正实数,第 l(l = 1, 2, · · · , k)个子空间表示为(a+ b

k

)(
l − k

2
− 1

)
⩽ x1 ⩽

(a+ b

k

)(
l − k

2

)
.

取

ν11l(x1) = 1− x1 − x2l
x1l − x2l

,

ν12l(x1) = 1− ν11l(x1).

其中

x1l =
(a+ b

k

)(
l − k

2
− 1

)
,

x2l =
(a+ b

k

)(
l − k

2

)
.

这里取a = b = 10, k分别取为4、50和100.进而,可
以得到∆mi的最大和最小值,如表1所示.
由定理1计算出保证系统 (32)渐近稳定的最大

允许时滞 τ1 max,并与文献 [1,3,19-20]给出的结果进
行比较.由表2可以清楚地看到,由本文定理1得到的
τ1 max是最大的,说明本文给出的稳定性准则比文献
[1,3,19-20]提出的方法具有更小的保守性.同时,在
表2的最后一列给出了表明每种方法计算复杂度的
所需变量个数.由表2可以看到,本文需要的变量个
数比文献 [1]的变量个数少,说明本文提出的方法在
保证具有较小保守性的同时兼顾了计算复杂度的问

题.此外,由表2可以看出,最大允许时滞伴随着状态
空间分割数目k的变化而变化,k越大,时滞上界越大.
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表 1 ∆mi的最值 (例1)

∆mi的最小值 ∆mi的最大值

k = 4 ∆m1 = ∆m2 = −1.485 1 × 10−3 ∆m1 = ∆m2 = 1.485 1 × 10−3

k = 50 ∆m1 = ∆m2 = −1.142 6 × 10−5 ∆m1 = ∆m2 = 1.142 6 × 10−5

k = 100 ∆m1 = ∆m2 = −2.873 3 × 10−6 ∆m1 = ∆m2 = 2.873 3 × 10−6

由分段隶属函数的定义可知, k越大,隶属度函数被
分割的越精细,因而可以考虑到更多的隶属度函数信
息,进而得到更为放松的稳定性结果.同时,这也进一
步说明了隶属函数依赖分析法的有效性.

表 2 不同方法得到的最大允许时滞τ1 max(例1)

方法 τ1 max 变量个数

文献 [3](m = 4) 1.777 23

文献 [19] 2.068 9 206

文献 [20](m = 4) 2.53 291

文献 [1] 2.593 2 860

k = 4 2.945 9 612

本文定理1 k = 50 2.951 1 612

k = 100 2.951 2 612

例2 考虑文献[21-23]给出的卡车拖车模型

ẋ1(t) =

− a vt̄
Lt0

x1(t)− (1− a) vt̄
Lt0

x1(t− τ) +
vt̄

lt0
u(t),

ẋ2(t) = a
vt̄

Lt0
x1(t) + (1− a) vt̄

Lt0
x1(t− τ),

ẋ3(t) =

vt̄

t0
sin

(
x2(t) + a

vt̄

2L
x1(t) + (1− a) vt̄

2L
x1(t− τ)

)
.

其中:x1(t)为拖车与卡车角度,x2(t)为拖车相对水平
位置的角度,x3(t)为拖车尾部垂直位移,u(t)为牵引
导向角,卡车长度 l = 2.8m,拖车长度L = 5.5m,倒
车速度v恒定且v = −1m/s,滞后项系数a = 0.7, t̄ =
2.0 s, t0 = 0.5 s.取

θ(t) = x2(t) + a
vt̄

2L
x1(t) + (1− a) vt̄

2L
x1(t− τ),

运用下面具有两条规则数目的T-S模糊模型 (30)近
似逼近上述非线性系统:

Rule 1: If θ(t) is 0 rad, Then

ẋ(t) = A1x(t) +Ad1x(t− τ) +B1u(t);

Rule 2: If θ(t) is −π rad or π rad, Then

ẋ(t) = A1x(t) +Ad2x(t− τ) +B2u(t).

A1=


−a vt̄

Lt0
0 0

a
vt̄

Lt0
0 0

a
v2t̄2

2Lt0

vt̄

t0
0

, A2=


−a vt̄

Lt0
0 0

a
vt̄

Lt0
0 0

a
dv2t̄2

2Lt0

dvt̄

t0
0

 ,

Ad1 =


−(1− a) vt̄

Lt0
0 0

(1− a) vt̄
Lt0

0 0

(1− a) v
2t̄2

2Lt0
0 0

 ,

Ad2 =


−(1− a) vt̄

Lt0
0 0

(1− a) vt̄
Lt0

0 0

(1− a)dv
2t̄2

2Lt0
0 0

 ,

B1 =
[ vt̄
lt0

0 0
]T
, B2 =

[ vt̄
lt0

0 0
]T
.

隶属度函数选取同文献[22],即

m1(x1) =
(
1− 1

1 + exp
(
− 3

(
x1 −

1

2
π
)))×

( 1

1 + exp
(
− 3

(
x1 +

1

2
π
))),

m2(x1) = 1−m1(x1).

基于前提不匹配技术,设计如下具有两条规则数
目的模糊状态反馈控制器:

Rule 1: If θ(t) is 0 rad, Then u(t) = K1x(t);
Rule 2: If θ(t) is−π rad or π rad, Then u(t) =

K2x(t).

模糊控制器的隶属度函数选择如下:

h1(x1) =
1

1 + exp
(
− x1

2

) ,
h2(x1) = 1− h1(x1).

根据例1,首先计算出当k = 50时的∆λij(i =

1, 2, j = 1, 2)的最大和最小值,如表3所示.

表 3 当k = 50时,∆λij的最值 (例2)

∆λij的最值 k = 50

最小值
∆λ11 = ∆λ12 = −9.869 9 × 10−3

∆λ21 = ∆λ22 = −1.176 6 × 10−2

最大值
∆λ11 = ∆λ12 = 1.205 4 × 10−2

∆λ21 = ∆λ22 = 1.033 8 × 10−2

文献 [21-23]也研究了此系统,表4列出了不同文
献保证系统渐近稳定的最大允许时滞τmax.如表4所
示,本文得到的结果远大于文献 [21-23]的结果,说明
本文推论1具有更小的保守性.
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表 4 不同方法得到的最大允许时滞τmax(例2)

方法 文献 [21] 文献 [22] 文献 [23] 推论1

τmax 5.8 8.195 1 10.465 3 100.1

特别地,取时滞τ = 12以及调整参数ε = 1.005,
基于推论1,通过Matlab LMIs工具箱解得反馈增益

K1 = [2.938 1 − 7.340 3 0.179 2],

K2 = [2.939 3 − 7.343 8 0.179 2].

初始值取为ϕ(0) = [0.5π 0.75π − 5]T,通过
Matlab仿真得到描述卡车拖车模型的T-S模糊时滞
闭环系统的状态响应如图2所示.由仿真结果可以看
出,闭环系统是渐近稳定的,说明本文推论 1提出的
前提不匹配的模糊控制器设计方法是有效的.

-70
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30

x
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)

0 40 80 120 160 200

t /s
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x2
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图 2 闭环系统的状态响应

注4 由例2可以看出,本文所提出的方法得到
了更放松的结果.此外,文献 [21-23]设计的控制器需
要与模糊模型分享相同的隶属度函数,然而本文所提
出的方法不需要.在例2中,通过选择简单的隶属度
函数以代替模糊模型中复杂的隶属度函数,降低了控
制器执行的难度和设计的复杂度,提高了设计的灵活
性.因此,本文所提出的方法具有更好的应用前景.
例3 为了进一步说明本文所提出的控制器设

计方法的先进性,考虑文献 [24-26]给出的非线性时
滞系统:搅拌反应釜 (CSTR)系统. CSTR系统由如下
具有3个规则数目的T-S模糊模型(2)描述:

Rule 1: Ifx2(t) is 0.886 2 (temperature is low),
Then

δẋ(t) = A1δx(t) +Ad1δx(t− τ1) +Bd1δu(t− τ2).

Rule 2: If x2(t) is 2.752 0 (temperature is middle),
Then

δẋ(t) = A2δx(t) +Ad2δx(t− τ1) +Bd2δu(t− τ2).

Rule 3: Ifx2(t) is 4.705 2 (temperature is high), Then

δẋ(t) = A3δx(t) +Ad3δx(t− τ1) +Bd3δu(t− τ2).

其中 δx(t) = x(t) − xd, δx(t − τ1) = x(t − τ1) −
xd, δu(t − τ2) = u(t − τ2) − ud, (xd, ud)是一个期望
操作点,此外

A1=

[
−1.427 4 0.075 7

−1.418 9 −0.944 2

]
,

A2=

[
−2.050 8 0.395 8

−6.406 6 1.616 8

]
,

A3 =

[
−4.527 9 0.316 7

−26.222 8 0.983 7

]
,

Bd1 = Bd2 = Bd3 = [0 0.3]−1,

Ad1 = Ad2 = Ad3 =

[
0.25 0

0 0.25

]
.

隶属度函数选择同文献[24-26],即

m1(x2) =
1, x2 ⩽ 0.886 2;

1− x2 − 0.886 2

2.752 0− 0.886 2
, 0.886 2 < x2 < 2.752;

0, x2 ⩾ 2.752;

m2(x2) =

{
1−m1, x2 ⩽ 2.752 0;

1−m3, x2 ⩾ 2.752 0;

m3(x2) =
0, x2 ⩽ 2.752 0;
x2 − 2.752 0

4.705 2− 2.752 0
, 2.752 0 < x2 < 4.705 2;

1, x2 ⩾ 4.705 2.

基于前提不匹配策略,设计一个具有两个模糊规
则数目的状态反馈控制器

Rule 1: If x2(t) is ψ1
1, Then u(t) = K1x(t);

Rule 2: If x2(t) is ψ1
2, Then u(t) = K2x(t).

模糊控制器的隶属度函数选择如下:

h1(x1) =
1

1 + exp
(
− x1

2

) , h2(x1) = 1− h1(x1).

根据例1,首先计算出当k = 50时的∆λij(i =

1, 2, 3, j = 1, 2)的最大和最小值,如表5所示.

表 5 当k = 50时,∆λij的最值 (例3)

∆λij的最值 k = 50

最小值

∆λ11 = −1.726 8 × 10−2

∆λ12 = −5.247 3 × 10−3

∆λ21 = −3.273 7 × 10−2

∆λ22 = −1.261 4 × 10−2

∆λ31 = −1.724 9 × 10−2

∆λ32 = −4.253 7 × 10−3

最大值

∆λ11 = 2.338 6 × 10−2

∆λ12 = 1.241 9 × 10−2

∆λ21 = 3.472 8 × 10−2

∆λ22 = 9.285 8 × 10−3

∆λ31 = 3.298 8 × 10−2

∆λ32 = 3.413 5 × 10−3
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在如下情况1和情况2中,分别将本文的结果与
文献 [24-26]的结果进行对比,以证明本文提出的控
制器设计方法的先进性.
情况1 当 τ2 ̸= 0时,此时系统同时含有状态

时滞和输入时滞.由于文献 [24-25]只考虑了状态时
滞的情况,文献 [24-25]的方法将失效,而文献 [26]和
本文定理2的方法适用.同文献 [26],取τ1 = 1, τ2 =

0.1, ε = 0.005,基于定理2,使用Matlab LMIs工具箱
求解得到状态反馈增益.表6列出了对应的状态反馈
增益,显然定理 2得到了更小的控制增益矩阵,说明
本文方法获得了更放松的结果.

表 6 τ1 = 1, τ2 = 0.1时,反馈增益矩阵比较

方法 反馈增益矩阵

文献 [ 26 ] K1 = [−27.014 1 23.013 2] = K2 = K3

本文定理2 K1=[0.091 6 − 2.243 9],K2=[0.155 5 − 2.127 1]

取初始条件为ϕ(0) = [0.8 − 1.6]T,仿真得到闭
环系统的状态轨迹如图 3所示.随着时间的增长,状
态轨迹都趋于零,则闭环系统是渐近稳定的,表明了
本文定理2的控制器设计的有效性.
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图 3 闭环系统的状态响应(τ1 = 1, τ2 = 0.1)

情况2 当τ2 = 0时,系统退变为只含状态时滞
的模糊系统,同文献 [24-25].取状态时滞τ1 = 5及调

整参数ε = 0.003 5,由推论1可以得到基于前提不匹
配技术的状态反馈增益

K1 = [31.410 3 − 12.775 5],

K2 = [2.853 5 − 0.050 4].

取初始值为ϕ(0) = [0.8 − 1.6]T,仿真得到闭环系统
的状态响应曲线如图4所示,闭环系统是渐近稳定的,
进一步表明了推论1的控制器设计的有效性.
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图 4 闭环系统的状态响应(τ1 = 5, τ2 = 0)

注 5 对于例 3中的CSTR系统,文献 [24-26]的
模糊状态反馈控制器都是基于PDC技术设计的,即
要求控制器与模糊模型分享相同的隶属度函数和规

则数目.但是,本文定理2提出的前提不匹配控制器
的隶属度函数和规则数目可以任意选取.通过选择
较为简单的隶属度函数和较少的规则数,能有效地降
低控制器的设计复杂度和制造成本.

4 结 论

本文研究了同时含有状态时滞和输入时滞的T-
S模糊系统的稳定性分析和控制器的设计问题.其主
要贡献有以下3点:

1) 使用基于辅助函数的积分不等式和二重积分
不等式处理L-K泛函导数中的积分项,得到了保守性
较小的时滞依赖的稳定性条件.

2)通过分段隶属函数方法,充分考虑隶属度函数
的边界信息,给出了更为放松的隶属函数依赖的稳定
性准则.

3) 基于前提不匹配技术,第 1次提出了含状态
和输入时滞的模糊系统的状态反馈控制器的设计方

法.通过为模糊控制器选择更为简单的隶属度函数
和较小的规则数目,有效地降低了控制器的设计复杂
度.
在实际控制系统中,状态有可能不是完全可测

的,因此,对于存在状态时滞和输入时滞的T-S模糊系
统的输出反馈控制的研究很有价值,今后作者将在此
方面作进一步研究.
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