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带有执行器饱和的变时滞Markovian
跳变系统的DOBC控制
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摘 要: 针对一类转移概率部分未知的Markovian跳变系统,考虑系统中存在时变时滞以及执行器饱和的情况,研
究此类系统基于干扰观测器的抗干扰控制 (Disturbance-observer-based-control, DOBC)问题.首先,分析带有扰动
估计误差的闭环系统的随机稳定性,通过构建适当的模态依赖型Lyapunov-Krasovskii(L-K)泛函并引入自由权矩
阵,给出闭环系统的随机稳定性判据;然后,将控制器增益以及观测器增益的求解问题转化为带有线性矩阵不等式
约束的可行性问题,并通过迭代优化算法得到最大吸引域的估计值;最后,通过仿真算例,验证所提出方法的正确
性和有效性.
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Disturbance-observer-based control for Markovian jump systems with
time-varying delay and actuator saturation
GAO Qian1†, GAO Xian-wen1, QI Wen-hai2

(1. College of Information Science and Engineering，Northeastern University，Shenyang 110004，China；2. College
of Engineering, Qufu Normal University，Rizhao 276826，China)

Abstract: This paper is concerned with the problem of the stochastic stability analysis and controller design of the
time-delay Markovian jump system with disturbance and actuator saturation. The stochastic stability problem of the
closed-loop system with disturbance estimation error is analyzed. By constructing the appropriate mode-dependent
Lyapunov-Krasovskii functions and introducing the free-connection weighting matrices, the random stability criterions
of the closed-loop system are given. By transforming it into a feasible problem with linear matrix inequalities, the
gain matrices are acquired. And the estimation of maximized attractive domain is obtained by an iterative optimization
algorithm. Finally, the simulation results show the effectiveness of the proposed method.
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0 引 䀰

在实际生产过程中,由于外部环境变化、子系统
互联改变、内部元件失效与修复等原因,许多系统在
运行时可能出现系统结构突变,例如网络控制系统[1]

制造系统[2]、故障检测系统[3-6]等. Markovian跳变系
统作为一类特殊的混杂切换系统,可以模拟这样的控
制过程,其各模态之间的跳变遵循Markov过程,并受
转移概率支配.实际控制过程中的转移概率很难获
取,并在很大程度上影响着跳变系统的稳定性.因而,
针对转移概率未知的研究成为近年来的研究热点.

扰动广泛存在于实际的控制器运行过程中,并
会降低系统性能,严重的甚至会影响系统的稳定
性.因此,无论在理论研究还是实际应用中,如何抑
制扰动,确保系统的稳定性并实现其性能成为了热
点问题[7-10].目前,抗扰动控制方法主要包括鲁棒控
制、自适应控制、输出调节理论、内模控制和基于干

扰观测器的控制 (DOBC)方法[11-20]等. DOBC方法于
1987年由日本学者Nakao等[21]首次提出,并已经应
用在数控机床[22]、转盘驱动[23]、硬盘[24]、导弹[25]和

飞行控制[26]等系统中. DOBC的基本思想是通过设

收稿日期: 2018-01-24；修回日期: 2018-05-30.
基金项目: 国家自然科学基金项目 (61573088, 61573087, 61433004).
责任编委: 张国山.
†通讯作者. E-mail: gaoqian_lucky@163.com.



1858 控 制 与 决 策 第34卷

计干扰观测器来估计外部扰动,并基于观测器的输
出在前馈通道中予以补偿,进而达到抵消干扰的目
的,可以通过分析动态方程的误差来确保观测器的性
能. Guo等[11]针对一类MIMO非线性系统,在DOBC
框架下考虑了扰动的衰减和抑制问题,并假设未知的
外部扰动由外源系统产生,简化了扰动问题的经典假
设.近几年,针对Markovian跳变系统的抗扰动问题,
利用DOBC方法的研究成果时有报道[15,17,27-29].

在控制系统中,由于物理约束和安全性等原因,
执行器饱和现象也经常发生.近年来,已经出现许多
针对带有执行器饱和的动态系统的稳定性分析和控

制综合的研究.时滞的存在也会影响系统性能,现有
许多研究将DOBC方法应用于时滞系统中[7,19-20,30].
目前,带有执行器饱和与时滞的Markovian跳

变系统的DOBC控制在理论上仍是富有挑战的问
题.首先,带有饱和的Markovian跳变系统的DOBC控
制带来了非线性,增加了控制器系统分析和设计的
难度;其次,不仅要考虑Markovian动态系统的镇定问
题,还要考虑时滞因素带来的影响;再次,时滞和执行
器饱和的互相作用影响Markov过程的动态行为.
本文的研究动机是解决带有执行器饱和的变时

滞Markovian跳变系统的抗干扰控制问题.为充分考
虑扰动特性,本文将扰动作为系统状态的一部分,利
用降阶观测器来估计扰动信号,并假设外部扰动满足
一定的匹配条件,通过控制输入通道进入系统.本文
的主要贡献包括下面两个部分: 1)通过构建模态依
赖型L-K泛函和自由权矩阵方法,给出带有扰动误差
估计的闭环系统随机稳定的充分条件; 2)设计控制
器与观测器,并通过迭代优化算法得到吸引域的最大
估计值.
本文所用符号说明:R表示实数集合;Rn表示n

维实向量空间;Rn×m表示n×m阶实矩阵集合;NT

表示矩阵N的转置;给定概率空间 (Ξ, Υ,Θ), Ξ表示

取样空间,Υ表示事件代数,Θ表示定义在Υ上的事

件概率; E{·}表示随机过程的数学期望; ∥x∥表示向
量x的Euclidean范数;P > 0(⩾ 0)表示矩阵P 是正

定矩阵 (半正定矩阵);为表简化, ∗表示块矩阵中一个
子块的对称部分;如果没有特别说明,则矩阵为适当
维数.

1 问题描述和亴༷知䇶

假设系统状态完全可测,且外部扰动满足匹配条
件,由控制输入通道进入系统.在完全概率空间 (Ξ,

Υ,Θ)下,考虑带有外部扰动和执行器饱和的变时滞

Markovian跳变系统ẋ(t) = A(gt)x(t) +Ad(gt)x(t− τ(t)),

x(t+ θ) = φ1(θ), ∀θ ∈ [−τ, 0].
(1)

其中:x(t) ∈ Rn是状态向量;u(t) ∈ Rm是控制输入;
d(t) ∈ Rr是未知扰动输入;x0、g0、t0分别是系统

的初始状态、初始模态和初始时间; τ(t)是时变方
程,满足 0 < τ(t) ⩽ τ, τ̇(t) ⩽ h, τ和h是已知的实常

标量,φ1(θ)是初始连续的向量值函数,定义在 [−τ, 0]
区间内;σ(·) : Rm → Rm是标准的向量饱和函数,定
义为

σ(u) = [σT(·)1, · · · , σT(·)m]T,

σ(·)q = sign(·) · min{·, 1},

sign(·)为符号函数. Markov链{gt, t ⩾ 0}表示定义在
有限集S = {1, 2, · · · , N}上的一个右连续的Markov
随机过程.
各模态之间的跳变转移概率为

P{gt+∆t = j|gt = i} =πij∆t+ o(∆t), i ̸= j;

1 + πij∆t+ o(∆t), i = j.

其中:∆t ⩾ 0, lim
∆t→0

(o(∆t)/∆t) = 0;πij表示由t时刻

的模态i到t+△t时刻的模态j的跳变转移速率,且满

足i ̸= j时,πij ⩾ 0, πii = −
N∑

j=1,j ̸=i

πij , i, j ∈ S.

本文假设Markovian跳变系统的转移速率部分
未知.为了表述方便,作如下定义.
定义1 ∀i ∈ S,Si = Si

k

∪
Si
uk,其中

Si
k

∆
= {j : πij已知, j ∈ S},

Si
uk

∆
= {j : πij未知, j ∈ S}.

若Si ̸= ∅,则可以进一步表示为

Si
k ≜ {ki1, ki2, · · · , kim}, 1 ⩽ m ⩽ N,

其中kim ∈ S表示集合Si
k中的第m个元素,同时是转

移速率矩阵Π第 i行中序号为kim的第m个已知的转

移速率.
假设1 [1] 扰动输入由如下外源动力系统生成:

ẇ(t) =W (gt)w(t), d(t) = V (gt)w(t). (2)

其中:w(t) ∈ Rm×1是外源系统的状态,W (gt) ∈
Rm×m和V (gt) ∈ R1×m是已知的适维常数矩阵.
注1 工程中的多种扰动可以描述为模型 (2),如

未知常数扰动和未知幅值、相位的谐波扰动[11,31].这
类扰动具有一定的规律,经常重复性地出现于系
统中,可视作影响系统性能的主要扰动,如由执行
机构带来的高频振动等.当W (gt)选取为W (gt) =
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0 c

−c 0

]
, c > 0代表谐波扰动的频率,则d(t)代表已

知频率但是未知幅值和相位信息的谐波扰动.这类
谐波扰动可以描述实际系统中的扰动[32-36].

为了便于描述,定义 gt = i, i ∈ S,并将A(gt)、

Ad(gt)、B(gt)、W (gt)、V (gt)、L(gt)、K(gt)、F (gt)、

P (gt)分别定义为Ai、Adi、Bi、Wi、Vi、Li、Ki、Fi、Pi.
假设 2 [37] (Ai, Bi)是可控的, (Wi, BiVi)是可

观的.
令Fiq是矩阵Fi ∈ im×n的第q行,定义如下对称

多面体:

Ψ(Fi) =

{x(t) ∈ Rn : |Fiqx(t)| ⩽ 1, q = 1, 2, · · · ,m}. (3)

定义2 [38] 对于任意的初始模态g0 ∈ S,在初始
状态x0 ∈ ψ,ψ ⊂ Rn下,存在一个正的标量参数
T (x0, g0)使得

lim
Tf→∞

E
{ w Tf

0
xT(t, x0, g0)x(t, x0, g0)dt

∣∣∣x0, g0} ⩽

T (x0, g0),

则集合ψ ⊂ Rn被称为Markovian跳变系统均方意义
下的吸引域.
定义3 如果每条起始于G中某点的系统轨迹

在任何时间里都保持在G内,则称G为系统的一个不

变集.
对于任意矩阵Pi > 0,定义椭圆

η(Pi) = {x(t) ∈ Rn : xT(t)Pix(t) ⩽ 1}. (4)

令℘是一个对角线上的元素是 0或 1的m×m

对称矩阵集合.假设℘的每一个元素标记为Uv,其中
v = 1, 2, · · · , 2m, U−

v = I − Uv.显然,如果Uv ∈ ℘,可
得U−

v ∈ ℘.
引理 1 [37] 设Ki, Fi ∈ Rm×n为给定的,如果

x(t) ∈ Ψ(Fi),则σ(Kix(t))可以写为

σ(Kix(t)) =

2m∑
v=1

ηv(UvKi + U−
v Fi)x(t), (5)

其中标量ηv满足0 ⩽ ηv ⩽ 1和
2m∑
v=1

ηv = 1, v = 1, 2,

· · · , 2m.
扰动观测器设计为

d̂(t) = Viŵ(t),

ŵ(t) = v(t)− Lix(t),

v̇(t) = (Wi + LiBiVi)(v(t)− Lix(t))+

Li(Aix(t) +Adix(t− τ) +Biu(t)).

(6)

在此基础上, DOBC设计为

u(t) = −d̂(t) +Kix(t). (7)

其中: d̂(t)是d(t)的估计值,用于补偿d(t); v(t)是由式

(6)中第 3个等式给出的辅助变量,可视为观测器状
态;Ki和Li分别是待求的控制器和观测器的增益.
定义扰动估计误差ew(t) = w(t)− ŵ(t),并定义

扩展向量ξ(t) = [xT(t) eT
w(t)]

T.结合引理1和式(3)、
(4)、(6), ∀ξ(t) ∈ Ψ(Fi),且Fi = [F1i, Vi] ∈ Rm×(n+r),
系统饱和项σ(u(t) + d(t))可以表述为

σ(u(t) + d(t)) =

2m∑
v=1

ηv[(UvKi + U−
v F1i)x(t) + View(t)]. (8)

因此,对于任意的ξ(t) ∈ Ψ(Fi),扰动估计误差的动态
方程可以写为

ėw(t) =
2m∑
v=1

ηv[(Wi + LiBiVi)ew(t)+

LiBiU
−
v (F1i −Ki)x(t)]. (9)

进一步,闭环系统方程可以重新描述为

ξ̇(t) =
2m∑
v=1

ηv[Ãiξ(t) + Ãdiξ(t− τ(t))],

ξ(t+ θ) = φ(θ), ∀θ ∈ [−τ, 0]. (10)

其中

Ãi =

Ai +Bi(UvKi + U−
v F1i) BiVi

LiBiU
−
v (F1i −Ki) Wi + LiBiVi

 ,
Ãdi =

[
Adi 0

0 0

]
.

定义4 [34] 如果对于任意的初始模态g0 ∈ S,
初始状态φ ∈ Λ[−τ, 0]和闭环系统的解 ξ(t),闭环系
统均方意义下的吸引域为

ℑ ∆
={
φ ∈ Λ[−τ, 0] : lim

Tf→∞
E
{ w Tf

o
∥ξ(t)∥2dt

}
<∞

}
,

则Xδ ⊂ ℑ是在初始条件下的吸引域估计值.其中

Xδ = {φ ∈ Λ[−τ, 0] : max |φ| ⩽ δ1,max |φ̇| ⩽ δ2},
(11)

标量δ1, δ2 > 0的最大值将在下文中求得.

2 主要结果

2.1 随机稳定性分析

定理1 如果存在对称正定矩阵Pi、Qsi、Qs,对
称矩阵Ri、Rsi,适当维数的矩阵Mpi,使得不等式
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Π11
1i Π12

1i Π13
1i Π14

1i τMT
1i τMT

5i

* Π22
1i Π23

1i Π24
1i τMT

2i τMT
6i

* * Π33
1i Π34

1i τMT
3i τMT

7i

* * * Π44
1i τMT

4i τMT
8i

* * * * −τQ3i 0

* * * * * −τQ3i


< 0; (12)

∑
j∈Si

k

πij(Qsj −Rsi)−Qs ⩽ 0; (13)

Pj −Ri ⩽ 0, Qsj −Rsi ⩽ 0, j ∈ Si
uk, j ̸= i; (14)

Pj −Ri ⩾ 0, Qsj −Rsi ⩾ 0, j ∈ Si
uk, j = i; (15)

η(Pi) ⊂ Ψ(Fi); (16)

对于 i ∈ S, p = 1, 2, · · · , 8, s = 1, 2, 3成立,则闭环系
统(10)是随机稳定的.其中

Π11
1i = PiÃi + ÃT

i Pi +Q1i +Q2i + τQ1 + τQ2+

τ2

2
Q2 +M1i +MT

1i +
∑
j∈Si

k

πij(Pj −Ri),

Π12
1i = PiÃdi −M1i +MT

2i +MT
5i,

Π13
1i =M3i −MT

5i,

Π14
1i = ÃT

i Pi,

Π22
1i = − (1− h)Q1i −M2i −MT

2i +M6i +MT
6i,

Π23
1i = −MT

3i +M7i,

Π24
1i = ÃT

diPi,

Π33
1i = −Q2i −M7i −MT

7i,

Π34
1i = 0,

Π44
1i = − 2Pi.

此外,集合

η1(Pi, Q1i, Q1, Q2i, Q2, Q3i, Q3) ={
φ ∈ Λ[−τ, 0] : φT(0)Piφ(0)+w 0

−τ(t)
φT(s)Q1iφ(s)ds+

w 0

−τ

w 0

θ
φT(s)Q1φ(s)dsdθ+w 0

−τ
φT(s)Q2iφ(s)ds+w 0

−τ

w 0

θ
φT(s)Q2φ(s)dsdθ+w 0

−τ

w 0

θ
φ̇T(s)Q3iφ̇(s)dsdθ+w 0

−τ

w 0

θ

w 0

β
φ̇T(s)Q3φ̇(s)dsdβdθ ⩽ 1

}
(17)

被包含在闭环系统均方意义下的吸引域内.
证明 为使结果有更低的保守性,对闭环系统

(10)选取模态依赖型L-K泛函

V (ξ(t), i) =

ξT(t)Piξ(t) +
w t

t−τ(t)
ξT(s)Q1iξ(s)ds+

w 0

−τ

w t

t+θ
ξT(s)Q1ξ(s)dsdθ+w t

t−τ
ξT(s)Q2iξ(s)ds+w 0

−τ

w t

t+θ
ξT(s)Q2ξ(s)dsdθ+w 0

−τ

w t

t+θ
ξ̇T(s)Q3iξ̇(s)dsdθ+w 0

−τ

w 0

θ

w t

t+β
ξ̇T(s)Q3ξ̇(s)dsdβdθ. (18)

其中Pi, Q1i, Q1, Q2i, Q2, Q3i, Q3 > 0,并且
N∑
j=1

πijQsj ⩽ Qs, s = 1, 2, 3. (19)

因此,函数V (·)的弱无穷小算子为

LV (ξ(t), i) =

2m∑
v=1

ηvξ
T(t)Pi(Ãiξ(t) + Ãdiξ(t− τ(t)))+

2m∑
v=1

ηv(Ãiξ(t) + Ãdiξ(t− τ(t)))
T
Piξ(t)+

ξT(t)

N∑
j=1

πijPjξ(t) + ξT(t)Q1iξ(t)+

N∑
j=1

πij
w t

t−τ(t)
ξT(s)Q1jξ(s)ds−

(1− τ̇(t))ξT(t− τ(t))Q1iξ(t− τ(t))+

τξT(t)Q1ξ(t)−
w t

t−τ
ξT(s)Q1ξ(s)ds+

ξT(t)Q2iξ(t)− ξT(t− τ)Q2iξ(t− τ)+

w t

t−τ
ξT(s)

( N∑
j=1

πijQ2j −Q2

)
ξ(s)ds+

τξT(t)Q2ξ(t) + τ ξ̇T(t)Q3iξ̇(t)−w t

t−τ
ξ̇T(s)Q3iξ̇(s)ds+

τ2

2
ξ̇T(t)Q3ξ̇(t)+

w 0

−τ

w t

t+θ
ξ̇T(s)

( N∑
j=1

πijQ3j −Q3

)
ξ̇(s)dsdθ. (20)

注意到下面的等式对于任意适当维数的矩阵Mpi

(p = 1, 2, · · · , 8)都成立:

2εT(t)M11i

[
ξ(t)− ξ(t−

τ(t))−
w t

t−τ(t)
ξ̇(s)ds

]
= 0,

2εT(t)M21i

[
ξ(t− τ(t))−

ξ(t− τ)−
w t−τ(t)

t−τ
ξ̇(s)ds

]
= 0,
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2[ξT(t)Pi + ξ̇T(t)Pi][−ξ̇(t)+

Ãiξ(t) + Ãdiξ(t− τ(t))] = 0. (21)

其中

ε(t) = [ξT(t) ξT(t− τ(t)) ξT(t− τ) ξ̇T(t)]T,

M11i = [MT
1i MT

2i MT
3i MT

4i]
T,

M21i = [MT
5i MT

6i MT
7i MT

8i]
T.

由于
N∑
j=1

πij = 0,可知存在对称正定矩阵Ri、Rsi(s =

1, 2, 3)使得
N∑
j=1

πijRi =

N∑
j=1

πijRsi = 0. (22)

由式(18)∼ (22)可得

LV (ξ(t), i) ⩽
2m∑
v=1

ηvε
T(t)× [Π2i + τM11iQ

−1
3i M

T
11i+

τM21iQ
−1
3i M

T
21i]ε(t). (23)

其中

Π2i =



Π11
2i Π12

1i Π13
1i Π14

1i τMT
1i τMT

5i

∗ Π22
1i Π23

1i Π24
1i τMT

2i τMT
6i

∗ ∗ Π33
1i Π34

1i τMT
3i τMT

7i

∗ ∗ ∗ Π44
1i τMT

4i τMT
8i

∗ ∗ ∗ ∗ −τQ3i 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −τQ3i


,

Π11
2i = PiÃi + ÃT

i Pi +Q1i +Q2i + τQ1+

τQ2 +
τ2

2
Q3 +M1i +MT

1i+∑
j∈sik

πij(Pj −Ri)+
∑
j∈siuk

πij(Pj −Ri),

Π12
1i、Π

13
1i、Π

14
1i、Π

22
1i、Π

23
1i、Π

24
1i、Π

33
1i、Π

34
1i、Π

44
1i 如定

理1中所述,同时
N∑
j=1

πijQsj −
N∑
j=1

πijRsi −Qs =∑
j∈Si

k

πij(Qsj −Rsi) +
∑

j∈Si
uk

πij(Qsj −Rsi)−Qs ⩽ 0.

(24)

注意到,如果 ∀i ∈ Si
k,由不等式 (12)∼ (14)和

πij ⩾ 0(∀i, j ∈ S, i ̸= j)可以得到Π2i < 0.如果∀i ∈

Si
uk,由不等式 (12)∼ (15)和πii = −

N∑
j=1,j ̸=i

πij < 0也

可以得到Π2i < 0.因此

LV (ξ(t), i) < 0, (25)

这意味着

lim
Tf→∞

E
{ w Tf

o
∥ξ(t)∥2dt

}
<∞.

由等式 (18)和不等式 (25)可知,如果φ(θ) ∈ η1(Pi,

Q1i, Q1, Q2i, Q2, Q3, Q3i),∀θ ∈ [−τ, 0],则

ξT(t)Piξ(t) ⩽ V (ξ(t), i) ⩽

φT(0)Piφ(0) +
w 0

−τ(t)
φT(s)Q1iφ(s)ds+

w 0

−τ

w 0

θ
φT(s)Q1φ(s)dsdθ+

w 0

−τ
φT(s)Q2iφ(s)ds+

w 0

−τ

w 0

θ
φT(s)Q2φ(s)dsdθ+

w 0

−τ

w 0

θ
φ̇T(s)Q3φ̇(s)dsdθ+

w 0

−τ

w 0

θ

w 0

β
φ̇T(s)Q3φ̇(s)dsdθdβ ⩽ 1. (26)

因此,对于任意初始条件在集合 (17)中的闭环系统,
其状态轨迹保持在集合 ξT(t)Piξ(t) ⩽ 1中,也就是
ξ(t) ∈ η(Pi)中.由于η(Pi) ⊂ Ψ(Fi),可以得到ξ(t) ∈
Ψ(Fi).综上所述,部分已知转移速率的闭环系统 (10)
是随机稳定的,集合 (16)被包含在闭环系统均方意义
下的吸引域中. 2
2.2 扰动观测器求解和吸引域估计

定理2 如果存在对称正定矩阵X1i、P2i、U1si、

U2si、U1sij、U2sij ,对称矩阵V1i、V2i、V1si、V2si,适当维
数的矩阵M̃1pi、M̃2pi、Yi、H1i、H2i,使得不等式

Π11
3i Π12

3i Π13
3i Π14

3i Π15
3i Π16

3i Π17
3i

∗ Π22
3i Π23

3i Π24
3i Π25

3i Π26
3i 0

∗ ∗ Π33
3i Π34

3i Π35
3i Π36

3i 0

∗ ∗ ∗ Π44
3i Π45

3i Π46
3i 0

∗ ∗ ∗ ∗ Π55
3i Π56

3i 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Π66
3i 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Π77
3i


< 0, i ∈ Si

k;

(27)

Π̃11
3i Π12

3i Π13
3i Π14

3i Π15
3i Π16

3i Π̃17
3i

∗ Π22
3i Π23

3i Π24
3i Π25

3i Π26
3i 0

∗ ∗ Π33
3i Π34

3i Π35
3i Π36

3i 0

∗ ∗ ∗ Π44
3i Π45

3i Π46
3i 0

∗ ∗ ∗ ∗ Π55
3i Π56

3i 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Π66
3i 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Π̃77
3i


< 0, i /∈ Si

k;

(28)

diag
{ ∑

j∈Si
k

πij(U1sij − V1si)− U1si,
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j∈Si

k

πij(U2sij − V2si)− U2si

}
⩽ 0; (29)


−V1i 0 X1i

∗ P2j − V1i 0

∗ ∗ −X1j

 ⩽ 0,

diag{U1sij − V1si, U2sij − V2si} ⩽ 0, j ∈ Si
uk, j ̸= i;

(30)

diag{X1i − V1i, P2i − V2i} ⩾ 0,

diag{U1sii− V1si, U2sii− V2si} ⩾ 0, j ∈ Si
uk, j = i;

(31)
−X1i 0 V T

iq

∗ −P2i H
T
1iq

∗ ∗ −I

 < 0, q = 1, 2, · · · ,m; (32)

对于∀i ∈ S, P = 1, 2, · · · , 8, S = 1, 2, 3成立,则闭环
系统(10)是随机稳定的.其中

Π11
3i =

Π1111
3i Π1112

3i

∗ Π1122
3i

 ,
Π̃11

3i =

Π̃1111
3i Π1112

3i

∗ Π1122
3i

 ,
Π1111

3i = AiX1i +X1iA
T
i +BiUvYi+

BiU
−
v H1i + Y T

i UvB
T
i +HT

1iU
−
v B

T
i +

U11ii + U12ii + τU11iτU12i+

M̃11i + M̃T
11i + πiiX1i −

∑
j∈Si

k

πijV1i,

Π̃1111
3i = AiX1i +X1iA

T
i +BiUvYi+

BiU
−
v H1i + Y T

i UvB
T
i +HT

1iU
−
v B

T
i +

U11ii + U12ii + τU11i + τU12i+

M̃11i + M̃T
11i −

∑
j∈Si

k

πijV1i,

Π1112
3i = BiVi + [H2iBiU

−
v (H1i − Yi)]

T,

Π1122
3i =

P2iWi +H2iBiVi +WT
i P2i+

V T
i B

T
i H

T
2i + U21ii + U22ii + τU21i+

τU22i + M̃11i + M̃T
11i +

∑
j∈Si

k

πij(P2j − V2i),

Π12
3i = diag{AdiX1i − M̃11i + M̃T

12i + M̃T
15i,

− M̃21i + M̃T
22i + M̃T

25i},

Π13
3i = diag{M̃13i − M̃T

15i, M̃23i − M̃T
25i

},

Π14
3i =

[
Π1411

3i Π1412
3i

Π1421
3i Π1422

3i

]
,

Π1411
3i = X1iA

T
i + Y T

i UvB
T
i +HT

1iU
−
v B

T
i ,

Π1412
3i = BiVi + [H2iBiU

−
v (H1i − Yi)]

T,

Π1421
3i = V T

i B
T
i ,

Π1422
3i =WT

i P2i + V T
i B

T
i H

T
2i,

Π15
3i = diag{τM̃T

11i, τM̃
T
21i},

Π16
3i = diag{τM̃T

15i, τM̃
T
25i},

Π17
3i = [

√
πiki

1
X1i, · · · ,

√
πiki

r−1
X1i,√

πiki
r+1
X1i, · · · ,

√
πiki

m
X1i],

Π̃17
3i = [

√
πiki

1
X1i, · · · ,

√
πiki

m
X1i],

Π22
3i =

diag{−(1− h)U11ii − M̃12i − M̃T
12i + M̃16i + M̃T

16i,

− (1− h)U21ii − M̃22i − M̃T
22i + M̃26i + M̃T

26i},

Π23
3i = diag{−M̃T

13i + M̃17i,−M̃T
23i + M̃27i},

Π24
3i = diag{X1iA

T
di, 0},

Π25
3i = diag{τM̃T

12i, τM̃
T
22i},

Π26
3i = diag{τM̃T

16i, τM̃
T
26i},

Π33
3i = diag{−U12ii − M̃17i − M̃T

17i,

− U22ii − M̃27i − M̃T
27i},

Π34
3i = 0,

Π35
3i = diag{τM̃T

13i, τM̃
T
23i},

Π36
3i = diag{τM̃T

17i, τM̃
T
27i},

Π44
3i = diag{−2X1i,−2P2i},

Π45
3i = diag{τM̃T

14i, τM̃
T
24i},

Π46
3i = diag{τM̃T

18i, τM̃
T
28i},

Π55
3i = diag{−τU13ii,−τU23ii},

Π66
3i = diag{−τU13ii,−τU23ii},

Π77
3i = diag{−X1ki

1
, · · · ,−X1ki

r−1
,

−X1ki
r+1
, · · · ,−X1ki

m
},

Π̃77
3i = diag{−X1ki

1
, · · · ,−X1ki

m
},

F1i = H1iX
−1
1i ,

观测器增益矩阵为Li = P−1
2i H2i,状态反馈控制器增

益矩阵Ki = YiX
−1
1i .

此外,吸引域估计值为Γδ ⩽ 1,其中

Γδ =
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δ21

[
λmax(X

−1
i ) + τλmax(X

−1
i U1iiX

−1
i )+

1

2
τ2λmax(X

−1
i U1iX

−1
i ) + τλmax(X

−1
i U2iiX

−1
i )+

1

2
τ2λmax(X

−1
i U2iX

−1
i )

]
+ δ22

[1
2
τ2λmax×

(X−1
i U3iiX

−1
i ) +

1

6
τ3λmax(X

−1
i U3iX

−1
i )

]
. (33)

证明 令

Pi =

[
P1i 0

0 P2i

]
,

Qsi =

[
Q1si 0

0 Q2si

]
,

Qs =

[
Q1s 0

0 Q2s

]
,

Mpi =

[
M1pi 0

0 M2pi

]
,

X1i = P−1
1i , Xi =

[
X1i 0

0 I

]
,

Yi = KiX1i,

H1i = F1iX1i, H2i = P2iLi,

Usij = XiQsjXi =

[
U1sij 0

0 U2sij

]
,

Usi = XiQsXi =

[
U1si 0

0 U2si

]
,

Vi = XiRiXi =

[
V1i 0

0 V2i

]
,

Vsi = XiRsiXi =

[
V1si 0

0 V2si

]
,

M̃pi = XiMpiXi =

M̃1pi 0

0 M̃2pi

 . (34)

不等式(13)两边同时乘以diag{Xi, Xi, Xi, Xi, Xi,

Xi},可得到

Π11
4i Π12

4i Π13
3i Π14

3i Π15
3i Π16

3i

∗ Π22
4i Π23

3i Π24
3i Π25

3i Π26
3i

∗ ∗ Π33
3i Π34

3i Π35
3i Π36

3i

∗ ∗ ∗ Π44
3i Π45

3i Π46
3i

∗ ∗ ∗ ∗ Π55
3i 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Π66
3i


< 0. (35)

其中

Π11
4i =

Π1111
4i Π1112

3i

∗ Π1122
3i

 ,
Π1111

4i =

AiX1i +X1iA
T
i +BiUvYi +BiU

−
v H1i+

Y T
i UvB

T
i +HT

1iU
−
v B

T
i + U11ii + U12ii+

τU11i + τU12i + M̃11i + M̃T
11i+∑

j∈Si
k

πij(X1iX
−1
1j X1i − V1i),

Π22
4i =

diag{−(1− h)U11ii − M̃12i − M̃T
12i + M̃16i + M̃T

16i,

− (1− h)U21ii − M̃22i − M̃T
22i + M̃26i + M̃T

26i},

Π1112
3i 、Π

1122
3i 、Π

12
3i、Π

13
3i、Π

14
3i、Π

15
3i、Π

16
3i、Π

23
3i、Π

24
3i、

Π25
3i、Π

26
3i、Π

33
3i、Π

34
3i、Π

35
3i、Π

36
3i、Π

44
3i、Π

45
3i、Π

46
3i、Π

55
3i、

Π66
3i 已在定理2中给出.
由于πii < 0, ∀i ∈ S,对不等式 (35)分以下两种

情况处理:
1) 当 i ∈ Si

k时,应用Schur补引理,不等式 (35)等
价于(27);

2) 当 i /∈ Si
k时,应用Schur补引理,不等式 (35)等

价于(28).
不等式 (13)两边同时乘以Xi,可得到不等式

(29).不等式 (14)两边同时乘以Xi,并应用Schur补引
理,可得到不等式 (30).不等式 (15)两边同时乘以Xi,
可得到不等式(31).显然

ξT(t)Piξ(t) ⩽

V (ξ(t), i) ⩽ V (ξ0, g0) ⩽

max
θ∈[−τ,0]

|φ(θ)|2
[
λmax(Pi) + τλmax(Q1i)+

1

2
τ2λmax(Q1) + τλmax(Q2i) +

1

2
τ2λmax(Q2)

]
+

max
θ∈[−τ,0]

|φ̇(θ)|2
[1
2
τ2λmax(Q3i) +

1

6
τ3λmax(Q3)

]
=

Γ (φ, φ̇).

如果集合Γ (φ, φ̇) ⩽ 1,容易得到ξT(t)Piξ(t) ⩽
1,闭环系统状态向量ξ(t)的轨迹由T (φ, φ̇) ⩽ 1开始,
并保持在集合Γ (φ, φ̇) ⩽ 1中.因此,由式 (32)控制约
束满足 |Fiqξ(t) ⩽ 1.吸引域的估计值可由Γ (φ, φ̇) ⩽
1得到,即Γδ ⩽ 1. 2
为了求得最大化吸引域的估计值,引入迭代优

化算法进行求解.定理2的条件是双线性矩阵不等式
(BMIs),无法直接通过线性矩阵不等式求解.可以通



1864 控 制 与 决 策 第34卷

过事先确定的值,解出BMIs.由如下迭代算法[38]得

到最大化初始状态域的估计值.
Step 1:选取适当的非零初始矩阵H2i.
Step 2:求解定理2得到H1i和Yi.
Step 3:由Step 2得到的H1i和Yi求解如下的优化

问题得到H2i:

min r;

s.t.不等式(27) ∼ (32),
β1I 0 I

∗ β1I − P2i 0

∗ ∗ X1i

 ⩾ 0,

β2I − U11ii 0

∗ β2I − U21ii

 ⩾ 0,

β3I − U11i 0

∗ β3I − U21i

 ⩾ 0,

β4I − U12ii 0

∗ β4I − U22ii

 ⩾ 0,

β5I − U12i 0

∗ β5I − U22i

 ⩾ 0,

β6I − U13ii 0

∗ β6I − U23ii

 ⩾ 0,

β7I − U13i 0

∗ β7I − U23i

 ⩾ 0.

其中

r = β1 + τβ2 +
1

2
τ2β3 + τβ4+

1

2
τ2β5 +

1

2
τ2β6 +

1

6
τ3β7.

可求得最大化的吸引域估计值为δmax =
1√
r

.

Step 4: 如果没有 r的进一步改进 (例如 |rnew−
rold| < ε,其中ε是一个非常小的正数),则停止,否则
转入Step 5.

Step 5:由Step 3得到H2i,返回Step 2.

3 仿真算例

在实际的系统中,机械臂系统应用在许多领域
中.考虑单连机械臂[39]如下:

θ̈(t) = − MGL

J
sin(θ(t))− D(t)

J
θ̇(t)+

1

J
σ(u(t) + d(t)).

其中: θ(t)是臂的角位置,u(t)是控制输入, d(t)是未
知的扰动输入,M是有效载荷的质量, J是惯性矩,
G = 9.80是重力加速度,L = 0.5是机械臂的长度,
D(t) = 2是粘滞摩擦.假设M和J有两个不同模态.
设x1(t) = θ(t), x2(t) = θ̇(t)线性化的两个模态的系

统为

ẋ(t) =

 0 1

−4.90M(gt)

J(gt)
− 2

J(gt)

x(t)+
 0

1

J(gt)

σ(u(t) + d(t)).

其中:x(t) = [xT
1 (t) xT

2 (t)]
T; J(gt)和M(gt)依赖于

跳变模态gt, gt = 1, 2, J(1) = 1, J(2) = 5;M(1) =

1,M(2) = 5.
假设扰动 d(t)为式 (2)所描述的初态未知扰动,

且

W1 =W2 =

[
0 0.5

−0.5 0

]
,

V1 = [2.5 0],

V2 = [1.5 0].

令 τ(t) = 0.3(1− sin t),则 τ = 0.6, h = 0.3, τ̇(t) =

−0.3 cos t, Ad1 = Ad2 =

[
0.1 0

0 0.1

]
,部分未知转移速

率矩阵为

[
−1.0 1.0

? ?

]
,这里“?”代表未知元素.求解

定理2,可得

K1 = [−0.209 7 0.068 8],

K2 = [−0.014 1 − 0.000 5],

L1 =

[
9.868 9 0.020 1

0.040 1 4.924 1

]
,

L2 =

[
3.983 1 0.023 1

0.011 5 9.187 9

]
.

直接求解吸引域估计值,得到 r = 72.377 7, δmax =

0.117 5;通过迭代优化算法,得到 r = 0.822 8, δmax

= 1.102 5.初始模态gt = 1,系统的初始状态x(0) =

[0.3 − 0.3]T.
系统模态为Markov过程的随机切换规律,见图

1.图2为开环系统的状态轨迹,由图2可知系统是不
稳定的.图3为闭环系统的状态轨迹,由图3看出系统
状态可以收敛到原点,表示系统是随机稳定的.图 4
描述了扰动的估计误差,表明所给扰动观测器的有效
性.这4幅图说明了DOBC方法对带有执行器饱和的
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变时滞Markovian跳变系统的抗干扰控制是有效的.
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图 1 系统模态
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图 2 开环系统状态轨迹

0 5 10 15 20

#$ /s

!
"

x
t(
)

x1

x2

-0.7

-0.5

-0.3

-0.1

0.1

0.3

图 3 闭环系统状态轨迹
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图 4 输入扰动的估计误差

4 结 论

本文基于干扰观测器研究了带有执行器饱和的

变时滞Markovian跳变系统的抗干扰控制问题.首先,
建立适当的模态依赖型L-K泛函,并引入自由权矩阵
方法,得到了带有扰动估计误差的闭环系统随机稳定
的充分条件;然后,利用线性矩阵不等式技术,得到了
求解控制器和观测器增益的线性矩阵不等式条件,并
使用迭代优化算法得到吸引域的最大估计值;最后,
通过仿真验证了所得结果的正确性和所提方法的有

效性,当系统同时存在扰动、时滞和执行器饱和时,该
方法有效确保了系统的稳定性和控制精度.
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