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简化高阶强跟踪容积卡尔曼滤波及其在组合导航中的应用

郝顺义, 卢 航†, 魏 翔, 许明琪
(空军工程大学航空工程学院，西安 710038)

摘 要: 针对传统容积卡尔曼滤波 (CKF)在面对系统模型失配和状态突变滤波精度下降的问题,将强跟踪滤波器
(STF)和高阶容积卡尔曼滤波 (HCKF)相结合,提出一种简化高阶强跟踪容积卡尔曼滤波 (RHSTCKF)算法.该算
法具有比传统CKF更高的滤波精度,并且利用滤波模型的特点,简化HCKF的计算步骤,同时在HCKF中引入多重
渐消因子增强算法的自适应性和应对状态突变的能力.将所提算法应用到SINS/GPS组合导航系统中进行仿真实
验,结果表明, RHSTCKF可以准确估计出突变状态的真实值,能够抑制滤波器状态异常的干扰,滤波性能明显优于
HCKF,能够提高组合导航系统的自适应性和定位精度.
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Reduced high-degree strong tracking cubature Kalman filter and its
application in integrated navigation system
HAO Shun-yi, LU Hang†, WEI Xiang, XU Ming-qi

(Aeronautics Engineering College，Air Force Engineering University，Xi’an 710038，China)

Abstract: Focusing on the problem that the filtering precision of the traditional cubature Kalman filter (CKF) decreases
under the condition that a system model mismatches and sudden changes of state happen, an algorithm called reduced
high-degree strong tracking cubature Kalman filter (RHSTCKF) is proposed, which combines the strong tracking filter
with high-degree cubature Kalman filter. The algorithm has higer filtering precision than the traditional CKF, simplifying
caculation steps by using the characteristics of the filtering model, and strengthening adaptivity and the ability of sudden
changes by introducing the suboptimal multiple fading factor. The proposed algorithm is applied to the SINS/GPS
integrated navigation system, and the simulation results show that the RHSTCKF can accurately estimate true value
although the state has sudden changes, restrain the interference when filters have abnormal states, obviously improve the
filter performance, and enhance the adaptivity and the positional accuracy of the integrated navigation system.
Keywords: high-degree cubature Kalman filter；strong tracking filter；suboptimal multiple fading factor；SINS/GPS
integrated navigation

0 引 䀰

在组合导航系统定位中,高精度的滤波算法对
导航定位的解算精度有重要影响[1].组合导航系统
模型本质上是非线性的,它能够准确反映实际系统
的性能和特点,此时传统的卡尔曼滤波 (KF)已经不
再适用[2].为了解决非线性模型的状态估计问题,扩
展卡尔曼滤波 (EKF)提供了一种解决思路,其基本思
想是计算当前状态的一阶泰勒级数展开式,对非线
性系统进行线性化处理,但是其滤波精度只能达到
1阶.当模型具有较强非线性时,往往存在较大的截

断误差,并且EKF需要计算繁琐的 Jacobian矩阵,不
利于实际工程应用[2-3].文献 [4]基于蒙特卡洛确定性
采样的思想,提出了基于无迹变换 (UT)的无迹卡尔
曼滤波 (UKF),其滤波精度可以达到2阶.但是, UKF
需要合理地调节参数因子才能选择出有效的Sigma
点,同时,在高维系统中UKF容易出现数值不稳定的
现象,这限制了其的应用范围[3-4];针对高维系统的状
态估计问题, Arasaratnam等[5]提出了容积卡尔曼滤

波算法 (CKF),其核心思想是通过3阶球面-径向容积
规则选取一定数量的容积点,然后通过非线性方程传
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播这些点来进行状态估计,其精度可达3阶.与EKF
和UKF相比, CKF是一种更优越的非线性滤波算法,
能够满足实际工程中对精度、稳定性和实时性等方

面的需求[3-4, 6].然而, CKF也存在一些缺点,其滤波精
度只能达到3阶,因此许多学者在3阶球面-径向容积
规则的基础上推导了高阶球面-径向容积规则,并提
出了高阶容积卡尔曼滤波 (HCKF)[7-9].文献 [8-9]将
HCKF应用到目标跟踪等非线性模型当中,获得了比
传统CKF更高的滤波精度;文献 [10]将HCKF应用于
SINS的非线性自对准问题中,得到了高于传统CKF
的对准精度.但是,非线性滤波存在自适应性差和跟
踪能力弱的问题,当系统受到模型误差、状态突变等
影响时,滤波器容易出现估计精度下降甚至发散的现
象.强跟踪滤波器 (STF)通过在预测协方差阵中引入
一个强跟踪渐消因子,实时调节滤波增益矩阵,使滤
波器在面对模型不确定性、状态突变等情况时具有

较强的自适应性和跟踪能力[11-14].
对此,本文以STF作为滤波器的基本理论框架,

将具有高精度的HCKF与STF相结合,采用数值稳定
性更高的SVD分解代替传统的 chol分解,在系统量
测方程为线性时,推导出一种无需计算 Jacobian矩阵
的简化高阶强跟踪容积卡尔曼滤波 (RHSTCKF)算
法,只需进行一次容积变换即可完成全部滤波过程.
最后,通过不同情况下的仿真实验验证了所提算法的
有效性.

1 非线性组合导航模型

GPS / SINS组合导航系统采用松组合模型,以
SINS中的姿态、速度、位置以及惯性传感器的误差方
程作为非线性滤波模型的状态方程,以SINS和GPS
输出的速度、位置误差作为量测值.

1.1 组合导航系统状态方程

SINS的姿态、速度、位置非线性误差方程[10]为

ϕ̇ = C−1
ϕ ((I −Cp

n)ω̃
n
in +Cp

nδω
n
in −Cp

b δω
b
ib),

δv̇n = (Cp
n − I)Cn

b f
b +Cp

b δf
b + (2δωn

ie+

δωn
en)× vn − (2ωn

ie + ωn
en)× δvn + δgn,

δL̇ =
δvnN

R̃M + h̃
,

δλ̇ =
δvnE

R̃N + h̃
secL+ δL

vpE
R̃N + h̃

tan L̃ sec L̃,

δḣ = δvU .

(1)

其中:C−1
ϕ 的表达式为

C−1
ϕ =

1

cosϕx


cosϕx cosϕy 0 sinϕy cosϕx

sinϕx sinϕy cosϕx − sinϕx cosϕy

− sinϕy 0 cosϕy

 , (2)

Cp
b 为载体系 b到计算导航坐标系 p的坐标变换矩

阵,Cp
n为理想导航坐标系n到计算导航坐标系p的坐

标变换矩阵; ω̃n
in为导航坐标系相对于惯性坐标系的

角速度在计算导航坐标系上的投影, δωn
in为导航坐

标系的计算误差; δωb
ib为陀螺的测量误差, δωb

ib由陀

螺常值漂移εb = [εbx εby εbz]
T和陀螺随机漂移ωg =

[ωgx ωgy ωgz]
T构成,ωg为零均值的高斯白噪声;vp

为速度计算值, δvn为速度计算误差; f̃ b为加速度计

真实测量值, δf b为加速度计的测量误差;ωp
en为导航

坐标系相对于地球坐标系的角速度在计算导航坐标

系的投影, δωn
en为ωp

en的计算误差;ωp
ie为地球自转角

速度在计算导航坐标系的投影, δωn
ie为ωp

ie的计算误

差; δf b由加速度计常值零偏∇b = [∇bx ∇by ∇bz]
T

和加速度计随机漂移ωa = [ωax ωay ωaz]
T构成,ωa

为零均值的高斯白噪声; δL、δλ、δh分别为纬度误差、
经度误差和高度误差.

εb和∇b通常由随机常数来表示,可以得到惯性
器件的误差方程,表示为ε̇bx = 0, ε̇by = 0, ε̇bz = 0;

∇̇bx = 0, ∇̇by = 0, ∇̇bz = 0.
(3)

选取15维状态向量
X = [ϕx ϕy ϕz δvx δvy δvz δL

δλ δh εx εy εz ∇x ∇y ∇z]
T,

因此可由式 (1)和 (3)构成SINS/GPS组合导航系统的
状态方程

Ẋ = f(X) +w. (4)

其中:f(·)为非线性函数,w为系统噪声.

1.2 组合导航系统量测方程

选取SINS和GPS两者输出的速度信息、位置信
息的差值作为滤波器的量测值,所以

Z = [δvx δvyδvz δL δλ δh]T,

则SINS / GPS组合导航系统的量测方程为
Z = HX + v. (5)

其中:观测矩阵H = [06×3 I6×6 06×6],v为量测噪

声.

2 简化高阶强跟踪容积卡尔曼滤波

考虑如下离散非线性系统:xk = f(xk−1) +wk,

zk = h(xk) + vk.
(6)
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其中:xk ∈ Rn和zk ∈ Rm分别为系统状态向量和量

测向量;f(·)和h(·)为已知的非线性函数;wk和vk为

不相关的零均值高斯白噪声,满足E[ωkω
T
l ] = Qkδkl

和E[vkvT
l ] = Rkδkl, δkl为狄拉克函数;初始状态x0

与wk和vk不相关.

2.1 强跟踪滤波原理

STF原理是通过在预测协方差矩阵Pk|k−1中引

入一个多重渐消因子阵λk,以达到在线调整增益矩
阵Kk的目的.滤波器需要满足如下条件:E[(xk − x̂k)(xk − x̂k)

T] = min;
E[εk+iε

T
k ] = 0, k = 1, 2, · · · , i = 1, 2, · · · .

(7)

式(7)使滤波器满足最小方差估计性能指标的同
时,强迫滤波器的残差序列时刻保持正交,这样可以
充分提取残差序列当中的有效信息,克服了滤波器在
遇到模型不确定或者状态突变等情况导致滤波器性

能下降的问题[13],使得强跟踪滤波器对模型不确定
性有较强的自适应性,对状态突变有较强的跟踪能
力.

2.2 次优渐消因子计算

由文献 [15]可知,多重渐消EKF的渐消因子阵次
优解法如下:

λk = diag[λ1
k λ2

k · · · λn
k ]; (8)

λi
k = max

(
1,

[αitrNk]
n∑

i=1

αiM
ii
k

)
; (9)

Nk = Vk −HkQk−1H
T
k −Rk; (10)

Mk = Fk|k−1Pk−1|k−1F
T
k|k−1H

T
k Hk; (11)

Fk|k−1 =
∂hk(xk)

∂xk
|xk=x̂k

;

Hk =
∂hk(xk)

∂xk
|xk=x̂k−1

;

(12)

ek = zk −Hkx̂k|k−1; (13)

Vk =


e1e

T
1 , k = 0;

ρVk−1 + eke
T
k

1 + ρ
, k > 0.

(14)

其中:λk为渐消因子阵,λk的各个元素对应各状态的

渐消因子,相比于传统的单渐消因子,本文引入的多

重渐消因子阵包含多个渐消因子,对不同的状态采
用不同的渐消速率进行调整,可以提高滤波的强跟
踪能力[15];αi为可调参数;Fk|k−1为f(x)在 x̂k−1|k−1

处的 Jacobian矩阵,Hk为h(x)在 x̂k|k−1处的雅各布

矩阵,Nk、Mk和Vk均为计算过程参数矩阵; ek为

残差向量; ρ为遗忘因子,取 ρ = 0.95.由式 (12)可
知, MSTEKF在求取次优渐消因子阵时,分别对状态
方程和量测方程进行了一阶泰勒级数展开,这会导致
计算量大幅增加.为了在STF滤波框架下建立强跟
踪CKF算法,需要将非线性状态函数和量测函数的
一阶泰勒级数展开式进行等价描述,以寻找一种无需
计算Jacobian矩阵的高阶强跟踪CKF滤波算法.通常
Qk−1为正定的对称矩阵,则矩阵P l

k|k−1的逆矩阵一

定存在,P x
k|k−1和Hk可以等价表示为

P x
k|k−1 =

Fk|k−1Pk−1|k−1F
T
k|k−1 =

2n2∑
i=0

ωi(X
∗
i,k|k−1−x̂k|k−1)(X

∗
i,k|k−1− x̂k|k−1)

T,

(15)

Hk = [P l
xz,k|k−1]

T[P l
k|k−1

−1
]T. (16)

将式(15)和(16)代入(10)和(11),Mk、Nk可表示为

Mk = P x
k|k−1[P

l
k|k−1

−1
][P l

xz,k|k−1]·

[P l
xz,k|k−1]

T[P l
k|k−1

−1
]T, (17)

Nk = Vk − [P l
xz,k|k−1]

T[P l
k|k−1

−1
]TQk−1·

[P l
k|k−1

−1
][P l

xz,k|k−1]−Rk, (18)

将式(17)、(18)分别代替式(10)、(11),即可得到STF算
法在非线性系统中多重渐消因子阵的次优解法.

2.3 RHSTCKF算法

在高斯近似贝叶斯滤波框架下, HCKF相比于3
阶CKF在容积点的数量、权值和选取策略这3个方
面存在不同, HCKF算法的具体推导过程可以参见文
献 [9].在很多导航系统应用中,量测方程通常为线性
方程,鉴于此,本文在状态方程为非线性,量测方程为
线性的基础上,提出了简化高阶CKF算法 (RHCKF),
RHCKF的具体推导过程如下.

1)

2n2∑
i=0

ωi(X
l
i,k|k−1 − x̂k|k−1)(X

l
i,k|k−1 − x̂k|k−1)

T = P l
k|k−1,

2n2∑
i=0

ωi(X
l
i,k|k−1 − x̂k|k−1)(X

l
i,k|k−1 − x̂k|k−1)

T =

2n2∑
i=0

ωi(S
l
k|k−1ξi)(S

l
k|k−1ξi)

T =
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ω0(S
l
k|k−1ξ1)(S

l
k|k−1ξ1)

T +

n(n−1)∑
i=1

ω1(S
l
k|k−1ξi)(S

l
k|k−1ξi)

T+

2n(n−1)∑
i=n(n−1)+1

ω1(S
l
k|k−1ξ1)(S

l
k|k−1ξ1)

T +
2n2∑

i=2n(n−1)+1

ω2(S
l
k|k−1ξi)(S

l
k|k−1ξi)

T =

Sl
k|k−1

[
ω0(ξ1ξ

T
1 ) +

n(n−1)∑
i=1

ω1(ξiξ
T
i ) +

2n(n−1)∑
i=n(n−1)+1

ω1(ξiξ
T
i ) +

2n2∑
i=2n(n−1)+1

ω2(ξiξ
T
i )

]
︸ ︷︷ ︸

A

Sl
k|k−1

T
.

A可以进一步表示为

A = ω0(ξ1ξ
T
1 ) +

n(n−1)∑
i=1

ω1(ξiξ
T
i ) +

2n(n−1)∑
i=n(n−1)+1

ω1(ξiξ
T
i ) +

2n2∑
i=2n(n−1)+1

ω2(ξiξ
T
i ) =

ω1

n(n−1)∑
i=1

(ξiξ
T
i ) + ω1

2n(n−1)∑
i=n(n−1)+1

(ξiξ
T
i ) + ω2

2n2∑
i=2n(n−1)+1

(ξiξ
T
i ) =

ω1

n(n−1)
2∑

i=1

(
√
n+ 2s+i )(

√
(n+ 2)s+i )

T + ω1

n(n−1)∑
i=

n(n−1)
2 +1

(−
√
n+ 2s+

i−n(n−1)
2

)(−
√
(n+ 2)s+

i−n(n−1)
2

)T+

ω1

3n(n−1)
2∑

i=n(n−1)+1

(
√
n+ 2s−i−n(n−1))(

√
(n+ 2)s−i−n(n−1))

T+

ω1
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i=

3n(n−1)
2 +1

(−
√
n+ 2s−

i− 3n(n−1)
2

)(−
√

(n+ 2)s−
i− 3n(n−1)

2

)T+

ω2

n(2n−1)∑
i=2n(n−1)+1

(
√
n+ 2ei−2n(n−1))(

√
(n+ 2)ei−2n(n−1))

T+

ω2

2n2∑
i=n(2n−1)+1

(−
√
n+ 2ei−n(2n−1))(−

√
(n+ 2)ei−n(2n−1))

T =

ω1(n+ 2)
( n(n−1)

2∑
i=1

(s+i )(s
+
i )

T +

n(n−1)∑
n(n−1)

2 +1

(s+
i−n(n−1)

2

)(s+
i−n(n−1)

2

)T
)
+

ω1(n+ 2)
( 3n(n−1)

2∑
i=n(n−1)+1

(s−i−n(n−1))(s
−
i−n(n−1))

T +

2n(n−1)∑
3n(n−1)

2 +1

(s−
i− 3n(n−1)

2

)(s−
i− 3n(n−1)

2

)T
)
+

ω2(n+ 2)
( n(2n−1)∑

i=2n(n−1)+1

(ei−2n(n−1))(ei−2n(n−1))
T +

2n2∑
i=n(2n−1)+1

(ei−n(2n−1))(ei−n(2n−1))
T
)
=

2ω1(n+ 2)

n(n−1)
2∑

i=1

(s+i )(s
+
i )

T

︸ ︷︷ ︸
B

+ 2ω1(n+ 2)

n(n−1)
2∑

i=1

(s−i )(s
−
i )

T

︸ ︷︷ ︸
C

+ 2ω2(n+ 2)
n∑

i=1

(ei)(ei)
T

︸ ︷︷ ︸
D

=

2ω1(n+ 2)(B +C) + 2ω2(n+ 2)D,

B +C可以表示为

B +C =

n(n−1)
2∑

i=1

(s+i )(s
+
i )

T +

n(n−1)
2∑

i=1

(s−i )(s
−
i )

T =

n(n−1)
2∑

i=1

((s+i )(s
+
i )

T + (s−i )(s
−
i )

T),

D可以表示为

D =
n∑

i=1

eie
T
i .

由式(26)可知,点集{s+j }和{s
−
j }分别为

{s+i } =
{√1

2
(el + ek) : l < k, l, k = 1, 2, · · · , n

}
,
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{s+i } =
{√1

2
(el + ek) : l < k, l, k = 1, 2, · · · , n

}
.

其中: el为n维单位矢量,第 l元素为1; ek为n维单位

矢量,第k个元素为1.
进一步可以得到

D =

n∑
i=1

eie
T
i = En×n,

B +C =

n(n−1)
2∑

i=1

[(el + ek)(el + ek)
T(el − ek)(el − ek)

T

2

]
.

其中

el + ek =



...
1l

...
1k

...


n×1

,

(el − ek)(el − ek)
T =



...
1l

...
−1k

...


n×1

.

可得

(el + ek)(el + ek)
T =

...
1l

...
1k

...


[· · · 1l · · · 1k · · · ] =



0 · · · 0

1(l,l) 1(l,k)

...
. . .

...
1(k,l) 1(k,k)

0 · · · 0


n×n

,

(el − ek)(el − ek)
T =

...
1l

...
−1k

...


[· · · 1l · · · − 1k · · · ] =



0 · · · 0

1(l,l) −1(l,k)
...

. . .
...

−1(k,l) 1(k,k)

0 · · · 0


n×n

,

(el + ek)(el + ek)
T + (el − ek)(el − ek)

T =

0 · · · 0

2(l,l) 0
...

. . .
...

0 2(k,k)

0 · · · 0


n×n

.

因此有

B +C =

n(n−1)
2∑

i=1



0 · · · 0

1(l,l) 0
...

. . .
...

0 1(k,k)

0 · · · 0


n×n

,

其中 l < k(l, k = 1, 2, · · · , n),此时 l、k共有
n(n− 1)

2
种选择方案,等于 i点的个数.本文计算 i、l、k的策略

为

i =
k2 − k + 2

2
− l.

可以发现,当满足上式的计算策略时,B +C = (n −
1)En×n,则此时

A = 2ω1(n+ 2)(B +C) + 2ω2(n+ 2)D =

2

(n+ 2)2
(n+ 2)(n− 1)En×n+

2(4− n)

2(n+ 2)2
(n+ 2)En×n = En×n.

即可得证
2n2∑
i=0

ωi(X
l
i,k|k−1 − x̂k|k−1)(X

l
i,k|k−1 − x̂k|k−1)

T =

Sl
k|k−1ASl

k|k−1

T
=

Sl
k|k−1S

l
k|k−1

T
= P l

k|k−1.

2)量测方程为线性时

ẑk|k−1 = Hkx̂k|k−1,

Pzz,k|k−1 = HkP
l
k|k−1H

T
k +Rk,

Pxz,k|k−1 = P l
k|k−1H

T
k .

已知滤波模型的量测方程为

Zl
i,k|k−1 = HkX

l
i,k|k−1.

计算k时刻的量测预测值 ẑk|k−1为
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ẑk|k−1 =
2n2∑
i=0

ωiZ
l
i,k|k−1 = Hk

2n2∑
i=0

ωiX
l
i,k|k−1 =

Hkω0X
l
0,k|k−1 +Hk

2n(n−1)∑
i=1

ω1X
l
i,k|k−1 +Hk

2n2∑
i=2n(n−1)+1

ω2X
l
i,k|k−1 =

Hk
2

n+ 2
X l

0,k|k−1 +Hk
1

(n+ 2)2

2n(n−1)∑
i=1

X l
i,k|k−1 +Hk

4− n

2(n+ 2)2

2n2∑
i=2n(n−1)+1

X l
i,k|k−1 =

Hk
2

n+ 2
(Sl

k|k−1ξ0 + x̂k|k−1) +Hk
1

(n+ 2)2

2n(n−1)∑
i=1

(Sl
k|k−1ξi + x̂k|k−1)+

Hk
4− n

2(n+ 2)2

2n2∑
i=2n(n−1)+1

(Sl
k|k−1ξi + x̂k|k−1) =

Hk
2

n+ 2
(Sl

k|k−1ξ0 + x̂k|k−1) +Hk
1

(n+ 2)2

( 2n(n−1)∑
i=1

(Sl
k|k−1ξi) +

2n(n−1)∑
i=1

x̂k|k−1

)
+

Hk
4− n

2(n+ 2)2

( 2n2∑
i=2n(n−1)+1

(Sl
k|k−1ξi) +

2n2∑
i=2n(n−1)+1

x̂k|k−1

)
=

Hk

( 2

n+ 2
(Sl

k|k−1ξ0 + x̂k|k−1) +
1

(n+ 2)2

2n(n−1)∑
i=1

x̂k|k−1 +
4− n

2(n+ 2)2

2n2∑
i=2n(n−1)+1

x̂k|k−1

)
=

Hk

( 2

n+ 2
x̂k|k−1 +

2n(n− 1)

(n+ 2)2
x̂k|k−1 +

2n(4− n)

2(n+ 2)2
x̂k|k−1

)
= Hkx̂k|k−1.

结合1)中证明结论,可以得到

Pxz,k|k−1 =

2n2∑
i=0

ωi(Xi,k|k−1 − x̂k|k−1)(Zi,k|k−1 − ẑk|k−1)
T =

2n2∑
i=0

ωi(Xi,k|k−1 − x̂k|k−1)(HkX
l
i,k|k−1 −Hkx̂k|k−1)

T =

( 2n2∑
i=0

ωi(Xi,k|k−1 − x̂k|k−1)(X
l
i,k|k−1 − x̂k|k−1)

T
)
HT

k = P l
k|k−1H

T
k ,

Pzz,k|k−1 =

2n2∑
i=0

ωi(Zi,k|k−1 − ẑk|k−1)(Zi,k|k−1 − ẑk|k−1)
T +Rk =

2n2∑
i=0

ωi(HkX
l
i,k|k−1 − ẑk|k−1)(HkX

l
i,k|k−1 − ẑk|k−1)

T +Rk =

2n2∑
i=0

ωi(HkX
l
i,k|k−1 −Hkx̂k|k−1)(HkX

l
i,k|k−1 −Hkx̂k|k−1)

T +Rk =

2n2∑
i=0

ωi(HkX
l
i,k|k−1 −Hkx̂k|k−1)(HkX

l
i,k|k−1 −Hkx̂k|k−1)

T +Rk =

Hk

( 2n2∑
i=0

ωi(X
l
i,k|k−1 − x̂k|k−1)(X

l
i,k|k−1 − x̂k|k−1)

T
)
HT

k +Rk =

HkP
l
k|k−1H

T
k +Rk.

综上, k时刻的量测预测值 ẑk|k−1、量测误差协方

差阵Pzz,k|k−1和预测互相关协方差阵Pxz,k|k−1可以

简单地表示为

ẑk|k−1 =

2n∑
i=1

ωiZ
l
i,k|k−1 = Hkx̂k|k−1, (19)

Pzz,k|k−1 = HkPk|k−1H
T
k +Rk, (20)

Pxz,k|k−1 = Pk|k−1H
T
k . (21)

结合 2.2节中次优渐消因子的计算公式, RHSTCKF
算法流程可以总结如下.
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Step 1:滤波器初始化.X̂0 = E[X0],

P0 = E[(X0 − X̂0)(X0 − X̂0)
T].

(22)

Step 2:时间更新过程.
Step 2.1:计算容积点Xi,k−1|k−1, i = 0, · · · , 2n2,

采用具有更高数值稳定性的 SVD分解代替传统的
chol分解.该方法没有要求协方差矩阵满足对称性和
正定性的条件,这样可以更好地解决协方差矩阵病态
条件的问题,使得整个算法具有更高的数值稳定性和
滤波精度.对协方差矩阵Pk−1|k−1使用SVD分解,即

Pk−1|k−1 = Uk−1Sk−1V
T
k−1, (23)

Xi,k−1|k−1 = Uk−1|k−1

√
siξi + x̂k−1|k−1. (24)

其中:U ∈ Rm×m,V ∈ Rn×n,S = diag(s1, · · · , sr),
s1 ⩾ s2 ⩾ s3 ⩾ · · · ⩾ sr ⩾ 0,均表示矩阵Pk−1|k−1的

奇异值. ξi表示求积分点集,当采用五阶容积准则时,
共有2n2 + 1个求积分点,其具体表达式[8-9]为

[0, · · · , 0T], i = 0;√
(n+ 2)s+i , i = 1, 2, · · · , n(n− 1)

2
;

−
√
(n+ 2)s+

i−n(n−1)
2

,

i =
n(n− 1)

2
+ 1, · · · , n(n− 1);√

(n+ 2)s−i−n(n−1),

i = n(n− 1) + 1, · · · , 3n(n− 1)

2
;√

(n+ 2)s−
i− 3n(n−1)

2

,

i =
3n(n− 1)

2
+ 1, · · · , 2n(n− 1);√

(n+ 2)ei−2n(n−1),

i = 2n(n− 1) + 1, · · · , n(2n− 1);

−
√
(n+ 2)ei−n(2n−1),

i = n(2n− 1) + 1, · · · , 2n2;

(25)

ei表示n维单位向量,第i个元素为1,n为系统的状态
维数; s+i 、s

−
i 的具体表达式为

s+i =

√
1

2
(el + ek), s

−
i =

√
1

2
(el − ek),

l < k, l, k = 1, 2, · · · , n. (26)

Step 2.2:计算经状态方程传递后的容积点
X∗

i,k|k−1 = f(Xi,k−1|k−1). (27)

Step 2.3:计算k时刻的状态一步预测

x̂k|k−1 =
2n2∑
i=0

ωi(X
∗
i,k|k−1), (28)

其中ωi为容积点的权值,表示为



ω0 =
2

n+ 2
, i = 0;

ω1 =
1

(n+ 2)2
, i = 1, 2, · · · , 2n(n− 1);

ω2 =
4− n

2(n+ 2)2
, i = 2n(n− 1) + 1, · · · , 2n2.

(29)

Step 2.4:计算k时刻未引入渐消因子的预测误差

协方差阵

P l
k|k−1 =

2n2∑
i=0

ωi(X
∗
i,k|k−1 − x̂k|k−1)·

(X∗
i,k|k−1 − x̂k|k−1)

T +Qk−1. (30)

Step 3:量测更新过程.
Step 3.1:计算更新后的状态容积点

X l
i,k|k−1 = Sl

k|k−1ξi + x̂k|k−1, (31)

其中P l
k|k−1 = Sl

k|k−1(S
l
k|k−1)

T.
Step 3.2:计算经过量测方程传递的容积点

Zl
i,k|k−1 = HkX

l
i,k|k−1. (32)

Step 3.3:计算k时刻的测量预测值

ẑk|k−1 =
2n2∑
i=0

ωiZ
l
i,k|k−1 = Hkx̂k|k−1. (33)

Step 3.4:计算k时刻未引入渐消因子的量测误差

协方差阵P l
zz,k|k−1和未引入渐消因子的预测互相关

协方差阵P l
xz,k|k−1:

P l
zz,k|k−1 = HkP

l
k|k−1H

T
k +Rk, (34)

P l
xz,k|k−1 = P l

k|k−1H
T
k . (35)

Step 3.5: 计算次优渐消因子.由矩阵论知识可
知,对角元素不相等的对角矩阵左乘对称正定矩阵
的结果不一定为对称矩阵.文献 [15]在预测误差协
方差阵Pk|k−1中引入了一个多重渐消因子阵,随着
滤波迭代次数的增加,Pk|k−1将会逐渐失去对称正定

性.为了解决这个问题,本文在Pk|k−1中引入两个多

重渐消因子阵,形式如下:
Pk|k−1 = λkP

x
k|k−1λ

′
k +Qk−1. (36)

当滤波模型的量测方程为线性,结合2.2节提出
的次优渐消因子求解方法,得到RHSTCKF算法中的
渐消因子阵次优解法为

λi
k = max

(
1,

αitr[Nk]
n∑

i=1

αiM
ii
k

)
, (37)

Nk = Vk −HkQk−1H
T
k −Rk, (38)

Mk = P x
k|k−1H

T
k Hk. (39)

Step 3.6:计算k时刻引入渐消因子的量测误差协
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方差阵Pzz,k|k−1和引入渐消因子的预测互相关协方

差阵Pxz,k|k−1:
Pzz,k|k−1 = HkPk|k−1H

T
k +Rk, (40)

Pxz,k|k−1 = Pk|k−1H
T
k . (41)

Step 4:滤波更新过程.计算k时刻的滤波增益矩

阵Kk、滤波状态值x̂k|k和协方差阵Pk|k:
Kk = Pxz,k|k−1P

−1
zz,k|k−1, (42)

x̂k|k = x̂k|k−1 +Kk(zk − ẑk|k−1), (43)
Pk|k = Pk|k−1 −KkPzz,k|k−1K

T
k . (44)

值得说明的是,文献 [15]在求得引入渐消因子
的状态预测协方差阵Pk|k−1后,需要再一次进行UT
变换,以求得引入渐消因子的量测误差协方差阵
Pzz,k|k−1和预测互相关协方差阵Pxz,k|k−1,计算量迅
速增大,不便于工程应用.文献 [13]指出,文献 [16-17]
中强跟踪UKF存在无法满足式 (9)的问题,并提出了
一种改进的强跟踪UKF算法,整个算法只需要进行
两次UT变换,减少了计算量的同时还满足式 (9)的要
求.文献 [12]在文献 [13]的基础上进一步分析了当量
测方程为线性时,其算法中的次优渐消因子作用效果
与文献 [13]所提算法是一致的,同样满足STF的两个
条件.根据上述结论,本文所提的RHSTCKF只需进
行一次容积点变换即可满足STF算法的两个条件,同
时还保留了HCKF高精度的优势.

3 仿真实验

设置载体的初始位置为东经108 ◦,北纬34 ◦,高
度 400 m;载体初始速度大小为 0 m / s,方向正北;
SINS的初始位置误差为 10 m,初始速度误差为 0.5
m / s,东向、北向初始失准角为1 ◦,天向失准角为10 ◦.
GPS的水平位置误差均方根为10 m,高度误差均方
根为10 m,速度误差均方根为0.5 m / s. SINS的解算
周期为0.01 s, GPS信号采样周期为0.1 s.载体经过加
速、匀速、右转、左盘旋、爬升、下降、减速等机动,陀
螺和加速度计的参数如表1所示.

表 1 惯性测量组件主要性能参数

参数项 参数值

陀螺常值漂移/ (◦/ h) 0.03
陀螺随机漂移/ (◦/ h) 0.001
陀螺动态范围/ (◦/ s) ±200

加速度计常值漂移/µg 100
加速度计随机漂移/µg 5
加速度计动态范围/ g ±30

现从3种情况对所提RHSTCKF进行实验,分析
结果如下.

情况1 分别采用RCKF和RHCKF两种算法对
SINS/GPS组合导航系统进行仿真,以组合导航系统

的定位误差作为滤波精度指标,纬度误差δL、经度误

差δλ、高度误差δh曲线如图1所示.
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2
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2
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/
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t /10 s
2
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4
δ
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6
RCKF

RHCKF

t /10 s
2

0 3 6 9

图 1 RCKF和RHCKF算法定位误差对比

从图1的仿真结果可以看出: 200 s后采用RCKF
算法得到的纬度定位误差所在区间为 [−5.5 m, 2 m],
经度定位误差所在区间为 [−1.2 m, 1.5 m],高度定位
误差所在区间为 [−3.3 m, 3.1 m];而采用RHCKF的定
位误差区间分别为 [−0.8 m, 1.8 m]、 [−0.3 m, 0.8 m].
由此可知,采用高阶容积采样规则的RHCKF表现优
于采用三阶容积规则的CKF.

情况2 由1.1节的建模过程可知, SINS/GPS组
合导航系统通常将陀螺常值漂移和加速度计常值漂

移也加入到系统状态中进行估计,以提高组合导航
的滤波精度.然而在实际SINS工作时,加速度计常值
零偏可能会受到SINS运行环境中温度变化、元器
件故障等不确定性因素的影响而发生突变.因此,为
了进一步验证RHSTCKF的自适应性和跟踪能力,假
设组合导航系统在400 s时,加速度计零偏由原先的
100µg突变为150µg,分别采用RHCKF和RHSTCKF
进行仿真实验,结果如图2所示.
由图2可以看到, RHCKF在900 s后对加速度计

零偏估计值约为135µg,系统模型在400 s发生突变,
RHCKF失去了对加速度计零偏的跟踪能力,而加入
渐消因子的RHSTCKF在400 s后体现出更强的自适
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图 2 RHCKF和RHSTCKF跟踪加速度计零偏对比

应性,最终对加速度计零偏估计得到更好的效果.实
验结果说明, STF理论在RHCKF滤波中起到了一定
的作用,增强了RHCKF的跟踪能力和自适应性,这与
理论分析是一致的.

情况3 为了进一步比较RHCKF和RHSTCKF
两种算法在系统状态发生突变时的自适应性,假设组
合导航系统工作到400 s时，速度、位置状态变量产生
一个时长为100 s的突变

∆X = [001m/s 0.001m/s 0.001m/s→
← 0.01m 0.01m 0.01m],

其余状态变量表现正常,采用RHCKF和RHSTCKF
进行仿真实验,纬度误差δL、经度误差δλ、高度误

差δh的结果如图3所示.
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图 3 状态变量突变时, RHCKF和RHSTCKF的效果对比

由图3不难看出,组合导航系统在400 s ∼ 500 s
内的定位误差均受到了一定程度的影响.当系统的

状态变量产生异常时,文中所建立的滤波模型和真
实的动力学模型已经不再匹配,没有加入强跟踪渐
消因子的RHCKF面对失配的系统模型无法表现出
良好的自适应性,此时纬度误差最大达到4 m左右,经
度误差最大达到3 m左右,高度误差达到8 m左右.然
而, RHSTCKF在400 s ∼ 500 s内的纬度误差保持在
[−2 m, 2 m]以内,经度误差保持在 [−1.5 m, 1.5 m]以
内,高度误差保持在 [−3 m, 2 m]以内,表现明显优于
RHCKF.这是因为,当系统的状态发生异常时,多重
渐消因子阵以不同的渐消速率作用于系统的状态协

方差矩阵Pk|k−1,这样可以更好地调整系统增益矩阵
Kk,克服了普通滤波器到达稳态时,因为系统增益矩
阵Kk趋于稳定造成滤波器无法迅速跟踪真实状态

的问题,所以RHSTCKF可以保证每个状态的滤波性
能,得到更加精确和稳定的估计结果[13].

4 结 论

本文提出了一种简化高阶强跟踪容积卡尔曼滤

波算法,该算法采用高阶容积规则,当量测方程为线
性并且容积点的3个参数满足文中给出的计算策略
时,推导了简化量测更新过程.算法中强跟踪渐消因
子的解法无需计算 Jacobian矩阵,从而提高了算法的
实用性.将该算法应用到SINS/GPS组合导航系统中
进行仿真实验,结果显示,该算法可以降低导航参数
的估计误差,提高组合导航系统的定位精度,同时克
服了模型参数突变或滤波器状态异常导致滤波精

度下降的问题,滤波性能明显优于未做改进的CKF
算法,更适用于 SINS/GPS组合导航系统.值得一提
的是,利用状态方程部分线性化的结构,可以采取边
缘滤波的方法,进一步减小计算量,提高系统的实时
性[18].
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