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一类半线性抛物型偏微分方程描述的

分布参数系统的边界控制
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(1. 江南大学轻工过程先进控制教育部重点实验室，江苏无锡 214122；
2. 江南大学物联网工程学院，江苏无锡 214122)

摘 要: 针对一类由半线性抛物型偏微分方程描述的分布参数系统,考虑系统边界为Robin或混合边界条件的
情况,提出基于边界控制的控制策略,并研究其镇定问题.首先,根据无穷维抽象发展方程理论和Lumer-Phillips理
论证明闭环系统的适定性;其次,通过传感器对系统状态进行测量,并将数据传递给控制器,根据测量方式的不同,
分为平均域测量和边界值测量;再次,基于Lyapunov稳定性理论,采用Lyapunov直接法,并借助于线性矩阵不等式
(LMI)方法,设计满足系统稳定条件的有效控制器;然后通过在系统边界处分别施加基于平均域测量和边界值测
量的输出反馈控制作用,使原本不稳定的开环分布参数系统状态在较短的时间内到达稳定状态;最后,通过仿真
实验验证了所设计控制器的有效性.
关键词: 分布参数系统；Robin边界条件；混合边界条件；边界控制；线性矩阵不等式；输出反馈控制
中图分类号: TP273 文献标志码: A

Boundary control of the distributed parameter systems described by a
class of semi-linear parabolic partial differential equations
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Abstract: The boundary control strategy of the distributed parameter systems described by a class of semi-linear parabolic
partial differential equations with Robin or mixed boundary conditions is proposed, and the corresponding stabilization
problem is also studied. According to the theory of the infinite dimensional abstract development equation and the theory
of Lumer-Phillips, the well-posedness of closed loop system can be proved. By means of different measurement methods,
the states of the system can be obtained by domain-averaged measurement and boundary-valued measurement respectively
and then transmitted to the controllers. Employing the Lyapunov’s direct method and the linear matrix inequality (LMI)
technique, the effective controllers satisfing the conditions of stable systems can be designed according to the Lyapunov
stability theory. By applying output feedback control at the boundary of systems with the domain-averaged measurement
and boundary-valued measurement respectively, the distributed parameter systems can reach the steady states from the
unstable states in a short time. Finally, the simulations verify the effectiveness of the designed controllers.
Keywords: distributed parameter systems；Robin boundary conditions；mixed boundary conditions；boundary control；
linear matrix inequality；output feedback control

0 引 言

自然界中大多数物理过程,通常都是随时间和空
间同时变化的.比如说热量传递[1],污染扩散[2],化学
反应[3],交通运输[4]等.这些与时间和空间均有关的
变化过程可以称为分布参数系统,描述这些过程的
数学模型通常以偏微分方程、积分方程、偏微分-积

分方程的形式表示.按照分布参数系统涉及的领域
和描述的对象特性不同,偏微分方程的类别以及系统
边界条件类型不同[5].一般考虑Dirichlet边界条件和
Neumann边界条件,而对于具有Robin或混合边界条
件系统的研究相对少见.系统方程又分线性和非线
性,而半线性介于两者之间,是指在线性系统方程中
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加入非线性项,在一定程度上能够更加贴切地描述实
际系统的性质.实际的物理过程中,比如高速航天飞
机温度冷却翼的温度变化[6-7], Rayleigh-Benard对流
现象,重力场下的对流细胞情况,由Fisher方程、Fisher
类方程、Newell-Whiteheed-Segel方程描述的对流扩
散现象[8-9];再比如化学反应器中催化棒的自催化链
式反应,等温单一物种管式反应器以及循环非等温管
式反应器等都是具有半线性特征的过程[10-11].对于
偏微分方程的处理方法,主要集中在模型降阶[12]、算

子半群[13]、反步法[14]、线性矩阵不等式(LMI)[15]等.
偏微分方程描述的系统通常包含无穷多个自由

度,所以是无穷维系统.在对其进行控制时,设置无穷
多个控制器是不现实的,实际采用有限数量的控制
器对系统实施控制.为提升系统运行性能,可以通过
合理放置控制器、优化其位置来改善控制效果[16-18],
以及设计移动传感执行网络提高控制效率,从而进
一步提升系统运行性能[19-20].此外,实际应用中,边界
控制也是一个重要选择,能够减小控制器放置环境
的限制,并且可以减少控制器的使用数量,从而在一
定程度上降低因机械故障引发的事故概率以及节省

材料资源.对于边界控制,其研究方法集中在滑模控
制[21]、反步法[22]、线性矩阵不等式 (LMI)[23]、有界

算子转换法和伽辽金近似法[24]等.线性矩阵不等式
(LMI)是其中较为简便直接的方法.
在诸多分布参数系统中,常见的扩散过程引起

众多科研人员的关注[25-27].近年来,国内外学者对
于扩散过程的边界控制也进行了许多理论和工程

应用方面的研究[28-30]. Krstic等[31]提出Backstepping
方法,并将其应用到扩散系统的边界控制中,解决了
线性不稳定扩散系统的镇定问题,并且针对带有固
定结构非线性项的半线性扩散系统镇定问题提出

了解决方案.该方法的主要思想是利用积分变换的
方法将在边界控制器作用下的待镇定系统转化为

稳定的目标系统,积分变换的核函数存在即可说明
反推所得的待镇定系统稳定. Smyshlyaev等[32]利用

Backstepping方法研究了非常数扩散率过程的边界
控制问题. Ge等[33]将Backstepping方法推广到具有
记忆性和遗传性的分数阶线性扩散系统的边界控制

问题. Chen等[34]在Ge研究Neumann边界条件下的
扩散系统边界控制问题的基础上,将其结论推广到
Robin或混合边界条件下分数阶线性扩散系统的边
界控制问题.但对于更为一般的半线性扩散系统边
界控制问题, Backstepping方法未能很好地解决.而

文献 [23]利用线性矩阵不等式 (LMI)对Neumann边
界条件下,带有满足Lipschitz条件非线性项的扩散系
统求解有效控制器,使之稳定.本文研究了更为一般
的边界条件, Robin或混合边界条件下带有非线性项
的扩散系统的边界控制问题.
这里,混合边界条件是指始端为Neumann边界,

末端为Robin边界.本文分别选择平均域测量和边界
值测量两种方式用于反馈控制输入,控制器均放置在
末端Robin边界x = l处.本文的创新点在于运用线
性矩阵不等式这种操作更加简单的方法,对于一类具
有Robin或混合边界条件的半线性分布参数系统进
行了有效控制,使原本不稳定的开环系统在较短的时
间内到达稳定状态.从理论层面而言,本文的研究内
容一定程度上丰富了分布参数系统的研究问题;从
应用层面来说,本文的研究内容对解决实际工程应用
问题具有一定的参考价值.

1 问题描述

本文使用的符号说明如下:R为所有实数的集
合;令H ≜ L2(0, l)为Hilbert空间,则平方可积函数

ω(x)(x ∈ [0, l])的范数为∥ω(x)∥L2
=

√w l

0
ω2(x)dx;

S1(0, l)为强制连续标量函数ω(x)的Sobolev空间,其
中ω(x) : [0, l] → R,且dω/dx ∈ L2(0, l);S2(0, l)为

强制连续标量函数ω(x)的Sobolev空间,其中ω(x) :

[0, l] → R,且dω/dx强制连续, d2ω/dx2 ∈ L2(0, l);
上标“T”表示向量或者矩阵的转置,上标“*”表示
定义域内的一个不同于这个点的另一个点.
考虑如下分布参数系统:

zt(x, t) = zxx(x, t) + f(z, x, t), 0 < x < l, t > 0.

初始条件

z(x, t)|t=0 = z0(x), 0 ⩽ x ⩽ l.

边界条件

zx(x, t)
∣∣
x=0

−pz(x, t)
∣∣
x=0

= 0, p ⩾ 0;

zx(x, t)
∣∣
x=l

+qz(x, t)
∣∣
x=l

= u(t), q > 0, t > 0.

其中: z(x, t)为系统状态变量, zt(x, t) = ∂z(x, t)/∂t,

zx(x, t) = ∂z(x, t)/∂x, zxx(x, t) = ∂2z(x, t)/∂x2,

x ∈ [0, l]为位置变量, t ∈ [0,∞)为时间变量. z(x, t)
表示不同位置x,不同时刻 t,对应一个状态 z,并且
z(x, t) ∈ D,D ≜ {z(x, t) ∈ H| − η1 ⩽ z(x, t) ⩽
η2} ⊂ H,包含平衡剖面z(x, t) = 0,其中实数η1 >

0, η2 > 0为给定常数. f(z, x, t)是已知的非线性函
数,对于任意 t > 0,且x ∈ (0, l),都有 f(0, x, t) =
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0. u(t) 是控制输入,这里是指在系统末端边界处施
加的控制作用.

2 边界控制

对如下分布参数系统进行分析:

zt(x, t) = zxx(x, t) + f(z, x, t), t > 0, x ∈ (0, l);

(1)

z(x, t)|t=0 = z0(x), x ∈ [0, l]; (2)

zx(x, t)|x=0 − pz(x, t)|x=0 = 0, p > 0,

zx(x, t)|x=l + qz(x, t)|x=l = u(t), q > 0, t > 0; (3)

u(t) = −ky(t). (4)

假设1 式 (1)中的非线性项f(z, x, t)关于 z在

t > 0, 0 < x < l时,是局部Lipschitz连续的,即

|f(z, x, t)− f(z∗, x, t)| ⩽ γ0|z − z∗|,

∀t ∈ (0,∞), ∀x ∈ (0, l),

其中γ0 > 0且γ0 ∈ R.
注1 对假设1中不等号两边同时取平方,并且

对x在(0, l)上积分,可得w l

0
|f(z, x, t)− f(z∗, x, t)|2dx ⩽

γ
w l

0
|z − z∗|2 dx, ∀t ∈ (0,∞), ∀x ∈ (0, l),

其中γ > 0且γ ∈ R.
引理1 [35](Wirtinger不等式) 如果z ∈ S1(0, l)

是一个标量函数,且有z(0) = 0或者z(l) = 0,则w l

0
z2(x)dx ⩽ 4l2

π2

w l

0

[dz(x)
dx

]2
dx.

注2 由引理1中不等式可知,当没有z(0) = 0

或者 z(l) = 0的条件时,通过整体代换,将引理 1
中的 z(x)代换为 z(x) − z(0),由于 z(x) − z(0)满足

z(0) − z(0) = 0,且d(z(x)− z(0))/dx = dz(x)/dx,
则 w l

0
[z(x)− z(0)]2dx ⩽ 4l2

π2

w l

0

[dz(x)
dx

]2
dx,

同理可得w l

0
[z(x)− z(l)]2dx ⩽ 4l2

π2

w l

0

[dz(x)
dx

]2
dx.

引理2 [21](Young不等式) 如果λ > 0,且λ ∈ R,
则下式成立:

2ab ⩽ λa2 + λ−1b2.

引理3 [36](Schur complement) 恰当维数的矩阵

Q,S,R,若满足[
Q ST

S R

]
< 0, 且 R < 0,

则不等式Q− STR−1S < 0成立;其逆命题也成立.

2.1 基于平均域测量的边界控制

假设系统状态处处可测[37],在平均域测量形式
下,测量输出定义如下:

y(t) =
w l

0
z(x, t)dx. (5)

状态空间描述的系统 (1)∼ (3)可以由非线性抽
象微分方程表示,即

ż = Az(t) + F (z(t), t), z(0) = z0(·). (6)

其中: z(t) ≜ z(·, t) = {z(x, t), x ∈ [0, l]}为状态
变量;定义H空间中的空间微分算子A为Az̄(x) ≜
d2z̄(x)/dx2,其定义域为

D(A) ≜{
z̄ ∈ S1([0, l];R) :

dz̄(x)
dx

∣∣∣
x=0

− pz̄(x)|x=0 = 0,

dz̄(x)
dx

∣∣∣
x=l

+ qz̄(x)|x=l = −k
w l

0
z̄(x)dx,

p > 0, q > 0
}
,

并且,非线性项F (z(t), t)选为F (z(t), t) ≜ f(z(·, t),
·, t)的形式.
定理1 考虑方程 (1)∼ (5),如果存在参数λ >

0, k > 0,满足如下线性矩阵不等式(LMI):
λ−1γ − π2

2l2
−k +

π2

2l2
1

−k +
π2

2l2
−2q

l
− π2

2l2
0

1 0 −λ−1

 < 0, (7)

则: 1)系统有适定解; 2)在 L2范数意义下渐近稳

定.其中γ为假设1的注1中所提, l为位置长度.
证明 1)参考文献 [23]的适定性分析方法和结

论,利用内积 ⟨·, ·⟩的定义和分部积分,对于任意 z̄ ∈
D(A),有

⟨z̄,Az̄⟩ =
w l

0
z̄(x)

d2z̄(x)

dx2
dx =

z̄(x)
dz̄(x)

dx

∣∣∣x=l

x=0
−

w l

0

d2z̄(x)

dx2
dx =

z̄(l)
dz̄(x)

dx

∣∣∣
x=l

− z̄(0)
dz̄(x)

dx

∣∣∣
x=0

−
w l

0

d2z̄(x)

dx2
dx =

z̄(l)
[
− k

w l

0
z̄(x)dx− qz̄(l)

]
−

pz̄2(0)−
w l

0

d2z̄(x)

dx2
dx ⩽

− k
w l

0
z̄(l)z̄(x)dx− qz̄2(l)−

w l

0

d2z̄(x)

dx2
dx. (8)
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根据引理1及注2,容易得到

−
w l

0

[dz̄(x)
dx

]2
dx ⩽ − π2

4l2

w l

0
[z̄(x)− z̄(l)]2dx. (9)

将式(9)代入(8),可得

⟨z̄,Az̄⟩ ⩽

− k
w l

0
z̄(l)z̄(x)dx− qz̄2(l)−

π2

4l2

w l

0
[z̄(x)− z̄(l)]2dx =

− π2

4l2

w l

0
z̄2(x)dx+

( π2

2l2
− k

) w l

0
z̄(x)z̄(l)dx+(

− q

l
− π2

4l2

) w l

0
z̄2(l)dx =

w l

0
Z̄T(x)ΞZ̄(x)dx. (10)

其中

Z̄(x) ≜
[
z̄(x), z̄(l)

]T
,

Ξ ≜

 − π2

4l2
π2

4l2
− k

2

π2

4l2
− k

2
−q

l
− π2

4l2

 .

如果控制增益k满足LMI(7),则能够保证Ξ < 0,
即

⟨z̄,Az̄⟩ ⩽
w l

0
Z̄T(x)ΞZ̄(x)dx ⩽ 0,

说明算子A是耗散的.
另外,对于任意给定的常数σ > 0, σI − A的范

围Ran(σI − A)是H,即Ran(σI − A) = H(参见附
录A).基于Lumer-Phillips理论,可知算子A是H上收
缩映射为T (t)的C0半群的无穷小生成元.根据文献
[38]第6章定理1.5和假设1,当z(0) ∈ D(A)时,易证
抽象微分方程 (6)的唯一经典解z(t)在 [0, Tf ]上的局

部存在性 (Tf是指有限时间).也就是说,如果控制增
益k满足LMI(7),则在定义域D中,且z0(·) ∈ D(A)

的条件下,闭环系统 (1)∼ (5)有一个唯一局部经典解
z(·, t).

2)构造如下Lyapunov函数:

V (t) =
w l

0
z2(x, t)dx. (11)

下面计算式 (11)中V (t)沿系统 (1)∼ (5)的轨迹
对时间求导,可得

V̇ (t) = 2
w l

0
z(x, t)zt(x, t)dx =

2
w l

0
[z(x, t)zxx(x, t) + z(x, t)f(z, x, t)]dx =

2
w l

0
z(x, t)zxx(x, t)dx+ 2

w l

0
z(x, t)f(z, x, t)dx.

(12)

式 (12)中,等号右边有两项,第1项根据分部积分

和引理1及注2,可得

2
w l

0
z(x, t)zxx(x, t)dx =

2[z(x, t)zx(x, t)]|l0 − 2
w l

0
zx(x, t)zx(x, t)dx =

2z(l, t)
[
− k

w l

0
z(x, t)dx− qz(l, t)

]
−

2pz2(0, t)− 2
w l

0
z2x(x, t)dx ⩽

− 2k
w l

0
z(l, t)z(x, t)dx− 2qz2(l, t)−

π2

2l2

w l

0
[z(x, t)− z(l, t)]

2dx. (13)

式 (12)中,等号右边第2项根据引理2和假设1及
注1,可得

2
w l

0
z(x, t)f(z, x, t)dx ⩽

λ
w l

0
z2(x, t)dx+ λ−1

w l

0
f2(z, x, t)dx ⩽

λ
w l

0
z2(x, t)dx+ λ−1

w l

0
γz2(x, t)dx =

(λ+ λ−1γ
) w l

0
z2(x, t)dx. (14)

综合式(12)∼ (14),可得

V̇ (t) ⩽(
λ+ λ−1γ − π2

2l2

) w l

0
z2(x, t)dx+(

− 2k +
π2

l2

) w l

0
z(x, t)z(l, t)dx+(

− 2q

l
− π2

2l2

) w l

0
z2(l, t)dx =

w l

0
WT(x, t)ΩW (x, t)dx. (15)

其中

W (x, t) ≜ [z(x, t), z(l, t)]T,

Ω ≜

λ+ λ−1γ − π2

2l2
−k +

π2

2l2

−k +
π2

2l2
−2q

l
− π2

2l2

 .

由引理 3可知,式 (15)中非线性矩阵Ω可以通

过Schur complement转化为定理1中式 (7)的线性矩
阵.如果存在控制增益k满足线性矩阵不等式 (7),则
根据Lyapunov稳定性原理和LaSalle不变原理,系统
(1)∼ (5)渐近稳定. 2

注 3 事实上,该系统指数稳定也是可证明
的.存在一个适当的实数ϵ > 0使得

Ω + ϵI ⩽ 0. (16)

将式(16)代入(15),可得

V̇ (t) ⩽ − ϵ
w l

0
WT(x, t)W (x, t)dx ⩽

− ϵ
w l

0
z2(x, t)dx. (17)
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将式(11)代入(17),则式(17)可改写成

V̇ (t) ⩽ −ϵV (t). (18)

由式 (18)可得∥z(x, t)∥L2
⩽ ∥z0(x)∥L2

e− 1
2 ϵt, 则

系统指数稳定.

2.2 基于边界值测量的边界控制

不同于系统 (5)表示的基于平均域测量的边界
控制方式,这里采用基于边界值测量的边界控制方
式.测量输出和控制输入如下:

y1(t) = z(l, t), u1(t) = −k1y1(t). (19)

定理2 考虑方程(1)∼ (3)和(19),如果存在参数
λ1 > 0, k1 > 0,满足如下线性矩阵不等式(LMI):

λ−1
1 γ − π2

2l2
π2

2l2
1

π2

2l2
−2k1 + 2q

l
− π2

2l2
0

1 0 −λ−1
1

 < 0, (20)

则: 1)系统有适定解; 2)在 L2 范数意义下渐近稳

定.其中γ为假设1的注1中所提, l为位置长度.
证明 1) 与平均域测量方式的证明类似,详细内

容可参见附录A.
2)构造如下Lyapunov函数:

V1(t) =
w l

0
z2(x, t)dx. (21)

下面计算式 (21)中V1(t)沿系统 (1)∼ (3), (19)的
轨迹对时间求导,可得

V̇1(t) = 2
w l

0
z(x, t)zt(x, t)dx =

2
w l

0
[z(x, t)zxx(x, t) + z(x, t)f(z, x, t)]dx =

2
w l

0
z(x, t)zxx(x, t)dx+ 2

w l

0
z(x, t)f(z, x, t)dx.

(22)

式 (22)中,等号右边有两项,第1项根据分部积分
和引理1及注2,可得

2
w l

0
z(x, t)zxx(x, t)dx =

2[z(x, t)zx(x, t)]|l0 − 2
w l

0
zx(x, t)zx(x, t)dx =

2z(l, t)[−k1z(l, t)− qz(l, t)]−

2pz2(0, t)− 2
w l

0
z2x(x, t)dx ⩽

− 2(k1 + q)z2(l, t)− π2

2l2

w l

0
[z(x, t)− z(l, t)]

2dx.

(23)

式 (22)中,等号右边第2项根据引理2和假设1及
注1,可得

2
w l

0
z(x, t)f(z, x, t)dx ⩽

λ1

w l

0
z2(x, t)dx+ λ−1

1

w l

0
f2(z, x, t)dx ⩽

λ1

w l

0
z2(x, t)dx+ λ−1

1

w l

0
γz2(x, t)dx =

(λ1 + λ−1
1 γ)

w l

0
z2(x, t)dx. (24)

综合式(22)∼ (24),可得

V̇1(t) ⩽
(
λ1 + λ−1

1 γ − π2

2l2

) w l

0
z2(x, t)dx+

π2

l2

w l

0
z(x, t)z(l, t)dx+[

− 2(k1 + q)

l
− π2

2l2

] w l

0
z2(l, t)dx =

w l

0
MT(x, t)ΥM(x, t)dx. (25)

其中

M(x, t) ≜ [z(x, t), z(l, t)]T,

Υ ≜

λ1 + λ−1
1 γ − π2

2l2
π2

2l2

π2

2l2
−2k1 + 2q

l
− π2

2l2

 .

由引理3可知,式 (25)中非线性矩阵Υ可以通过

Schur complement转化为定理 2中式 (20)的线性矩
阵.如果存在控制增益k1满足线性矩阵不等式 (20),
则根据Lyapunov稳定性原理和LaSalle不变原理,系
统(1)∼ (3)和(19)渐近稳定. 2
注4 事实上,该系统指数稳定也是可证明的.

存在一个适当的实数ϵ1 > 0,使得

Υ + ϵ1I ⩽ 0. (26)

将式(26)代入(25),可得

V̇1(t) ⩽ − ϵ1
w l

0
MT(x, t)M(x, t)dx ⩽

− ϵ1
w l

0
z2(x, t)dx. (27)

将式(21)代入(27),则式(27)可改写成

V̇1(t) ⩽ −ϵ1V1(t). (28)

由式 (28)可得∥z(x, t)∥L2
⩽ ∥z0(x)∥L2

e− 1
2 ϵ1t,则系统

指数稳定.
注5 当分布参数系统的边界条件 (3)中p = 0

时,该系统边界条件为混合边界,即始端 (非控制端)
为Neumann边界,末端 (控制端)为Robin边界.这里
的混合边界情况相当于上面讨论的Robin边界情况
的特例,定理证明类似于Robin边界条件下的分布参
数系统边界控制.

3 数值算例

本章节为了说明上述控制器的有效性,考虑如下
Fisher方程[8-9]的边界反馈控制问题:

zt(x, t) = zxx(x, t) + βz(x, t)(1− z(x, t)). (29)
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初始条件
z(x, 0) = z0(x); (30)

边界条件
zx(x, t)|x=0 − pz(x, t)|x=0 = 0,

zx(x, t)|x=l + qz(x, t)|x=l = u(t). (31)

其中: z(x, t)是状态变量,β > 0是已知的过程参数;
z0(x)是该系统状态的初始值.式 (29)来源于热量传
递和质量转移、燃烧学、生物学以及生态学.比如说,
两种组分介质中的质量转移和拟一阶化学反应.其
中,动力学函数模型βz(x, t)(1 − z(x, t))可以用来描

述燃烧理论中自催化链式反应.
上述系统中过程参数的值选为β = 7,并根据

假设1,设定γ = 1.75.位置变量上限设为 l = 1,状
态变量下限和上限参数分别设为η1 = π, η2 = π.
初始条件 (30)为z0(x) = 0.2.末端边界条件 (31)中
p = 2, q = 1.5,不施加控制时控制端边界条件为
zx(1, t) + 1.5z(1, t) = 0;加入控制信号时,右端分别
为定理1中基于平均域测量的控制输入u(t)和定理2
中基于边界值测量的控制输入u1(t).

1)本文的数值仿真,针对定理1,控制增益k通过

Matlab中LMI工具箱直接算出可行解k = 5.038 3.
基于平均域测量的边界控制信号u(t)如图1所示.不
加控制和施加边界控制两种情况下系统状态的L2范

数对比如图2所示.由图2清晰可见:不加控制,即系
统开环时,系统不稳定;施加边界控制后,系统能够在
4秒内到达稳定状态.
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-1.2
0 1 2 3 4

t/s

u
t(
)

图 1 控制输入u(t)
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domain-averaged measurement

图 2 系统开环和施加边界控制时状态的L2范数 (I)

2) 本文的数值仿真,针对定理2,控制增益k1通

过Matlab中LMI工具箱直接算出可行解k1=6.356 5.
基于边界值测量的边界控制信号u1(t)如图3所示.

不加控制和施加边界控制两种情况下系统状态的L2

范数对比如图4所示.同样,由图4清晰可见:不加控
制,即系统开环时,系统不稳定;施加边界控制后,系
统能够在4 s内到达稳定状态.
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图 3 控制输入u1(t)
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图 4 系统开环和施加边界控制时状态的L2范数 (II)

注6 基于平均域测量与基于边界值测量的边

界控制在控制效果上有一定区别.由于平均域测量
相比于边界值测量更多地包含了系统数据信息,所以
在收敛速率上,基于平均域测量的边界控制更快,在
1.5 s左右稳定,基于边界值测量的边界控制在3 s左
右稳定.但由于基于边界值测量的边界控制对传感
器的有效测量范围等性能和待测量环境的要求更低,
更加容易在实际工程中实施应用,所以这种方式更有
应用价值.两种测量方式的边界控制下系统状态范
数收敛情况如图5所示.
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t/s

L
2

n
o

rm

0.05

0.15

0.25

boundary control based on
domain-averaged measurement

boundary control based on
-valued measurementboundary

图 5 基于两种不同测量方式下的边界

控制后状态的L2范数对比

注7 在仿真过程中,利用LMI工具箱求解控制
增益k和k1时,线性矩阵不等式 (LMI)中的参数λ和

λ1同时被求解出来.这里λ和λ1没有选定为常数,相
当于增加了未知参量,即减少了限定条件,从而提高
自由度,使得控制增益的求解结果更优.
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4 结 论

本文研究了一类半线性抛物型分布参数系统的

边界控制问题,分别采用平均域测量和边界值测量两
种方式获得边界反馈控制的信息,并利用线性矩阵不
等式求得控制增益的可行解,采用Lyapunov直接法
对该闭环系统进行稳定性分析.最后的仿真实验验
证了本文所设计控制器的有效性.
本文利用两种测量方式对一类Robin或混合边

界条件下的半线性抛物型分布参数系统边界反馈镇

定问题的研究,一定程度上丰富了分布参数系统的研
究内容.以后的工作可以考虑对于一类测量输出有
噪声、控制输入有干扰以及非均匀介质的扩散过程

的镇定问题.
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附录A
对于A和任意给定常数σ > 0,都有Ran(σI −

A) = H,表示对于任意 z̄ ∈ H,如下等式有唯一解:(
σI − A

)
z̃ = z̄, (A1)

其中 z̃ ∈ D(A).根据A的定义,式(A1)可改写为

σz̃(x)− d2z̃(x)

dx2
= z̄, x ∈ [0, l], (A2)

且满足以下边界条件:
dz̃(x)
x

∣∣∣
x=0

− pz̃(x)|x=0 = 0,

dz̃(x)
x

∣∣∣
x=l

+ qz̃(x)|x=l = −k
w l

0
z̃(x)dx.

(A3)

式 (A2)的特征方程σ − s2 = 0有两个不同的实

数根±
√
σ,因此有以下形式的通解:

z̃(x) =

c1exp(
√
σx) + c2exp(−

√
σx)−

1

2
√
σ

exp(
√
σx)

w x

0
exp(−

√
στ)z̄(τ)dτ+

1

2
√
σ

exp(−
√
σx)

w x

0
exp(

√
στ)z̄(τ)dτ, (A4)

其中c1和c2是两个常数.
将通解 (A4)代入边界条件 (A3)计算,可得常数

c1和c2满足以下等式:

(
√
σ − p)c1 − (

√
σ + p)c2 = 0,[√

σexp(
√
σl)−qexp(

√
σl)+k

w l

0
exp(

√
σx)dx

]
c1−[√

σexp(−
√
σl) + qexp(−

√
σl)−

k
w l

0
exp(−

√
σx)dx

]
c2 = g̃.

(A5)

其中

g̃ ≜ (32)
1

2
exp(

√
σl)

w l

0
exp(−

√
σl)z̄(τ)dτ+

1

2
exp(−

√
σl)

w l

0
exp(

√
σl)z̄(τ)dτ−

q

2
√
σ

exp(
√
σl)

w l

0
exp(−

√
σl)z̄(τ)dτ+

q

2
√
σ

exp(−
√
σl)

w l

0
exp(

√
σl)z̄(τ)dτ+

k

2
√
σ

w l

0
exp(

√
σx)

w x

0
exp(−

√
στ)z̄(τ)dτdx−

k

2
√
σ

w l

0
exp(−

√
σx)

w x

0
exp(

√
στ)z̄(τ)dτdx. (A6)
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可以将式 (A5)和 (A6)的方程组改写成如下矩阵
相乘的形式:[√

σ − p −(
√
σ + p)

(2, 1) (2, 2)

][
c1

c2

]
=

[
0

g̃

]
. (A7)

其中(2,1)和(2,2)分别为

(2, 1) ≜
√
σexp(

√
σl)− qexp(

√
σ)+

k
w l

0
exp(

√
σx)dx,

(2, 2) ≜ − [
√
σexp(−

√
σl) + qexp(−

√
σ)−

k
w l

0
exp(−

√
σx)dx].

将式(A7)中c1, c2的系数矩阵记为C,即

C ≜
[√

σ − p −(
√
σ + p)

(2, 1) (2, 2)

]
. (A8)

系数矩阵C的行列式 |C|为∣∣∣∣∣
√
σ − p −(

√
σ + p)

(2, 1) (2, 2)

∣∣∣∣∣ . (A9)

考虑式 (A9)行列式值的情况,可由如下两种方
式得出结果:

1)行列式的值为

|C| = (p
√
σ + q

√
σ)[exp(

√
σl) + exp(−

√
σl)]+

(σ + pq)[exp(
√
σl)− exp(−

√
σl)]+

√
σk

w l

0
exp(

√
σx) + exp(−

√
σx)dx+

pk
w l

0
exp(

√
σx)− exp(−

√
σx)dx. (A10)

其中:σ > 0, k > 0, p > 0, q > 0.易知,式 (A10)中等
号右边第1项和第2项分别大于0,第3项和第4项分
别由指数函数图像得出结果大于0.综上 |C| > 0.

2)行列式的值为

|C| = (p
√
σ + q

√
σ)[exp(

√
σl) + exp(−

√
σl)]+

(σ + pq)[exp(
√
σl)− exp(−

√
σl)]+

qk√
σ
[exp(

√
σl) + exp(−

√
σl)− 2]. (A11)

其中:σ > 0, k > 0, p > 0, q > 0.易知,式 (A11)中
等号右边第1项和第2项分别大于0,第3项根据引理
2 (Young不等式)得出结果大于0.综上 |C| > 0.
根据矩阵的性质,其行列式不为0,说明该矩阵可

逆,即式 (A7)矩阵C是可逆的.因此,式 (A5)的解是
唯一的,即方程的通解 (A4)在边界条件 (A3)下是唯
一的.也就是说,对于任意给定的常数σ > 0,参数
k > 0和任意给定的 z̄ ∈ H,满足边界条件 (A3)的
方程式 (A2)有唯一解.综上所述,对于任意给定常数
σ > 0,参数k > 0,都有Ran(σI − A

)
= H.
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《控制与决策》ௌ获“百种中国杰出学术期刊”称号

本刊讯: 2019年11月19日,由国家科学技术部

中国科学技术信息研究所主办的“2018年中国科技论

文统计结果发布会”在北京国际会议中心隆重举行,

大会发布了2018年度中国科技论文统计结果和获奖

名单.据《2018年版中国科技期刊引证报告 (核心版)》

(简称:《报告》)文献计量指标统计,全国自然科学类期

刊共6 718种,其中核心期刊2 049种,归类于112个学

科类别.东北大学主办的《控制与决策》在信息科学与

系统科学类核心期刊中“核心影响因子”“综合评价

总分”均排名第1,被评为2018年度“百种中国杰出学

术期刊”.这是《控制与决策》继2013年第6次被评选

为“百种中国杰出学术期刊”以来,再次获此殊荣.

《报告》通过综合评价指标体系(25项学术计量指

标),从各个角度对期刊进行统计描述和分析评价,客

观地体现期刊的学术水平、学科地位和出版质量.“百

种中国杰出学术期刊”是严格依据《报告》数据评选出

的中国核心中英文学术期刊年度奖项,代表了中国学

术期刊的最高水平.


