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考虑学习效应的最小化延误总时间的单机批次排序问题

胡金昌, 吴耀华†, 吴颖颖, 杨 栋

(山东大学控制科学与工程学院，济南 250061)

摘 要: 一些生产场景中,工件以批次作业的形式被安排生产,工件批量大、加工工序基本相同,所以标准工时相
同,而且实际加工时间会受到学习效应的影响.为此,讨论学习效应的最小化延误总时间的单机批次排序问题,对
该问题建立数学模型.该问题属于NP-hard问题,采用动态规划算法 (DP)和模拟退火算法 (SA)求解该问题,通过实
验分析不同规模时DP的执行时间与SA的执行时间和求解误差的变化趋势,比较SA与其他实践中常用的经典规
则的求解效果.最后得出DP适合批次数小于13的小规模问题,可以得到精确解;与经典规则相比, SA至少可以使
目标函数降低20 %,表明SA算法具有有效性. SA解决大规模问题时效果较优,并得出SA的执行时间和误差随着
控制参数改变的变化趋势.
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Batch scheduling with learning effect on single-machine to minimize the
total tardiness
HU Jin-chang, WU Yao-hua†, WU Ying-ying, YANG Dong

(College of Control Science and Engineering，Shandong University，Jinan 250061，China)

Abstract: In some factory, job has been processed in batches which consist of the processing procedures basical identical
jobs, so all jobs have the same normal processing time. The actual processing time is affected by th“learning effect”.
The batch scheduling problem with learning effect on a single-machine to minimize the total tardiness is discussed, which
is a NP-hard problem. For this problem, we model and propose a dynamic programming (DP) algorithm and a simulated
annealing (SA) algorithm. The solution time variation trend of the both algorithms and the errors variation trend of SA
with different problem sizes are analyzed by experimental tests. We have compared the performance of the SA to other
classical rules which are usually applied in real-life. The results show that the DP can get exact solution and more suit the
small size problems whose batch number is less than 13. Comparing to other classical rules, the SA is effective because
of 20% decline in object value by using the SA. The large size problems can be solved better by using the SA, and the
variation trend of the solution time and the errors with controlling parameters changed is analyzed.
Keywords: batch scheduling；single-machine；learning effect；dynamic programming；simulated annealing algorithm；
minimizing the total tardiness

0 引 䀰

目前,国家大力推进传统产业优化升级,生产企
业在引进大批先进制造设备的同时,也不断学习先
进的管理理念和管理科学,生产调度便是该范畴的内
容.通过优化调度,可在不增加硬件成本的前提下,通
过优化生产排序提高企业生产效率,节省成本,一直
以来得到了企业界和学术界的重视.
学习效应是实际生产排序问题中需要考虑的重

要因素.随着工人操作时间的增长,工人不断重复同

样的工作,对所从事的生产操作越来越熟悉,工件加
工或者作业的时间也会随时间变短,这样的现象被
称为学习效应[1]. Biskup[2]和Cheng等[3]首先将学习

效应应用在排序问题中. Biskup[4]总结了学习效应两

种主要的数学模型:依赖工件位置的学习效应模型
和依赖完成时间的学习效应模型.依赖工件位置的
学习效应由Biskup[2]提出,是学习效应的经典模型,
得到了广泛应用.依赖完成时间的学习效应由Yang
等[5]首次提出.
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批次生产存在两种场景:一种是平行批次生产,
另一种是串行批次生产.目前考虑学习效应的批次
生产研究多为平行批次生产[6-8],本文所考虑的串行
批次生产近些年才得到广泛研究. Pei等[6]提出了考

虑准备时间、学习效应、恶化效应的批次排序模型.
Yusriski等[9]提出了考虑学习效应、恶化效应的批次

排序模型,其目标函数为总流水加工时间,并用启发
式算法求解. Li等[10]建立考虑释放时间和学习效应

的批次排序问题,并用分支定界算法和遗传算法解决
了最小化总完成时间问题.这些考虑学习效应的串
行批次排序的研究都是针对工件先分批后排序,而既
定批次考虑学习效应的最小化总延误时间的批次排

序问题尚未得到研究.
然而,在某些生产中,工厂以批次作业的形式加

工工件,工件工序基本相同,所以标准工时相同,实际
加工时间受到学习效应的影响.例如制衣行业的缝
衣车间,所有短袖T恤都是由左袖、右袖、前幅、后幅
4片布料缝制而成,标准工时相同,衣服以订单的形式
完成加工,一个订单中包含多件衣服,可视为一批.既
定批次的考虑学习效应的单机批次排序问题在实际

生产中普遍存在,能够快速准确解决该问题,大幅提
高生产效率,节约成本.
本文建立了考虑学习效应的单机批次排序问题

最小化延误总时间的数学模型.提出了动态规划算
法 (DP)和模拟退火算法 (SA)求解该问题,设计不同
规模实验分析了DP的执行时间及SA执行时间与误
差的变化趋势,并证明了SA在求解大规模问题时的
有效性,最后总结了两个算法的适用条件.

1 数学建模

1.1 问题描述及符号含义

一共有N批工件,用集合表示为A = {B1, B2,

· · · , BN},不同批次的工件数量、工期和权重不同,分
别用集合表示为 {N1, N2, · · · , NN}、 {D1, D2, · · · ,
DN}和{w1, w2, · · · , wN},所有工件的标准工时相同
为P ,都是0时刻到达工厂.只有一个加工机器,并且
同一时间只能完成一个工件,工件加工不能中断,工
件之间不能存在时间间隔,所有批次依次完成,不能
交叉.工件的实际加工时间受依赖工件加工位置的
学习效应的影响,目标是得到最小的批次总延误时间
及批次加工顺序.
其他符号定义如下:B[r]为第 r批加工的批次;

N[r]、D[r]、w[r]、p[r]、C[r]、T[r]分别为B[r]的工件数

量、工期、权重、实际加工时间、完成时间、延误

时间;P [r]
j 为B[r]的第 j个工件的实际加工时间;S[r]

为第 1批到第 r批加工的工件总数;Zr
b 为决策变量,

第r批加工的批次为b时该变量取值为1,否则取值为
0, r = 1, 2, · · · , N, b = 1, 2, · · · , N .

1.2 构建数学模型

用决策变量表示B[r]的工件数量、工期、权重,即

N[r] =

N∑
b=1

Zr
bNb, r = 1, 2, · · · , N ; (1)

D[r] =

N∑
b=1

Zr
bDb, r = 1, 2, · · · , N ; (2)

w[r] =

N∑
b=1

Zr
bwb, r = 1, 2, · · · , N. (3)

根据依赖工件位置的学习效应模型[2],工件Jj实

际的工作时间pr,j = tjr
a, tj表示工件j的标准工时,

a ⩽ 0代表学习因子, r表示Jj被安排加工的位置.所
以B[r]的第j个工件的实际加工时间

P
[r]
j = P (S[r−1] + j)

a
,

r = 1, 2, · · · , N, j = 1, 2, · · · , N[r]. (4)

其中

S[r] =


r∑

i=1

N[i], r = 1, 2, · · · , N ;

0, r = 0.

(5)

用S[r]表示p[r]、C[r]、T[r](r = 1, 2, · · · , N)为

p[r] =

N[r]∑
j=1

P
[r]
j =

N[r]∑
j=1

P (S[r−1] + j)
a
, (6)

C[r] =

r∑
i=1

p[i] =

r∑
i=1

N[i]∑
j=1

P
[i]
j =

r∑
i=1

N[i]∑
j=1

P (S[r−1] + j)
a
, (7)

T[r] = max {C[r] −D[r], 0}. (8)

该问题模型为

min
N∑
r=1

w[r]T[r]. (9)

s.t.
N∑
b=1

Zr
b , r = 1, 2, · · · , N ; (10)

N∑
r=1

Zr
b , b = 1, 2, · · · , N. (11)

目标函数和约束条件可通过式 (1)∼ (8)求解.条
件 (10)限制了一次只能加工一个批次;约束条件 (11)
限制了一个批次只能被一次加工完成.

1.3 模型性质

定理1 任意批次完成时间C[r]与前r − 1个批

次的工件数量有关,与前r − 1个批次加工顺序无关,



2710 控 制 与 决 策 第34卷

为一定值.
证明 将式(7)展开,有

C[r] = P

N[1]+N[2]+···+N[r]∑
j=1

ja = P

S[r]∑
j=1

ja. (12)

因为S[r]与批次加工顺序无关,所以C[r]值与批次加

工顺序无关,等于P

S[r]∑
j=1

ja. 2
推论1 任意批次延误时间T[r]与第r+1到第N

批次的工件数量有关(r = N − 1, · · · , 1),由第r + 1

到第N批所安排的批次集合决定,而与其加工顺序
无关,为一定值.
证明 令S表示第r+1到第N批次的工件数量,

所以S = N[r+1] +N[r+2] + · · ·+N[N ].

T[r] = max
{
P

S[r]∑
j=1

ja −D[r], 0
}
, (13)

其中S[r] = N[1] +N[2] + · · ·+N[r] = S[N ] − S.

式 (13)中P、D[r]、S[N ]为定值,S与第r + 1到第

N批次的加工顺序无关,所以推理2得证. 2
单机工件排序最小化总延误时间问题已经被证

明是NP-hard问题[11],所以本文问题也属于NP-hard
问题.

2 动态规划算法

问题总共有N个批次需要完成,所以分为N个

阶段,用k表示阶段, k取值由N到1.设 δk为状态变

量,代表第k阶段时,第k批到第N批加工的批次编号

的集合,其中k = N,N − 1, · · · , 1, δN+1 = ϕ.每阶段
状态变量δk可能存在多种情况.设µk为决策变量,代
表第k阶段时第k批加工的批次编号.

δk = δk+1

∪
{µk}, µk /∈ δk+1, µk ∈ A. (14)

设fk(x)代表第k阶段的决策函数,x表示第k到

第N共N − k + 1个批次的批次编号集合.状态转移
方程为

fk(µk) = Wk(δk+1, µk), k = N ;

fk(δk) =

min
µk /∈δk+1µk∈A

{fk(δk+1)+Wk(δk+1, µk)}, k < N.

(15)

式 (15)需满足式 (14)中变量的关系.由式 (5)和 (13)
可知

Wk(δk+1, µk) = wµk
Tµk

=

wµk
max

{
P

S[N]−S∑
j=1

ja −Dµk
, 0
}
,

其中S =
∑

i∈δk+1

Ni.

设Fk(δk)代表第k阶段的决策,是使fk(δk)取得

最小值的 δk集合中元素的顺序. F1(δ1)为该问题的

解, f1(δ1)为目标函数值.
显然,式 (14)表示第k阶段状态由第k + 1阶段

状态和第k阶段决策变量共同决定,同一状态δk可以

是不同的 δk+1和相应µk的组合.决策函数 fk(x)的

作用是在不同 δk+1和相应µk的组合中找到最优组

合,并用Fk(δk)代表取得最优值时 δk集合中元素的

顺序.
例如3个批次的排序,当k = 2时, δ2 = δ3

∪
{µ2},

此时 δ2分别为 {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}.当 δ2 = {1, 2}
时存在两种组合方式, δ3 = {1}, µ2 = {2}和
δ3 = {2}, µ2 = {1},根据式 (15), f2({1, 2}) =

min

f3({1})+W2({1}, {2})

f3({2})+W2({2}, {1})

,求出 f2({1, 2}),并用

F2({1, 2})记录 f2({1, 2})取得最大值的集合 {1, 2}
的顺序,然后依次求出δ2取{1, 3}和{2, 3}时的f2和

F2,第2阶段计算结束.

3 模拟退火算法

模拟退火算法是由初始解X0和温度T = T0开

始,对当前解重复“产生新解→计算目标函数值→接
受或舍弃”的迭代,逐步减小T值,算法终止时的当前
解即所得近似最优解,这是基于Monte Carlo迭代求
解法的一种启发式随机搜索过程.退火过程由冷却
进度表控制,控制参数包括初始温度T0、衰减因子α、

每个T值时的迭代次数L和停止条件等.
定义该问题的解为批次的加工序列.评价函数

为

E(X) =
N∑
r=1

w[r]T[r]. (16)

初始解:批次随机排序.
终止条件:一是温度衰减到终止温度Tend以下,

即T < Tend;二是加入阈值θend,同一目标函数值持
续的次数θ超过θend时迭代终止,即θ > θend.
产生新解的算法:随机生成两个序号,将两序号

对应的两批次交换顺序.
模拟退火算法流程如下:
1)初始化:设置初始解X0、T0、L、Tend、θend�α,令

迭代次数i = 0, θ = 0, X = X0.
2)若温度T < Tend,终止算法,X为最终解;否则

执行步骤3).
3) 判断 i,若 i ⩽ L,执行步骤4);否则令 i = 0,
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T = αT ,返回步骤2).
4) 产生新解Xnew;计算增量∆E = E(Xnew) −

E(X);若∆E < 0,则接受X作为当前新的解,否则
以概率 exp(−∆E/T )接受X作为当前新的解.如果
最后接受当前新的解,则令X = Xnew, θ = 0;否则
θ = θ + 1.若θ > θend,则终止算法,X为最终解;否则
令i = i+ 1,返回步骤3).

4 测试实验

为分析DP和SA的性能,本文设计了以下两组实
验: 1)小规模问题实验,目的: 1 衡量DP的执行时间
和求解规模上限; 2 比较两种算法,得出DP在解决
小规模问题的优势. 2)大规模问题实验,目的: 1 与实

际生产中常用的经典规则对比,验证SA的有效性; 2

衡量SA的求满意解的执行时间和误差,讨论控制参
数对 SA的影响.所有实验在 Intel(R) Core(TM) i5-
3 210 M CPU @ 2.50 GHz双核处理器、4.00 GB的计
算机上利用软件Matlab 2014 a完成.

4.1 小规模问题的实验

小规模问题是指批次数量N较小的问题.本文
参考文献 [12]设计了小规模测试实验.各批次的工
件数量Nr满足 [1, 100]均匀分布,各批次工期Dr满

足 [0,C[N ]]均匀分布,各批次权重wr满足 [0.5, 1]均
匀分布,工件标准工时P = 1,学习因子a = −0.01,
批次数量N取 5∼ 18的整数,对于不同的N进行 10
次实验取算法执行时间的平均值.
不同规模时该算法执行时间如图 1所示, DP的

执行时间会随批次数量N的增加急剧增长,当N =

17时执行时间已接近3 h,当N > 17时,预计该算法
的执行时间将超过一天,实际中是不能被接受的.
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4
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s

0.14 0.28

0.19 0.54

0.98
5.16

2.18 13.04

38.36

511.36

129.5

10 467.27

2 223.24

图 1 不同规模时动态规划算法的执行时间

对于以上小规模实验,再用SA求解,用下式:

误差 = (SA解− DP解)/DP解 (17)

计算SA的误差,误差可衡量SA求解准确性.
各个控制参数都会对算法的执行时间和误差

产生影响,本文讨论了不同迭代次数、终止温度的

影响.算法的各个参数取值参考文献 [13],即θend =

500、α = 0.995、T0 = 500. (L, Tend)取组合值(1, 1),

(1, 0.02), (50, 1), (50, 0.02).
由图2可得,相同参数时, SA求解的误差随着问

题规模增大而变大,并可通过增加迭代次数或降低终
止温度提高算法准确度. SA执行时间受参数影响较
大,增加迭代次数或降低终止温度会增加执行时间,
随着问题规模增加执行时间略有增加.

s
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24
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0.30

end

end

end

end

图 2 小规模问题SA的误差和执行时间

对比图1和图2,当N < 13时,若保证SA的准确度,需
要令L = 50,此时执行时间均大于DP;而DP可以得
到精确解,所以DP较优.当N ⩾ 13时, DP执行时间
超过35 s, SA都小于22 s,并可通过调节参数,将执行
时间和误差控制在可接受范围内,所以SA较好.

4.2 大规模问题的实验

大规模问题是指批次数量N较大的问题,利用
DP求解该问题执行时间较长,适合用启发式算法得
到近似最优解.本文测试的大规模实验是指批次数
量N取100, 200, · · · , 1 000的整数的实验.
首先,本文设计了大规模问题情况下, SA与排序

问题经典规则的比较,这些规则频繁应用于实际生
产过程中:最短加工时间优先规则 (SPT);加权最短加
工时间优先规则 (WSPT);最早工期优先规则 (EDD);
加权最早工期优先规则 (WEDD).其中批次加工时间
需忽略批次位置的影响,每批工件都从0时刻开始加
工.图3展示了SA求解的目标函数值与应用经典规
则结果的比较,可见应用SA在不同规模时至少可以
使目标函数降低20 %,具有应用的有效性.
然后,通过实验衡量了不同参数情况时SA求满

意解的执行时间和误差,参数θend、α、T0、L和Tend

组合与小规模实验参数取值相同.大规模实验不能
得到问题的最优解,所以定义同一批次数量N的所

有解中最优解为满意解,用式 (18)计算其他参数所得
解的误差.

误差 = (其他参数解−满意解)/满意解. (18)
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图 3 SA相对其他方法求解目标函数值降低比率

图4为大规模问题SA的误差和执行时间.由图4
可见:随着问题规模的增大, SA的执行时间也增长,L
值越大,增长越快;Tend越小,增长越快,但是增长速
度远低于DP,呈线性增长形式. L值越大或Tend越小,
所得解越接近最优解,所以满意解几乎都是当L =

50, Tend = 0.02时取得.参数确定的情况下,随着问
题规模的增大, SA离最优解的偏离程度增大.通过观
察两图中相同参数时的实验结果可以看出,L对执行
时间和误差的影响大于Tend,所以L适合对算法的执

行和结果作大幅调节,而Tend适合细微调节.
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图 4 大规模问题SA的误差和执行时间

5 结 论

本文结合实际问题,提出了考虑学习效应的最小
化延误总时间的单机批次排序问题,通过建模分析,
提出了DP和SA两种方法解决该问题,并将问题划分
为大规模和小规模问题分别作了实验分析.实验结
果表明:在批次数量N < 13时,选择DP较优;当批次
数量N ⩾ 13时,通过与经典规则比较,表明了SA的
有效性; SA的执行时间可以接受,并且随问题规模增
大的增长速度大幅减缓,选择SA更为合适; SA的求
解精确度和执行时间可以通过改变参数调节,具有较
强的灵活性.
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