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摘 要: 针对一类时变时滞非线性系统，采用 Razumikhin 方法研究其输出反馈控制问题. 利用时滞系统的
Razumikhin定理和反推设计方法，通过设计有效的观测器和选取适当的 Lyapunov函数，构造系统的输出反馈
控制器. 所设计的控制器能保证闭环系统的平衡点是全局渐近稳定的. 本文给出的方法无需考虑时滞导数的限
制，改进了以前所得结果. 仿真示例验证了所设计输出反馈控制器的有效性.
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Output-feedback stabilization for nonlinear systems with time-varying
delay based on Razumikhin-type approach
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Abstract: The Razumikhin-type approach is introduced to solve the output-feedback stabilization problem for a class of
nonlinear systems with time-varying delay. By using the Razumikhin-type theorem and the backstepping design
method, effective observer and suitable Lyapunov function, an output-feedback controller is constructed to ensure the
origin of closed-loop system globally asymptotically stable. The limitations on the derivative of delay can be completely
removed, which is the common assumption of nonlinear systems with time-varying delay. The efficiency of the
output-feedback controller is demonstrated by a simulation example.
Keywords: Razumikhin theorem； time-varying delay；output feedback；backstepping design method；Lyapunov
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0 引 言

由于时滞非线性系统的研究具有重要的理论价

值和实际应用意义, 目前对这类系统的稳定性和控
制器设计问题受到广泛的关注并取得大量的研究成

果 [1−4].
本文我们主要考虑如下一类二阶时变时滞非线

性系统:

ẋ1(t) = x2(t) + f1(x1(t), x1(t− τ(t)));

ẋ2(t) = u(t) + f2(x̄2(t), x̄2(t− τ(t)));

y(t) = x1(t);

x(t) = φ(t) ∈ C([−τ̄ , 0], R2), t ∈ [−τ̄ , 0]. (1)

其中: u(t) ∈ R，x̄2(t) = (x1(t), x2(t))
T ∈ R2 和

y(t) ∈ R分别是系统的控制输入,状态和可测输出；
x2(t) 是不可测量的状态；x̄i(t) = (x1(t), xi(t))

T，

x̄i(t− τ(t)) = (x1(t− τ(t)), xi(t− τ(t)))T, i = 1, 2；

时变状态时滞 τ(t) 是满足 0 ≤ τ(t) ≤ τ̄ , τ̄ > 0

的连续函数；函数 fi : Ri × Ri → R 关于

(x̄i(t), x̄i(t − τ(t))) 是局部 Lipschitz 连续有界的,
并且 fi(0, 0) = 0, i = 1, 2.

针对时滞非线性控制系统 (1)的研究,主要包括
状态反馈控制器的设计 [5−8]和输出反馈控制器的设

计 [9−15]. 这其中大部分研究成果采用 Lyapunov稳定
性的直接方法设计,当 τ(t)为时变函数时,这导致时
变时滞函数的导数难以处理,需要给出 τ̇(t) ≤ γ < 1

的条件限制 [8,11,13,15]. 显然这个条件过于苛刻,限制
了所得结果的推广和应用. 由于时变时滞和观测器
设计问题的复杂性,以及 Razumikhin方法的条件难
于验证, 对系统 (1) 利用 Razumikhin 方法设计输出
反馈控制器的研究结果目前很少看到.
本文采用 Razumikhin方法,设计光滑的输出反

馈控制器能够使系统 (1)的平衡点是全局渐近稳定
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的,同时去掉系统 (1)中关于时变时滞函数导数的限
制条件. 文末指出本文的二阶系统的输出反馈设计
方法可以推广至 n阶系统情形,从而解决此类系统
的输出反馈镇定问题.

1 预备知识

针对如下 n阶时变时滞非线性系统:

ẋ(t) = f(x(t), x(t− τ(t))), t > 0, (2)

初始条件 {x(θ) : −τ̄ ≤ θ ≤ 0)} = φ(t) ∈
C([−τ̄ , 0];Rn). 函数 f : Rn × Rn → Rn 关于

(x(t), x(t − τ(t))) 偏导数连续, 且 f(0, 0) = 0, 我
们有如下的 Razumikhin定理.

引理 1 1 (Razumikhin 定理) 对时变时滞非
线性系统 (2), 假设存在连续正定 Lyapunov 函
数 V (t, x(t)) ∈ C1([−τ̄ ,∞) × Rn;R+), 正常数

µ, p, c1, c2和 q > 1,使得

c1|x|p ≤ V (t, x(t)) ≤ c2|x|p,

并且对于 t ≥ 0,对任意−τ̄ ≤ θ ≤ 0,当 V (t+θ, x(t+

θ)) < qV (t, x(t))时,有

V̇ (t, x(t)) ≤ −µV (t, x(t)),

则对于所有初值函数 φ ∈ C([−τ̄ , 0];Rn),时滞非线

性系统（2）的平衡点 x = 0是全局渐近稳定的.
引理 2 设 a, b为实变量,则对于任意 ε > 0,如

下不等式成立

2ab ≤ εa2 + ε−1b2.

引理 3 设函数 f(x, s)关于 x, s的偏导数 fx, fs

连续,则有如下二元函数的全增量公式

f(x, s)−f(x̂, ŝ) = fx(θ1, s)(x− x̂)+fs(x̂, θ2)(s− ŝ).

其中 θ1介于 x与 x̂之间, θ2介于 s与 ŝ之间.
证明 考察二元函数的全增量

f(x, s)−f(x̂, ŝ) = f(x, s)−f(x̂, s)+f(x̂, s)−f(x̂, ŝ).

由于函数 f(x, s)关于 x, s的偏导数 fx, fs连续,
应用 Lagrange中值定理, 存在 θ1 介于 x与 x̂之间,
θ2介于 s与 ŝ之间,使得

f(x, s)− f(x̂, s) = fx(θ1, s)(x− x̂),

f(x̂, s)− f(x̂, ŝ) = fs(x̂, θ2)(s− ŝ).

将以上两式相加,得引理 3成立. 2
2 控制器设计与主要结果

为了书写方便，以下我们简记 xi = xi(t), xiτ =

xi(t−τ(t)), ξi = ξi(t), ηi = ηi(t) = ξi(t−τ(t)), fi =

fi(x̄i(t), x̄i(t− τ(t))), i = 1, 2.

本文的主要目标是对系统 (1)设计一个光滑的
输出反馈控制器, 使得闭环系统的平衡点是全局渐

近稳定的. 为了得到本文的结果,我们做如下假设
假设 1 存在 a > 0,系统 (1)的非线性项满足

|fi(x̄i(t), x̄i(t− τ(t)))| ≤

a

i∑
j=1

(|xj(t)|+ |xj(t− τ(t))|), i = 1, 2.

假设 2 f2(x̄2(t), x̄2(t− τ(t)))关于不可测变量

x2(t)及 x2(t − τ(t)))偏导数全局连续有界. 即存在
常数 L > 0使得

∂f2
∂x2

≤ L,
∂f2
∂x2τ

≤ L.

注 1 对系统 (1) 的时变时滞函数 τ(t) 的导数

不用做任何限制,与以前论文 [8,11,13,15]中的结果
相比较,本文极大地推广了以前的研究成果.
利用反推技术, 如下输出反馈控制器的设计过

程主要分为下面两个步骤.

2.1 状态反馈控制器设计

首先假设系统 (1) 的状态是可测的, 我们利用
Backstepping方法设计光滑的状态反馈控制器.
定义 ξ1 = x1,选择 V1(ξ1) =

1
2
ξ21 ,我们有

V̇1 = ξ1(x2 + f1(x1(t), x1(t− τ(t)))

≤ ξ1(x2 − x∗
2) + ξ1x

∗
2 + a|ξ1|(|ξ1|+ |η1|)

≤ ξ1(x2 − x∗
2) + ξ1x

∗
2 + aξ21 + a|ξ1||η1|

≤ ξ1(x2 − x∗
2) + ξ1x

∗
2 + aξ21 +

1

3
η21 +

3a2

4
ξ21

≤ ξ1(x2 − x∗
2) + ξ1x

∗
2 + (a+

3a2

4
)ξ21 +

1

3
η21 .

取虚拟控制器 x∗
2 = −(λ + 1 + a + 3a2

4
)ξ1 = −α1ξ1,

这里 λ > 0为待设计正常数, α1 = λ + 1 + a + 3a2

4
，

则有

V̇1 ≤ −(λ+ 1)ξ21 + ξ1(x2 − x∗
2) +

1

3
η21 .

定义 ξ2 = x2 − x∗
2 = x2 + α1ξ1, 则 ξ̇2 =

ẋ2 +α1ξ̇1 = u+α1x2 +α1f1 + f2.构造 Lyapunov函
数 V2(ξ1, ξ2) =

1
2
ξ21 +

1
2
ξ22 ,于是有

V̇2(ξ1, ξ2) ≤ −(λ+ 1)ξ21 + ξ1(x2 − x∗
2)+

1

3
η21 + ξ2(ẋ2 + α1ξ̇1)

=− (λ+ 1)ξ21 + ξ1(x2 − x∗
2) +

1

3
η21+

ξ2u+ α1ξ2x2 + α1ξ2f1 + ξ2f2.

由 ξ2 = x2 + α1ξ1, 我们有 x2(t − τ(t)) =

η2 − α1η1, 类似文 [7] 中的不等式处理方法, 由引
理 2得到如下不等式

ξ1(x2 − x∗
2) ≤

1

4
ξ21 + ξ22 ,

α1ξ2x2 ≤ 1

4
ξ21 + c1ξ

2
2 ,
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α1ξ2f1 ≤ aα1|ξ2|(|ξ1|+ |η1|)

≤ 1

4
ξ21 + c2ξ

2
2 +

1

3
η21 ,

ξ2f2 ≤ a|ξ2|((1 + α1)|ξ1|+ |ξ2|+ (1 + α1)|η1|+ |η2|)

≤ 1

4
ξ21 + c3ξ

2
2 +

1

3
η21 + η22 .

其中 c1 > 0, c2 > 0, c3 > 0为常数. 于是有

V̇2(ξ1, ξ2) ≤− λξ21 + η21 + η22+

ξ2(u− u∗) + ξ2u
∗ + ξ22(1 +

3∑
i=1

ci).

我们取虚拟控制器

u∗ = −ξ2(λ+ 1 +
3∑

i=1

ci) = −α2ξ2, (3)

这里 α2 = λ+ 1 +
∑3

i=1 ci,我们得到

V̇2(ξ1, ξ2) ≤ −λ(ξ21 + ξ22) + η21 + η22 + ξ2(u− u∗).

(4)

2.2 输出反馈控制器设计

由于时滞系统 (1)的状态 x2 不可测,我们构造
一个降维观测器设计系统的输出反馈控制器 [11].

引入不可测变量 z2 = x2 − lx1,常数 l > 0待定,
则有 ż2 = u− lx2 + f2 − lf1.构造 1维观测器:

˙̂z2 = u− l(ẑ2 + lx1)+

f2(x1, η1, x̂2, x̂2τ )− lf1(x1, η1), (5)

其中 x̂2 = ẑ2 + lx1, e = x2 − x̂2 = z2 − ẑ2. 于是得到
误差方程:

ė =− le+ f2(x1, η1, x2, x2τ )−

f2(x1, η1, x̂2, x̂2τ ). (6)

由前面反推技术得到的虚拟控制器 (3),可得实际可
行的光滑控制器

u = −α2(α1x1 + x̂2). (7)

估计不等式 (4)中的项 ξ2(u − u∗),利用引理 2容易
得到

ξ2(u− u∗) = −α2ξ2e ≤ ξ22 +
α2
2

4
e2,

令 λ1 = λ− 1,将上不等式代入不等式 (4)有

V̇2(ξ1, ξ2) ≤ −λ1(ξ
2
1 + ξ22) +

α2
2

4
e2 + η21 + η22 . (8)

对时滞非线性系统 (1) 和误差系统 (6) 构造
Lyapunov函数

V = V2 +
1

2
e2 =

1

2
ξ21 +

1

2
ξ22 +

1

2
e2. (9)

由上面的不等式 (8),计算有

V̇ ≤− λ1(ξ
2
1 + ξ22) + η21 + η22 − (l − α2

2

4
)e2+

e(f2 − f2(x1, η1, x̂2, x̂2τ )). (10)

利用引理 3,我们估计上式 (10)的最后一项:

e(f2(x1, η1, x2, x2τ )− f2(x1, η1, x̂2, x̂2τ ))

= e(
∂f2
∂x2

e+
∂f2
∂x2τ

e(t− τ(t)))

≤ L(e2 + |ee(t− τ(t))|)

≤ 3L

2
e2 +

L

2
e2(t− τ(t)). (11)

将上式 (11)代入不等式 (10),我们有

V̇ ≤− λ1(ξ
2
1 + ξ22) + η21 + η22−

(l − α2
2

4
− 3L

2
)e2 +

L

2
e2(t− τ(t)).

取 l − α2
2

4
− 3L

2
= λ1,则上式进一步得到

V̇ ≤ −λ1(ξ
2
1 + ξ22 + e2)+

(1 +
L

2
)(η21 + η22 + e2(t− τ(t))). (12)

当 V (t− τ(t)) < qV (t),由 Lyapunov函数 (9),即

η21 + η22 + e2(t− τ(t)) < q(ξ21 + ξ22 + e2). (13)

取定 λ1 > (1 + L
2
), 我们可以取 q =

√
λ1/(1 +

L
2
),

显然有 q > 1.当不等式 (13)成立,则由不等式 (12)
可得

V̇ ≤ −µ(ξ21 + ξ22 + e2). (14)

这里 µ = λ1 −
√
λ1(1 +

L
2
) > 0. 综上, 利用

Razumikhin定理,由引理 1得到本文的主要结果.
定理 1 若假设 1和假设 2成立,则在观测器 (5)

和光滑输出反馈控制器 (7)下,时变时滞非线性系统
(1)在 [−τ̄ ,∞)上存在唯一解,且其平衡点 x = 0是

全局渐近稳定的.
证明 首先,由设计的观测器 (5)和光滑输出反

馈控制器 (7),我们得到的闭环系统 (1),(5)和 (7)是局
部 Lipschitz连续的,因此时变时滞非线性系统 (1)在
[−τ̄ ,∞)上存在唯一解. 其次,由式 (9), (13)和 (14),
可知引理 1的条件满足,根据引理 1,得到系统 (1)的
平衡点 x = 0在 [−τ̄ ,∞)是全局渐近稳定的,定理得
证. 2
注 2 值得指出的是, Razumikhin方法首次被用

来讨论此类时变时滞系统 (1)的输出反馈控制器设
计问题. 主要困难在于引理 1的条件较难验证,这也
是本文的主要创新点.
注 3 从本节的设计过程可以看到,本文的方法

可以推广到 n阶系统的输出反馈控制器的设计方法.
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3 仿真示例

以下给出一个仿真示例来说明本文设计方法的

有效性. 考虑下面系统:

ẋ1(t) = x2(t) + 0.1sinx1(t) + 0.5x1(t− 1.5|sint|);

ẋ2(t) = u(t) + 0.2x2(t) + 0.1sinx2(t− 1.5|sint|);

y(t) = x1(t). (15)

这里 τ(t) = 1.5|sint|, 时变时滞函数 τ(t)导数不存

在,更无法满足 τ̇(t) ≤ γ < 1,因此用以前作者的方
法无法解决其输出反馈问题. 此时

|f1| ≤ 0.1|x1(t)|+ 0.5|x1(t− τ(t))|,

|f2| ≤ 0.2|x2(t)|+ 0.1|x2(t− τ(t))|.

因此,假设 1和假设 2满足 (这里 a = 0.5, L = 0.2),
利用第 2 节的设计方法, 取定 λ1 = 1.2，则 α1 =

3.88, α2 = 4.16, l = 5.82,构造 1维观测器:
˙̂z2 = u− 5.82(ẑ2 + 5.82x1)+

f2(x1, η1, x̂2, x̂2τ )− 5.82f1(x1, η1). (16)

设计光滑的输出反馈控制器:

u = −α2(α1x1 + x̂2) = −16.14x1 − 4.16x̂2. (17)

这里 x̂2 = ẑ2 + 5.82x1. 选取初始值 x1(t) =

2.3, x2(t) = 5.5, ẑ2(t) = 2, t ∈ [−1.5, 0]. 图 1, 图
2和图 3分别给出了闭环系统 (15), (16)和 (17)的状
态响应曲线, 观测器状态响应曲线和控制器响应曲
线, 图中曲线说明了本文给出的输出反馈设计方法
的有效性.
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图 1 系统状态响应曲线
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图 2 观测器状态响应曲线
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图 3 控制响应曲线

4 结论

本文利用 Razumikhin方法和反推设计思想,讨
论时变时滞非线性系统的输出反馈镇定问题, 所设
计的输出反馈控制器能够使系统的平衡点全局渐近

稳定. 如何将本文的方法推广至时变时滞高阶非线
性系统,是下一步我们的研究工作.
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