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摘 要: 随着工业生产和日常生活需求的多样化，单个解决方案已经无法满足生产生活的需求. 多模态优化可以
为决策者提供多个可行方案，但是早期对多模态优化的研究局限在单目标优化中. 在多目标优化中，也存在多
模态优化问题，这些问题存在多个全局或局部帕累托最优解集，找到这些最优解集具有重大的理论和实际意义.
本文首先介绍了多模态多目标优化问题的特点和求解难点；然后综述了求解此类问题的主要方法，总结了这些

方法的优缺点；随后介绍了常用的多模态多目标优化标准测试函数集和性能评价指标；最后给出了多模态多目

标优化的应用领域及未来研究方向.
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Abstract: As the requirements in our daily lives and industrial production become diverse, a single solution cannot meet
their demands anymore. Multimodal optimization can provide multiple feasible solutions. However, most of the previous
researches on multimodal optimization focus on single-objective optimization. In fact, there are multimodal problems in
multiobjective optimization. These problems have multiple local or global Pareto sets and it is of great theoretical and
practical significance to find these Pareto sets. The major contents of this paper are summarized as follows. First, it
introduces the features and challenges of multimodal multiobjective problems. Second, a survey on existing multimodal
multiobjective optimization algorithms is given. Third, multimodal multiobjective benchmark problems and performance
indicators are introduced. At last, the applications and future research works are given.
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0 引 言

实际应用中存在大量多模态优化问题，传统意

义上的多模态优化是指多模态单目标优化 (即多峰
优化)[1-5]. 对多模态单目标优化的研究由来已久，解
决此类问题最常用的方法是小生境策略[3, 6]，该方法

使得进化在局部范围内进行，防止算法过早收敛到

某一个区域.
许多优化问题的目标不止一个，而是有两个或

两个以上的待优化目标，且改进其中一个目标可能

会造成其他目标的恶化，这些问题被称作多目标优

化问题[7-12]. 一般情况下，不可能同时找到所有目标
的最优值. 常用于解决多目标优化问题的方法是找
到不同目标之间的最优权衡解集. 这个解集分布在

帕累托前沿上，为决策者提供更多选择. 由于解的优
劣都根据目标值 (即在目标空间)进行评估，因此决
策空间的分布特性没有受到太多关注. 早期研究的
多目标优化问题都被默认为单模态多目标优化问题，

即问题只有一个帕累托最优解集.
事实上，多目标优化中也存在多模态情形，即在

某些多目标优化问题中存在多个全局或局部帕累托

最优解集的情况，这些存在多模态情形的多目标优

化问题被称为多模态多目标优化问题[13-16]. 图 1 给
出了一个简单的多模态多目标优化实例[17]. 该实例
是特征选择优化问题[18, 19]，此问题有两个待优化目

标：(1)选择特征的个数；(2)分类错误率. 图中的虚
线表示此问题的帕累托前沿，如图所示，当选择一个
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特征时，有三个不同的选择方案：{F1}，{F2}或 {F4}.
这三种方案的两个目标值都相同，即选择 F1，F2或
F4，选择特征的个数都是 1，错误率都是 0.8. 如果选
择两个特征，那么选择 {F2, F3}或 {F1, F4}的错误率
都是 0.4.该特征选择问题的帕累托最优解集有多种
组合 (只考虑选择特征个数为 1或者 2的组合就有 2
× 3 = 6种)，也即它有多个帕累托前沿，因此该问题
属于多模态多目标优化问题. 在该问题中，一组帕累
托最优解集不能很好地满足决策者的需求. 因为提
取 F1 和 F4 需要花费的时间、人力、物力等资源较
多，而 F2 和 F3 都比较容易提取，如果选择一个特
征时算法找到的最优特征是 F1，选择两个特征时算
法找到的最优特征组合是 {F1, F4}，那么决策者不得
不消耗大量的资源去提取 F1 和 F4. 如果选择一个特
征时算法找到的最优特征是 F1，F2或 F4，选择两个
特征时算法找到的最优特征组合是 {F1, F4} 或 {F2,
F3}这两种特征组合，那么决策者可以选择 F2(需要
一个特征时)，{F2, F3}(需要两个特征时)，这既能满
足较低的错误率，又能节约资源. 因为现有多模态多
目标优化方法是实数空间的连续优化方法，因此本

文只对连续多模态多目标优化方法进行了综述.
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图 1 多模态多目标特征选择

多模态多目标优化方法需要保留多个帕累托解

集，其意义[3]在于：(1)多个解集可以满足不同决策者
的需求；(2)多个解集可以揭示问题的潜在特性；(3)
快速由一个解集转化到另一个解集可以帮助解决动

态优化问题；(4)提供多个解集可以提高找到鲁棒解
的可能性.

传统多目标优化算法难以找到多个帕累托最优

解集，因为传统多目标优化算法极少利用解集在决

策空间的分布特性，它们侧重于提高目标空间的多

样性、延展性和收敛性. 为了找到多个帕累托最优
解，需要设计特殊的搜索机制和环境选择策略.
本文对解决多模态多目标优化问题的相关文献

进行了分析总结，介绍了多模态多目标优化问题的

特点和难点，分析了现有的解决方法并总结了它们

各自的优缺点，介绍了关于多模态多目标优化的测

试问题和评价指标，希望能给该领域的研究人员提

供参考.

1 相关定义

不失一般性，最小化的多目标优化问题定义如

下：

Min
−→
f (−→x ) = [f1(

−→x ), f2(
−→x ), . . . , fm(−→x )]

s.t.
gi(

−→x ) ≤ 0 i = 1, 2, . . . , k

hj(
−→x ) = 0 j = 1, 2, . . . , p

(1)

其中 m 表示待优化目标的数目，−→x =

(x1, x2, . . . , xn) 是 n 维决策变量，gi(
−→x ) ≤

0 (i = 1, 2, . . . , k) 表示 k 个不等式约束，
hj(

−→x ) = 0 (j = 1, 2, . . . , p) 表示 p 个等式约
束，同时满足上述等式和不等式约束的空间 Rn 称

为决策空间；决策空间通过目标函数映射出的空间

Rm称为目标空间.
定义 1：支配关系[20]

给定一个多目标优化问题 Min f⃗(−→x ) =

[f1(
−→x ), f2(

−→x ), . . . , fm(−→x )]，其中m表示目标的个
数.假设 −→x1和

−→x2是该优化问题的两个可行解，当且

仅当 ∀i = 1, 2, . . . ,m, fi(
−→x1) ≤ fi(

−→x2) ∧ ∃ j ∈
[1,m], fj(

−→x1) < fj(
−→x2)时称

−→x1支配
−→x2.

如果某个解不被其他任何解支配，那么这个解

被称为非支配解. 所有的非支配解组成帕累托最优
解集 (Pareto optimal Set, PS)；PS映射到目标空间的
集合被称为帕累托前沿 (Pareto Front, PF).
定义 2：多模态多目标优化[21, 22]

如果一个多目标优化问题满足以下两个条件之

一，那么该问题被称为多模态多目标优化问题：

(1)该问题至少有一个局部帕累托最优解；
(2) 该问题至少有两个等效全局帕累托最优解，

它们对应 PF上同一个点.
其中，局部帕累托最优解指不被任何邻域解支

配的解；全局帕累托最优解指不被可行域内任何解

支配的解.
为了直观地展示多模态多目标优化问题的特点，

图 2给出了多模态多目标优化问题的示意图. 如图 2
所示，左侧是决策空间，右侧是目标空间，决策空
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间两条曲线 PS1 和 PS2 代表两个全局帕累托最优解
集，它们映射到目标空间同一个全局帕累托前沿 PF.
决策空间的圆点A1和A2代表两个解集中的可行解，

它们都映射到目标空间的圆点 A. 虽然 A1 和 A2 在

决策空间的距离较大，但是它们在目标空间的距离

为零. 这是多模态多目标优化问题的一个特点也是
求解的难点. 第 2章节会详细介绍此类问题的难点，
并综述各种求解算法.
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图 2 多模态多目标优化问题示意图

2 多模态多目标优化算法

在智能搜索策略中存在两种关键操作：探索

(Explore) 和开采 (Exploit). 其中探索能力影响收敛
速度，开采能力影响搜索到解集的多样性. 一般来
说，探索能力越强，收敛速度越快，但是容易导致早

熟收敛；开采能力越强，搜索到解的多样性越好，但

是会减缓收敛速度. 优秀的搜索策略需要权衡两种
能力的强弱，在提高收敛速度的同时保证解的多样

性. 在多模态多目标优化中也存在与这两种能力相
关的难点.

求解多模态多目标优化问题的难点主要有两个：

(1)在搜索过程中，如何提高算法的搜索能力，使得
算法能找到尽可能多的帕累托最优解. (2)在环境选
择中，如何保留目标空间距离较小而决策空间距离

较大的解，同时保证决策空间和目标空间的多样性.
难点 (1)解释：在解决多模态多目标优化问题时，

许多算法容易过早收敛到某一个区域. 如图 2所示，
算法极易收敛到 PS1 或 PS2 中的某一个邻域，比如
算法已经搜索到 PS1，那么它就已经找到了一个完整
的 PF，但是决策空间另外一个最优解集 PS2还未找
到，这极可能造成优良解的丢失. 若要提高算法的搜
索能力，使得算法能找到尽可能多的帕累托最优解，

应当控制信息传递速度，防止算法过快收敛到某个

局部区域.
难点 (2)解释：如图 2所示，决策空间两个点A1

和 A2映射到目标空间同一个点 A，如果算法已经找
到点 A1和 A′，且 A′正在逼近 A2，A′点很可能在移
动到A2前被删除，造成算法难以同时保留A1和A′，

因为 A1 和 A′ 在目标空间的距离 d2 非常小. 但是从
图中可以看出虽然 A1 和在目标空间的距离 d2 非常

小，但是它们在决策空间的距离 d1相对较大，因此

若要同时保留 A1 和 A′，不能单纯以目标空间拥挤
度距离来衡量它们的优劣，还应考虑决策空间的分

布情况.
为了解决以上两大难点，研究者提出了不同的

解决方法，因为多模态多目标优化问题解的数量较

多，且问题的特性较复杂，演化算法具有求解此类

问题的独特优势，因此本文只对多模态多目标演化

算法进行介绍，这些方法可以分为提高决策空间多

样性的方法和提高搜索能力的方法.

2.1 提高搜索能力的方法

要解决多模态多目标优化问题需要提高算法的

搜索能力，使算法能求得尽可能多的帕累托最优解.
下面介绍通过提高搜索能力来解决多模态多目标优

化问题的算法.
DN-NSGAII[13]在选取父代时，采用决策空间小

生境的方法，使种群在不同小生境内搜索不同的帕

累托最优解，提高算法的搜索能力. 该算法的优点
是：促使种群在决策空间多个区域并行进化，防止

过早收敛到某一个区域. 缺点是：只使用了决策空间
拥挤度距离，没有考虑目标空间的分布情况，造成

算法得到的帕累托前沿多样性较差，另一个缺点是

引入了小生境参数.
为了避免引入小生境参数，MO_Ring_PSO_SCD

[14]以环形拓扑结构约束种群信息的传递速度，使种

群在搜索过程中逐渐形成稳定的小生境，防止算法

过早收敛到某一个区域，使其能够找到更多的帕累

托最优解. 此外，该算法使用特殊拥挤距离（SCD）
兼顾决策和目标空间的多样性，克服了 DN-NSGAII
的缺点. 该算法的优点是：在不引入任何小生境参数
的前提下，促使决策空间形成稳定的小生境，增强

了算法的搜索能力，改善了环境选择机制，同时提

高了决策空间和目标空间的多样性. 此外，在选取父
代时，采用二元锦标赛方法，只有决策空间距离相

近的粒子才进行相互竞争，这种机制可以防止算法

过早收敛到某一个区域. 缺点是：在某些 PS形状复
杂的问题上性能不好，种群的分布不够均匀.

MO_Ring_CSO_SCD[23]也采用环形拓扑结构和

特殊拥挤度距离来提高算法的搜索能力并改善解的

多样性，由于 Competitive Swarm Optimization (CSO)
适用于大规模优化问题，因此该算法在低维问题上

优越性不明显.
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为了进一步提高解集在决策空间的多样性，

MMODE[24] 采用预选解机制，选择非支配排序和拥
挤度排序较好的解作为父本产生子代；在产生子代

过程中，如果子代超出边界，不是直接将它们舍去或

将它们直接放在边界上，而是采用特殊的边界处理

机制，使得出界的子代也有机会继续进化，这种机制

有效的提高了算法的搜索能力. 该算法的优点是：充
分利用已有资源搜索决策空间，防止出现粒子在边

界聚集的现象. 缺点是：求得的解集在目标空间的分
布性欠佳.

MO_PSO_MM[25]和MMOPIO[26]都采用自组织

映射方法将原始决策空间转化到映射空间，根据粒

子在映射空间的分布确定它们的邻域关系，使种群

在映射空间邻域内进化，提高算法的搜索能力. 这两
种算法的优点是：可以将高维决策空间映射到一维

或二维空间，便于可视化粒子的邻域关系. 缺点是：
映射机理不清晰，随机性较大.
使用存档机制，充分挖掘种群在决策空间的

信息，也是求解多模态多目标优化的一种有效方

法.TriMOEA-TA&R[22] 首先通过决策变量分析技术

检测出与收敛相关的决策变量，并使用收敛性存档

优化这些变量，提高目标空间的收敛性. 为了提高多
样性，作者采用了多样性存档，多样性档案旨在维

持目标空间和剩余决策子空间的多样性 (即从总搜
索空间中移除收敛相关决策子空间). 最后，通过重
新组合选出两种存档中的优秀解，构建具有良好整

体性能的最终解集. 该算法的优点是：使用两个外部
存档，分别负责改善多样性和收敛性，且兼顾决策

空间和目标空间的多样性. 缺点是：当不同帕累托最
优解之间的距离相差较大时，算法性能下降，且在

产生参考向量时引入了新的参数. DNEA-L[27] 是通
过改进 DNEA[28]得到的，DNEA-L使用多前沿存档
来存储多个帕累托前沿，以提高算法同时保留全局

最优和局部最优解的能力；环境选择中采用 double-
sharing的适应度分享函数值作为筛选指标，同时改
善决策空间和目标空间的多样性. 该算法的优点是：
能够同时保留全局和局部最优解集，能够得到决策

空间和目标空间分布性较好的解. 缺点是：引入了多
个参数，比如适应度值分享半径，需要保留非支配

前沿的个数等.
MOEA/D-AD[29] 把多模态多目标优化问题分解

成多个子问题，每个子问题由一个或者几个个体进

行寻优，提高了解集在决策空间的多样性. 该方法的
优点是：可以保留目标空间距离小但决策空间距离

大的解. 缺点是：引入了确定邻域大小的参数.
强化学习或机器学习与进化算法结合是求解多

模态多目标优化问题的另一途径. DE-RLFR[30] 将

强化学习机制融入差分进化算法来解决多模态多目

标优化问题. 首先根据个体的适应度值划分不同的
等级，不同的等级有不同的进化方法，根据进化后

子代与父代等级高低设置奖励级别. 该方法的优点
是：进化过程向邻近最优等级逐步进行，保证收敛

的稳定性. 缺点是引入了等级划分参数，且在高目
标优化中奖励情况较复杂. SS-MOPSO[31] 采用自

组织 Speciation 策略将种群分成不同的子种群，不
同种群之间不存在重叠，促使算法找到更多帕累托

解. MMO-Clustering-PSO[32] 通过聚类把整个种群分

成多个子种群，子种群内的粒子根据自己的全局最

优更新位置和速度，不同种群之间使用环形拓扑结

构进行信息传递. 此方法的优点是搜索能力较强，能
找到较多的帕累托最优解. 缺点在于不同问题中聚
类数目难以设定，且该参数对算法性能影响较大.
以上方法通过提高搜索能力防止算法陷入局部

区域，对解决多模态多目标优化问题有很大的帮助.
然而只有搜索机制是不够的，还需要有较好的环境

选择机制来提高决策空间的多样性，保留决策空间

距离大但目标空间距离小的解，进而更好地解决多

模态多目标优化问题.

2.2 提高决策空间多样性的方法

上述提高搜索能力的方法可以使算法找到更多

的帕累托解，除此之外，多模态多目标优化问题需

要特殊的环境选择方法才能使目标空间距离相近而

决策空间距离较远的帕累托最优解 (如图 2中 A1 和

A2)都被保留下来. 以下是提高决策空间多样性的相
关工作.

Deb et al.[15]提出Omni-optimizer算法，在该算法
的环境选择机制中，根据非支配排序、决策空间拥挤

度距离和目标空间拥挤度距离三个指标对个体进行

排序. 其中非支配排序方法如图 3所示，帕累托最前
沿的点集为第 1前沿，帕累托次前沿的点集为第 2前
沿，以此类推. 决策空间拥挤度距离的计算如图 4所
示. 以二维决策空间问题为例，计算拥挤度距离在 x1

方向的分量时，首先根据 x1的值由小到大排序，粒

子的拥挤度距离等于该粒子前后邻居相应决策变量

的差值；边界粒子 (图中第 5个点)的拥挤度距离等
于它与最近邻居相应决策变量差值的二倍. 目标空
间拥挤度距离计算方式与决策空间类似，只有边界

点的处理不同，决策空间边界点拥挤度距离为与最
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近邻居差值的二倍，而目标空间边界点拥挤度距离

取无穷大. 最后根据条件选择两个空间的拥挤距离
之一分配给对应粒子. 条件选择后的拥挤度距离能
反映粒子决策空间和目标空间邻域的拥挤度，进而

同时保证决策空间和目标空间的多样性. 之后许多
方法 (如 MO_Ring_PSO_SCD[14]、MO_PSO_MM[25]

等) 都采用了兼顾决策和目标空间拥挤度距离的环
境选择机制.

1f

2f

第1前沿

第2前沿

第3前沿

图 3 非支配排序

1
2 3

4
5

1x

2x

1
2 3

4
5

1x

2x

(a) 非边界粒子 (b) 边界粒子

图 4 决策空间拥挤度距离的计算方法

Liang et al.[13] 提出一种决策空间小生境策略，
能在环境选择中帮助保留更多帕累托最优解. 该策
略首先根据非支配关系将种群分成不同的帕累托前

沿，然后依据 Omni-optimizer 中决策空间拥挤度距
离把同一个前沿内的粒子进行排序. Yan et al.[33] 提
出 PEN-MOBA 算法，在决策空间引入小生境策略，
并增加了局部最优外部存档来提高决策空间多样性.
但是这两种选择机制没有考虑目标空间的分布情况.

为了兼顾决策空间和目标空间的分布情况，Yue
et al.[14]提出一种特殊拥挤度距离. 在环境选择中，首
先根据非支配关系排列出不同的前沿，在同一前沿

中的粒子再根据特殊拥挤度距离由大到小排序，特

殊拥挤度距离的计算公式如下：

SCDi =


Max(CDi,x, CDi,f ) if CDi,x > CDavg,x

or CDi,f > CDavg,f

Min(CDi,x, CDi,f ) otherwise
(2)

其中 SCDi表示第 i个粒子的特殊拥挤度距离，CDi,x

表示第 i个粒子在决策空间的拥挤度距离，CDi,f 表

示第 i个粒子在目标空间的拥挤度距离，CDavg,x表

示决策空间的平均拥挤度距离，CDavg,f 表示目标空

间的平均拥挤度距离. 由公式 (2)可看出，当第 i个

粒子的决策空间或目标空间拥挤度距离大于平均水

平时，SCD取较大的一个，否则取较小的一个. 图 2
中 A1 和 A′ 的特殊拥挤度距离取决策空间的值，因
此在环境选择中二者被同时保留的可能性增大. 环
境选择中使用非支配关系和特殊拥挤度距离排序可

以提高决策空间和目标空间的多样性. 文献 [24-26]
也采用了这种环境选择机制，均取得了较好的效果.
将多样性指标嵌入目标函数是改善种群多样性

的一种有效方法. Liu et al.[27] 设计了 double-sharing
函数，该函数将决策空间和目标空间适应度值分享

后组合到一个函数中，并将组合后的函数值用于环

境选择标准，以达到同时改善决策空间和目标空间

多样性的目的.
大部分小生境方法都基于欧式距离确定邻域关

系，但在较高维空间欧式距离确定的邻域会出现偏

差，Shi et al.[34] 提出 MMOEA-GD 算法，该算法
在决策空间使用谐波平均距离 (Harmonic Average
Distance)衡量种群在决策空间的邻域关系，只允许
粒子与决策空间邻域内的个体进行信息交互，从而

提高种群在决策空间的多样性.
也有学者使用聚类方法辅助改善种群的多样性.

Liu et al.[22] 提出一种基于小生境的清除策略，该策
略首先根据一组分布均匀的参考向量把种群进行聚

类，以改善目标空间的均匀性和延展性；对每个子

类采用小生境方法促进决策空间的多样性. Maity et
al.[35]提出MM-NAEMO算法，它由NAEMO改进而
来，改进后的环境选择中使用了基于混合高斯模型

的聚类算法，先把种群聚成不同的子类，然后在每

个子类中挑选优秀个体，以改善种群的多样性.
上述算法的信息总结见表 1. 表中给出了各

种算法的基本框架和有效机制. 这些算法的代码
可以在多模态多目标优化问题相关研究主页下载

（http://www5.zzu.edu.cn/cilab/MMO.htm）.

2.3 典型算法举例

以上两个小节从提高算法搜索能力和改善决策

空间多样性两个方面对相关工作进行了介绍，为了

说明求解此类问题的整体流程，本节给出典型算法

的求解过程.
使用环形拓扑结构和特殊拥挤距离的多目标粒

子群优化算法 (MO_Ring_PSO_SCD)[14] 是求解多模
态多目标优化问题的典型算法，且算法同时具有提

高搜索能力以及改善决策空间多样性机制，因此选

择它来说明求解多模态多目标优化问题的整体流程.



6 控 制 与 决 策

表 1 多模态多目标优化算法概况

算法名称 基本框架 有效机制

1 Omni-optimizer[15] 遗传算法 环境选择中同时使用决策空间和目标空间拥挤度距离.
2 MMOEA-GD[34] 差分进化算法 环境选择中使用决策空间谐波平均距离.
3 MM-NAEMO[35] 遗传算法 环境选择中使用基于混合高斯模型的聚类方法.

4 PEN-MOBA[33] 蝙蝠算法
搜索过程中使用决策空间小生境策略；
使用局部最优存档.

5 DN-NSGAII[13] 遗传算法
搜索过程中使用决策空间小生境策略；
环境选择中使用决策空间拥挤度距离.

6 DNEA-L[27] 遗传算法
搜索过程中使用多前沿存档；
环境选择中使用 double-sharing同时提高决策空间和目标空间多样性.

7 TriMOEA-TA&R[22] 基于分解的进化算法
搜索过程中使用收敛和多样性两个存档；
环境选择中使用聚类和小生境策略分别提高目标空间和决策空间多样性.

8 MOEA/D-AD[29] 基于分解的进化算法 把分解后的单目标优化子问题当做多模态单目标问题解决.
9 DE-RLFR[30] 差分进化算法 采用强化学习机制引导算法逐步收敛.

搜索过程中有效机制 环境选择中有效机制

10 MO_Ring_PSO_SCD[14] 粒子群优化算法
11 MO_Ring_CSO_SCD[23] 竞争粒子群优化算法

使用环形拓扑结构.

12 MMODE[24] 差分进化算法 使用预选解机制和特殊边界处理方法.
13 MO_PSO_MM[25] 粒子群优化算法
14 MMOPIO[26] 鸽群优化算法

使用自组织映射确定粒子的邻域关系.

15 MO-Clustering-PSO 粒子群优化算法 使用聚类和环形拓扑结构.
16 SS-MOPSO[31] 粒子群优化算法 使用自组织 Speciation构建多个子种群.

使用特殊拥挤度距离提高目标空间和决策空间多样性.

MO_Ring_PSO_SCD的整体流程如算法 1所示.
首先初始化种群 P、个体最优存档 PBA和邻域最优
存档 NBA(1-6行)；然后根据非支配关系和特殊拥挤
距离对 PBA 和 NBA 中的个体进行优劣排序 (11-12
行)，按照非支配排序由前到后，特殊拥挤距离由大
到小进行排序；选择排序后 PBA和 NBA中的第一
个个体作为当前个体的个体最优和邻域最优，并根

据粒子群优化算法个体位置和速度的更新公式对当

前粒子进行更新 (14-19行)；把更新后的粒子放入个
体最优存档，删除存档中被更新后个体所支配的所

有个体 (21行)；使用当前个体最优存档、前一个体
最优存档以及后一个体最优存档组合成暂时邻域最

优存档 (temp_NBA{i})，从暂时邻域最优存档中选出
所有非支配个体作为更新后的邻域最优存档 (24-33
行)；循环上述更新过程直至满足停止迭代条件；最
后输出 NBA中的非支配解集.

经过分析发现，MO_Ring_PSO_SCD 算法针对
多模态多目标优化问题的有效处理机制有两个：(1)
使用环形拓扑结构；(2)使用特殊拥挤距离. 环形拓
扑结构将整个种群分成多个小生境，不同小生境之

间不存在直接竞争，大大提高算法找到多个最优解

的能力；特殊拥挤距离兼顾决策空间和目标空间拥

挤距离，使得算法能够保留目标空间拥挤距离小但

决策空间拥挤距离大的解. 关于两种机制的具体描
述及有效性验证请参考 [14].
通过对各种多模态多目标进化算法进行分析总

结发现此类算法的一般框架如图 5所示，它和一般
进化优化算法的总体流程一致，首先，初始化一个

种群；种群中不同的个体根据环境变化或其他个体

分享的信息不断调整进化方向；然后，根据预定义

的算子对种群进行筛选；如此迭代式地对个体进行

调整筛选，直至满足预设的终止条件. 多模态多目标
优化方法的独特之处在于：进化过程中需加入限制

信息传递范围的策略，防止种群过早收敛到局部区

域；在筛选过程中需要兼顾决策和目标空间的多样

性，使得多模态解能在环境选择中生存下来.

图 5 多模态多目标进化算法一般框架

3 测试函数和评价指标

为了公平、公开、合理地比较不同多模态多目

标优化算法，学者们提出不同的测试函数集和能够

衡量算法性能优劣的评价指标来评价算法的性能.
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算法 1: MO_Ring_PSO_SCD

1 //初始化种群 P

2 Evaluation(P)

3 //初始化个体最优和邻域最优存档

5 PBA = P

6 NBA = PBA

8 while Generation <MaxGenerations do

9 for i = 1 : ParticleNumber

10 //对 PBA和 NBA中的个体进行排序

11 Sorted_PBA{i} = non-dominated_scd_sort(PBA{i})

12 Sorted_NBA{i} = non-dominated_scd_sort(NBA{i})

13 //选择 pbest和 nbest

14 pbesti← Sorted_PBA{i}中的第一个

15 nbesti← Sorted_NBA{i}中的第一个

16 //更新种群 P

17 Pi(t + 1) = Pi(t) + vi(t + 1)

18
vi(t + 1) = W vi(t) + C1r1(pbesti − Pi(t))

+C2r2(nbesti − Pi(t))

19 Evaluation(Pi(t + 1))

20 //更新 PBA

21 把 Pi(t + 1)放入 PBA{i}并删除被 Pi(t + 1)支配的个体

22 end for

23 //更新 NBA

24 for i = 1: ParticleNumber

25 if i = 1

26 temp_NBA{i} = [PBA { ParticleNumber }, PBA {1},PBA]

27 else if i = ParticleNumber

28
temp_NBA{i} = [PBA{ ParticleNumber -1},

PBA{ ParticleNumber }, PBA{1}]

29 else

30 temp_NBA{i} = [PBA{i-1}, PBA{i}, PBA{i+1}]

31 end if

32 NBA {i} = non-dominated particles in temp_NBA{i}

33 end for

34 end while

35 输出：NBA中的非支配解集

3.1 测试函数

标准测试函数集可以用来公平测试不同算法的

性能，因为测试问题的各项信息都已知，所以可以

避免实际问题中不确定因素造成的影响，这对相关

领域的研究具有促进作用. 因此，多模态多目标优化
也需要标准测试函数，这些函数与普通多目标测试

函数不同，它们具有多个全局或局部 PS.
1999 年 Deb[37] 最早提到了多目标优化问题中

的多模态情形，并给出了 Omni-test 测试函数，该
函数的决策变量的维度和等效 PS 的个数都可扩展，
但是目标空间的维度不可扩展. Rudolph et al.[38] 提
出了 SYM-PART 测试函数，且在函数中加入了旋
转和扭曲的操作，使不同决策变量之间存在相关性.

Preuss et al.[39] 提出了 TWO-ON-ONE测试函数，用
以分析传统进化多目标优化算法在多模态多目标优

化问题上的性能. Ishibuchi et al.[40] 提出了 Polygon-
based problem，用于在决策空间直观地显示种群的
多样性，但是这些函数决策变量的维度是固定的. 随
后，Ishibuchi et al.[41]和Masuda et al.[42]提出了决策
变量具有可扩展性的多模态多目标测试函数. 此外，
Liang et al.[13]通过平移和对称操作复制多个 PS设计
了两个多模态多目标测试函数，这两个测试函数比

较简单. 随后，Yue et al.[14]设计了六个较为复杂的测
试函数，这些函数具有不同形状的 PS和 PF，但是它
们决策空间和目标空间的维度不可扩展，性质较单

一. Liang et al.在文献 [24]中设计了 PF和 PS形状复
杂的测试函数，但是这些函数决策空间和目标空间

的维度仍然不可扩展. Liu et al.[22]设计了决策空间和
目标空间都可扩展的测试函数 MMMOP，但是这些
函数没有局部和全局 PS共存的情况. Yue et al.[21]设
计了较为复杂的多模态多目标测试问题 MMF suite，
包括局部 PS和全局 PS共存，形状复杂的 PS和 PF，
决策变量个数和目标个数可调等特征；并给出了多

模态多目标测试函数的设计方法和设计框架，这些

函数的可扩展性较好.
多模态多目标测试函数期望具有的性质包括：

(1) 同时具有局部和全局 PS；(2) PS 的个数可调节；
(3) PS 的形状不同；(4) PS 和 PF 已知；(5) 决策变
量和目标个数可调.一般来说，同时具有局部和全局
PS的问题比只有全局 PS的问题难以解决，因为局部
PS 是陷阱，搜索能力较弱的算法容易陷入局部 PS.
另外，决策空间的维度越高，搜索空间越大，问题的

求解难度越大；目标的个数越多，算法的收敛力度

减小，问题求解难度也会增大. 测试函数集既要包括
简单的测试函数，又要包括复杂的测试函数，这样

才能评价不同算法的优劣. 为了方便研究者进行选
择，表 2对文献中已有多模态多目标优化测试函数
的性质进行了总结. 其中‘!’表示测试函数集有满
足对应性质的函数，‘#’表示没有满足对应性质的

函数，‘!/#’表示既有满足对应性质的函数也有不

满足对应性质的函数. 如 MMF suite 中既有决策变
量个数可调的也有不可调的函数，因此对应‘决策

变量个数是否可调’的性质为‘!/ #’. 表中所列
Omni-test、SYM-PART 和 TWO-ON-ONE 测试函数
是单个测试函数，因为早期文献中对多模态多目标

优化的研究较少，因此测试函数性质单一；后面几

行所列测试函数均为测试函数集，每个集合包含多

个测试函数，它们的性质也有所差异. 如果研究者需
要测试算法求解超多目标 (3个以上)多模态优化问
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表 2 多模态多目标测试函数性质

测试函数名称
决策变量个
数是否可调

目标个数
是否可调

PF的几何形状 PS的几何形状 PS的个数
是否可调

Omni-test[15] ! # 凸 直线段 !

SYM-PART[38]
# # 凸 直线段 #

TWO-ON-ONE[39]
# # 凸 直线段 #

Polygon-based problem[40]
! ! 凸 区域块 !

Problems in [24] # # 凸/凹/线性 曲线段 #

MMMOP[22] ! ! 线性/凹 直线段/区域块 #/!
MMF suite[13, 14, 21] #/! #/! 凸/凹,

连续/不连续 曲线 (面)段/直线段 #/!

题的性能，建议选择 Polygon-based problem[40] 或

MMMOP[22]，因为这两个测试函数集包含目标个数
大于 3的测试函数，且它们的 PS几何形状为区域块，
这种测试函数的决策空间只有二维，PS是多边形内
部区域，通过观察算法求得解对多边形的覆盖情况

即可了解算法的性能，所以这些函数可以实现超多

目标优化的可视化. 如果研究者需要测试算法求解
具有不同形状 PF问题的性能，建议选择MMF suite，
因为该测试函数集包含多种集合形状的 PF，且测试
函数的其他性质也较丰富.

3.2 评价指标

评价指标可以将不同算法的性能量化，在算法

评估和对比中起着非常重要的作用. 常用的多目标
算法的评价指标包括 Inverted Generational Distance
(IGD[43])、HyperVolume (HV [44])等，它们只能衡量
种群在目标空间的分布情况，对于多模态多目标优

化问题而言，即使目标空间的分布性能良好，决策

空间的性质也可能很差. 因此需要新的评价指标对
不同的多模态多目标算法进行评价.
多模态多目标优化算法评价指标需要具有以下

性质：(1)能反映决策空间的多样性、收敛性、覆盖
率；(2)能反映目标空间的多样性、收敛性、覆盖率；
(3) 有合理的量化范围；(4) 能用以比较不同算法解
决多模态多目标优化问题的能力. 设计具有这些性
质的指标具有很多挑战，所设计的指标需要兼顾多

个方面，只考虑某一个指标不能准确的反应算法的

性能. 如图 6所示，圆点表示算法得到的解集，虚线
和实线代表问题的两个 PS.图 6 (a)中算法得到的解
集具有很好的多样性，但是圆点还没有逼近实线或

者虚线，因此收敛性差；图 6 (b)，圆点逼近了实线或
者虚线，但是聚成了簇，因此多样性差；图 6 (c)中
算法得到的解集具有良好的多样性和收敛性，但是

它们并没有覆盖整个 PS，而是覆盖了 PS1的一部分，
PS2的另外一部分，虽然这两部分可以组成一个相对

完整的 PF但事实上算法并没有找到一个完整的 PS.
图 6 (d)给出了理想情况下，算法得到解集的分布情
况. 由图可得，同时衡量解集在决策空间和目标空间
的分布性、多样性、收敛性和覆盖率是比较困难的.

1
x

2
x

1
PS

2
PS

1
x

2
x

1
PS

2
PS

(a)多样性好收敛性差 (b)收敛性好多样性差

1
x

2
x

1
PS

2
PS

1
x

2
x

1
PS

2
PS

(c)覆盖率差 (d)理想的 PS

图 6 评价指标设计的难点和挑战

为了解决上述挑战，研究者提出了不同种类的

评价指标. Rudolph et al.[38]设计了 Covered Sets (CS)
和 Set Population Spread (SPS) 衡量多模态多目标
优化算法的性能. CS 表示帕累托子集被覆盖的数

目，CS 越大说明算法求得的解集覆盖帕累托子集

的数量越多. SPS 表示接近每个帕累托子集的种

群数量的标准差，SPS 越大说明算法求得的解集

多样性越好. 但是随机均匀初始化的种群这两个指
标值都比较好，因此这两个指标不能准确的反应算
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法的性能. Zhou et al.[45] 把 IGD[43] 用在决策空间

(IGDX)，衡量算法求得的 PS 与真实 PS 之间的接
近程度. IGDX 的计算方法如下：

令 P ∗代表沿真实 PS均匀分布的点集 (参考点)，
O代表算法求得的解集，IGDX 的计算公式：

IGDX(O,P ∗) =

∑
v∈P∗ d(v,O)

|P ∗| (3)

其中 d(v,O)表示 v 和 O 中所有点之间欧式距离的

最小值，|P ∗|表示参考点的数目. 如果参考点集能够
很好的表示真实 PS，那么 IGDX就能较好的衡量决

策空间的收敛性和多样性. IGDX的值越小，说明算

法求得的解集和参考点集越接近. 但是只用 IGDX

指标衡量算法性能存在一种缺陷，当算法求得的解

也在真实 PS 上，但是没有和参考点接近或重合时，
IGDX 的值就不能反映求解此问题的情况. 为了更
合理的比较不同多模态多目标优化算法的性能，Yue
et al.[14] 把 CR 和 IGDX 结合，设计了新的衡量指

标 PSP . 但是 PSP 的最优值为无穷大，根据指标

值无法判断算法求得解集和最优解集的差距，于是

Yue et al.在 [21]中，将 PSP 改成 1
PSP
，这样评价

指标 1
PSP

的最优值变为零，指标值越接近零说明算

法性能越好. 1
PSP

的计算方法如公式 (4). 它既能反映
算法求得解集对真实 PS的覆盖率，又能反映它们之
间的接近程度.

1

PSP
=

IGDX

CR
(4)

其中 (CR)表示算法求得的解集对真实解集的覆盖
率. 1

PSP
越小说明算法求得的解集与真实解集越接

近，且算法求得的解集对真实解的覆盖率越大. 1
PSP

也只能反应决策空间的性质，为了综合评价算法的

性能，需要搭配目标空间衡量指标 (如 HV [44])对算
法进行综合评价.
为了同时评价解集在决策空间和目标空间的性

质，Liu et al.[22]提出新的评价指标 IGDM，该指标可

以衡量解集在决策空间和目标空间的收敛性和多样

性. 令 F ∗ :
{
f∗1 , f

∗
2 , . . . , f

∗
q

}
为 PF上均匀分布的参

考点，其中 q表示参考点的个数；A : {a1, a2, ..., aq}，
其中 ai (i = 1, 2, ..., q)是目标值为 f∗i 的帕累托最优

解的个数；X∗ :
{
x∗1,1, x

∗
1,2, ..., x

∗
1,a1, x

∗
2,1..., x

∗
q,aq

}
代

表与 F ∗ 和 A对应的帕累托最优解集；P 是算法求

得的解集，IGDM 的定义如下：

IGDM (P, F ∗, X∗) =

∑
f∗
i ∈F∗

∑
j=1,...,xp

d (f∗
i , x

∗
i,j , P )

|X∗|
(5)

其中 d
(
f∗i , x

∗
i,j , P

)
=

{
dmax if Pi,j = ∅
min {dmax, ed (f∗i , Pi,j)} else

Pi,j =
{
xk : j = argminl=1,...,ai

ed
(
x∗i,l, xk

)
, xk ∈ P

}
ed (f∗i , Pi,j) 表示 F ∗ 和 Pi,j 之间的最小欧式距离；

ed
(
x∗i,l, xk

)
表示 x∗l 和 xk之间的最小欧式距离，dmax

是预定义的参数，一般设置为 1.
虽然已经有一些多模态多目标优化算法的评价

指标，但是大部分都需要已知问题的 PS和 PF，并根
据它们选取参考点或参考向量. 而在实际问题中 PS
和 PF是未知的，算法性能难以评价. 因此，多模态
多目标优化中，在未知 PS和 PF的情况下，如何设
计合理的性能指标是未来研究的一个方向. 下一部
分介绍多模态多目标优化的其他未来研究方向和应

用领域.

4 应用领域及未来研究方向

4.1 应用领域

多模态多目标优化具有广泛的应用领域，如桥

梁优化问题[46]，饮食设计问题[38]，空间任务设计问

题[47]，化工生产优化问题[48]，火箭发动机任务设计

问题[49]，功能性脑成像问题[50]，路径规划问题[14]，

特征选择问题[17]，建筑选址问题[40] 等. 上述领域的
多目标优化问题具有典型的多模态特性，且不同的

解集具有不同的实际意义. 例如某个路径规划问题
以路程最短和红绿灯个数最少为优化目标，存在路

程和红绿灯个数都相同的多条路径，但是它们途径

的公共设施可能大有区别，如果使用多模态多目标

优化算法找到多个符合要求的路径，那么不同的司

机可以根据自己对公共设施的偏好选择不同的路径.
由于多模态多目标优化的发展仍处于初级阶段，虽

然许多问题属于多模态多目标优化问题，但是技术

人员并未采用多模态多目标优化算法解决这些问题.
我们需要开发出高效稳定的算法，为决策者提供更

多选择，也为节约能源，减少污染，降低成本做出贡

献.

4.2 未来研究方向

多模态多目标优化领域未来研究方向包括以下

几个：

第一，如何同时找到全局和局部帕累托最优解

集是多模态多目标优化中的未来研究方向之一. 通
过本文的分析可知，根据全局和局部最优解集的情

况，多模态多目标优化问题可分为两类：第一类问题

只具有全局帕累托最优解集，第二类问题既有全局

帕累托最优解集又有局部帕累托最优解集. 现有的
多模态多目标优化算法大多数用来解决第一类问题，

对于第二类问题的解决效果不佳. 因此，如何搜索到
第二类问题的全局和局部最优解集是未来值得研究
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的方向.
第二，决策空间收敛性和多样性不平衡问题[51]

是多模态多目标优化领域新的挑战. 在决策空间收
敛性和多样性不平衡问题中，有些帕累托最优解集

极易搜索到，但有些解集则极难找到，因为不同解

集附近的适应度地形不同，如果某个解集所在的盆

区较大，则搜索此解集的难度较小，如果某个解集

所在的盆区较狭窄或较崎岖，那么搜索此解集的难

度会较大. 如何处理多模态多目标优化中收敛性和
多样性不平衡问题也是未来的研究方向之一.
第三，多模态多目标优化问题最终解的选择也

是待解决的难题. 一个帕累托最优解集包含多个可
行解，多个帕累托解集包含的可行解数目大大增加，

而在一个实际应用的具体情况下，必须从这些解中

挑选出一个使用，不同决策者在不同情况下会挑选

不同的解，因此最终解的选择是未来研究的难题.
第四，离散多模态多目标优化问题也是未来研

究的方向之一[52]. 特征选择、路径规划、车间流水线
调度中存在大量的多模态多目标优化问题，但它们

都属于离散组合优化问题，本文介绍的算法均是连

续优化算法，不能直接用来求解离散优化问题. 如何
解决离散多模态多目标优化中编码难题及进化导向

问题是未来需要研究的方向.
除了上述方向以外，在该领域还有许多待研究

的问题，包括：动态、高维、高目标多模态优化问题

研究[53, 54]，多模态多目标优化中高维可视化技术研

究，多模态多目标优化收敛性分析等理论研究.

5 总结与展望

本文对多模态多目标优化领域的相关工作进行

了分析总结，从提高算法搜索能力和提高决策空间

多样性两个方面介绍了相关算法，阐述了解决多模

态多目标优化问题的困难和挑战. 提高算法搜索能
力即增强探索能力，提高决策空间多样性即增强开

采能力，这两方面能力的权衡是解决多模态多目标

优化问题的关键.
多模态多目标优化是进化计算领域相对新的研

究方向，它具有广阔的应用前景，该方向还有许多

未解决的问题值得研究者开展深入研究.
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