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覆盖多粒度粗糙集的数值特征

王加阳, 帅 勇†, 张 炜

(中南大学信息科学与工程学院，长沙 410083)

摘 要: 通过极大描述和极小描述获取的覆盖多粒度粗糙集,可以更好地应用于实际.首先通过极小描述和极大
描述的交并运算定义4个悲观覆盖多粒度粗糙集模型,并讨论其基本性;在此基础上进一步分析其证据结构,并得
出覆盖多粒度粗糙集具有信任结构的充分条件,即上、下近似满足对偶性、可加性和可乘性.通过上述研究,进一
步丰富了多粒度粗糙集的研究.
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Numerical characterization of multi-granularition covering rough sets
WANG Jia-yang, SHUAI Yong†, ZHANG Wei

(College of Information Science and Engineering，Central South University，Changsha 410083，China)

Abstract: The covering multi-granularition rough sets obtained by maximum description and minimal description can
be better applied to reality. Fristly, four kinds of pessimistic covering multi-granularition rough set models are defined
by the minimal description and the maximum description, and then its basic proper is analyzed. Moreover, the belief
struct of covering multi-granularition rough sets is analyzed. The sufficient conditions for the belief struct covering multi-
granularition rough sets is obtained which is approximately satisfied the duality, additivity and multiplication. Through
the above study, the research of multi-granularition rough sets is enriched.
Keywords: multi-granularition；rough sets；evidence theory；numerical characterization

0 引 言

粗糙集通过等价关系形成的知识粒表示知识,
用上、下近似表示不确定性[1-2].然而,随着数据结构
和形式的日益多样化,基于等价关系的经典粗糙集
已经不能满足实际问题的处理需求.因此,众多学者
从不同的角度对经典粗糙集模型进行扩展,其中一个
重要的分支便是覆盖粗糙集.自Zakowski[3]首次提

出覆盖粗糙集后,覆盖粗糙集的研究迎来了热潮,基
于Zakowski粗糙集的改进模型相继被提出.随后,文
献 [4-7]将现有的覆盖粗糙集模型进行了归类和总
结.虽然,覆盖粗糙集模型的提出在一定程度上弥补
了经典粗糙集的不足,但在实际应用上仍存在诸多限
制.随着粒计算[8-11]思想的引入,可知经典粗糙集模
型以及覆盖粗糙集模型均为单粒度粗糙集模型,且实
际应用中往往需要从多个角度处理问题,相对于单粒
度粗糙集模型,多粒度粗糙集模型更容易发现隐含的
知识. Qian等[12-14]提出了基于多个等价关系的经典

多粒度粗糙集,随后又提出基于多个相容关系的覆盖
多粒度粗糙集,克服了等价关系给经典多粒度粗糙集

带来的缺陷; Xu等[15-17]进一步弱化等价关系,提出基
于模糊相容关系、序关系和广义关系的覆盖多粒度

粗糙集.然而,在实际应用中,往往很难发现数据的内
在关系,反而更容易获得其近似空间.近似空间中包
含个体的最小集合为极小描述 (最大的集合为极大
描述),通过极小描述 (极大描述)定义的多粒度粗糙
集相对而言能更好地应用于实际.
证据理论通过mass函数导出的一对对偶函数

(信任函数和似然函数)表示不确定性,其核心概念
为信任结构[18].最近证据理论与粗糙集模型结合是
研究的热点之一,文献 [19]给出经典粗糙集具有信任
结构的充分条件,并且阐述了信任函数和似然函数与
粗糙集的上、下近似算子之间的联系;文献 [20-22]将
研究扩展到覆盖粗糙集中,并成功地使用信任函数和
似然函数刻画覆盖粗糙集的上、下近似,即通过证据
理论刻画粗糙集的数值特征;文献 [23]从信息融合的
角度探讨证据理论同经典多粒度粗糙集的关系,并表
明在一般情形下,经典的乐观多粒度粗糙集不存在与
其对应的信任结构;文献 [24]通过信任函数和似然函
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数对经典多粒度粗糙集进行属性约简,并给出了新的
约简算法.综上所述,首先通过极大描述和极小描述,
给出4种悲观覆盖多粒度粗糙集模型,并探讨其基本
性质;随后基于当下研究热点,并且结合文献 [25]的4
种乐观多粒度粗糙集模型 (记为FRO、SRO、TRO和

LRO),得出基于极大描述和极小描述所获得的8种
覆盖多粒度粗糙集具有信任结构的充分条件,并给出
mass函数的具体表达式,从而使多粒度粗糙集能够
应用于证据的合成.

1 基础知识

首先介绍粗糙集、覆盖粗糙集和多粒度粗糙集

的基本概念.

1.1 Pawlak粗糙集
经典Pawlak粗糙集主要通过信息系统表示信

息.下面给出信息系统的定义.
定义1 若 IS = (U,AT, V, f)为信息系统,则非

空对象集U = {x1, x2, · · · , xn},称为论域, AT为属性
集,V 为属性值域,函数f : U × AT → V 为属性值映

射函数.
定义2 令 IS = (U,AT, V, f)为信息系统,属性

集AT决定的二元不可分辨关系为 RAT = {(x, y) ∈
U × U |a ∈ AT, f(x, a) = f(y, a)}.若RAT为等价

关系,则此时形成的不可分辨类称为等价类,记为
[x]RAT .所有等价类构成了论域的划分,记为U/RAT.
定义3 令 IS = (U,AT, V, f)为信息系统,属性

集AT决定的二元不可分辨关系为RAT,对任意的子
集X ⊆ U ,有

R(X) = {x ∈ U |[x]R ⊆ X},

R(X) = {x ∈ U |[x]R
∩

X ̸= ϕ}.

则称R(X)和R(X)为X的上、下近似, (R(X), R(X))

为X的粗糙集.
性质1 令 IS = (U,AT, V, f)为信息系统,属性

集AT决定的二元不可分辨关系为RAT,对于任意的
子集X ⊆ U,∼X = U −X,R(X)和R(X)为X的上、

下近似,则有如下基本性质:
(L1): R(X) ⊆ X;
(L2): R(ϕ) = ϕ;
(L3) :R(U) = U ;
(L4): X ⊆ Y ⇒ R(X) ⊆ R(Y );
(L5): R(X

∩
Y ) = R(X)

∩
R(Y );

(L6): R(X
∪

Y ) ⊇ R(X)
∪
R(Y );

(L7): R(∼X) =∼ R(X);
(U1): X ⊆ R(X);
(U2): R(ϕ) = ϕ;
(U3): R(U) = U ;
(U4): X ⊆ Y ⇒ R(X) ⊆ R(Y );

(U5): R(X
∪
Y ) = R(X)

∪
R(Y );

(U6): R(X
∩
Y ) ⊆ R(X)

∩
R(Y );

(U7): R(∼X) =∼ R(X).
上述的性质 (L4)∼ (L7)和 (U4)∼ (U7)称为上、

下近似的单调性、可加性、可乘性和对偶性.

1.2 覆盖粗糙集

U为论域,C为U的非子空集构成的集簇,若∪
C = U ,则称C为论域U的覆盖.
定义4 若C为论域U的覆盖,则二元组 (C,U)

为覆盖近似空间.
定义5 若(C,U)为覆盖近似空间,C = {k1, k2,

· · · , kp},对于任意x ∈ U有如下定义:
mdC(x) =

{k ∈ C|x ∈ k
∧
(∀s ∈ C

∧
x ∈ s

∧
s ⊆ k) ⇒ k = s},

MDC(x) =

{k ∈ C|x ∈ k
∧
(∀s ∈ C

∧
x ∈ s

∧
s ⊇ k) ⇒ k = s},

则称mdC(x)和MDC(x)为x的极小描述和极大描

述.
由上述定义可知,通过极小描述可获得含有x

的最小集合;通过极大描述可获得含有 x的最大集
合.基于此可得X的上、下近似定义.
定义6 若(C,U)为覆盖近似空间,C = {k1, k2,

· · · , kp},则对于任意子集X ⊆ U ,关于X的上、下近

似定义如下:
C∗(X) = {x ∈ U |(

∩
md(x)

∩
X ̸= ϕ)},

C∗(X) = {x ∈ U |(
∩

md(x) ⊆ X)}.

定义6表明,可以利用极小描述获得X的上、下
近似,同理也可以利用极大描述获得X的上、下近似.
定义7 任意两个覆盖近似空间 (C1, U)和 (C2,

U), C1={k11, k12, · · · , k1p}, C2={k21, k22, · · · , k2q}.
若对于任意x ∈ U, x ∈ k1i, 1 ⩽ i ⩽ p, x ∈ k2j , 1 ⩽
i ⩽ q,有k1i ⊆ k2j ,则称C1细分C2,记C1 ⩽ C2.

1.3 多粒度粗糙集

下面给出经典多粒度粗糙集的定义.
定义8 令 IS = (U,AT)为信息系统,属性子集

A1, A2, · · · , Am ⊆ A,其中m为自然数. ∀X ⊆ U ,关
于X的乐观多粒度上、下近似为

m∑
i=1

Ai(X) = {x ∈ U |[x]A1
⊆ X

∨
[x]A2

⊆

X
∨

· · ·
∨
[x]Am

⊆ X},
m∑
i=1

Ai(X) = ∼
m∑
i=1

Ai(∼ X).

定义9 令 IS = (U,AT)为信息系统,属性子集
A1, A2, · · · , Am ⊆ A,其中m为自然数. ∀X ⊆ U ,关
于X的悲观多粒度上、下近似为
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m∑
i=1

Ai(X) = {x ∈ U |[x]A1
⊆ X

∧
[x]A2

⊆

X
∧
· · ·

∧
[x]Am

⊆ X},
m∑
i=1

Ai(X) = ∼
m∑
i=1

Ai(∼ X).

定义8和定义9通过多个等价关系诱导出的等
价类,定义了两种多粒度粗糙集模型,即经典的乐观
多粒度粗糙集和悲观多粒度粗糙集.

1.4 证据结构

定义10 设Θ为识别框架,A为Θ的任意子集,
定义在识别框架Θ上的函数m : 2Θ → [0, 1]若满足

如下条件:
1) m(ϕ) = 0;
2)

∑
X⊆U

m(X) = 1;

则称函数m为Θ的基本可信度分配函数或mass函
数.

m(A)表示证据对A的信任度.若m(A) > 0,则
称m为焦元.所有焦元的并为核,记为F,二元序对
(m,F )即为信任结构.
定义11 设Θ为识别框架,A为Θ的任意子集,

m为识别框架Θ的基本可信度分配函数,若Bel(X)

=
∑
A⊆X

m(A),Pl(X)=
∑

A
∩

X ̸= ϕ

m(A),则称Bel(X)

和Pl(X)为信任函数和似然函数.
信任函数Bel(X)表示X为真的信任度,似然函

数Pl(X)表示不怀疑X为真的信任度,且Bel(X)与

Pl(X)为互补关系.虽然通过可信度分配函数可以定
义信任函数和似然函数,但是同样可以根据以下定义
获得信任函数.

定义12 对于识别框架Θ的任意子集2Θ,若函
数Bel : 2Θ → [0, 1]满足如下条件:

1) Bel(ϕ) = 0;
2) Bel(Θ) = 1;

3) Bel(
m∪
i=1

Xi) ⩾∑
ϕ̸=J⊆{1,2,··· ,m}

(−1)
|U+1|Bel(

∩
i∈J

Xi).

则称函数Bel : 2Θ → [0, 1]为信度函数.
定义13 若Θ为识别框架,函数Bel为识别框架

Θ上的信任函数,则可知基本可信度分配函数为

m(A) =
∑
B⊆A

(−1)
|A|−|B|Bel(B), A,B ⊆ Θ,

并且称上述过程为莫比乌斯变换.

2 覆盖多粒度粗糙集

首先通过极小描述和极大描述定义4种悲观覆
盖多粒度粗糙集模型,随后讨论其基本性质.

定义14 令 (C,U)为覆盖多粒度近似空间,其
中C为覆盖簇C = {C1, C2, · · · , Cm},m为自然数,
且Ci = {ki1, ki2, · · · , kin}, i ∈ {1, 2, · · · ,m}.对于
任意X ⊆ U ,第 1型悲观多粒度粗糙集关于X的

上、下近似为
(
为了便于描述,全文将用符号 sum代

替
m∑
i=1

Ci的求和过程
)

FRP
sum(X) =

{x ∈ U |
∩

mdC1
(x) ⊆ X

∧∩
mdC2

(x) ⊆ X
∧
· · ·

∧∩
mdCm

(x) ⊆ X},

FRP
sum(X) =

{x ∈ U |(
∩

mdC1
(x))

∩
X ̸= ϕ

∨
(
∩

mdC2
(x))

∩
X ̸= ϕ

∨
· · ·

∨
(
∩

mdCm
(x))

∩
X ̸= ϕ}.

定义15 令 (C,U)为覆盖多粒度近似空间,其
中C为覆盖簇,C = {C1, C2, · · · , Cm},m为自然数,
且Ci = {ki1, ki2, · · · , kin}, i ∈ {1, 2, · · · ,m}.对于任
意X ⊆ U ,第2型悲观多粒度粗糙集关于X的上、下

近似为

SRP
sum(X) =

{x ∈ U |
∪

mdC1
(x) ⊆ X

∧∪
mdC2

(x) ⊆ X
∧
· · ·

∧∪
mdCm

(x) ⊆ X},

SRp
sum(X) =

{x ∈ U |(
∪

mdC1
(x))

∩
X ̸= ϕ

∨
(
∪

mdC2
(x))

∩
X ̸= ϕ

∨
· · ·

∨
(
∪

mdCm
(x))

∩
X ̸= ϕ}.

定义14和定义15通过极小描述的交并运算定
义了第1型和第2型悲观多粒度粗糙集模型.接下来
给出第3型和第4型悲观多粒度粗糙集模型的定义.

定义16 令 (C,U)为覆盖多粒度近似空间,其
中C为覆盖簇,C = {C1, C2, · · · , Cm},m为自然数,
且Ci = {ki1, ki2, · · · , kin}, i ∈ {1, 2, · · · ,m}.对于任
意X ⊆ U ,第3型悲观多粒度粗糙集关于X的上、下

近似为

TRP
sum(X) =

{x ∈ U |
∩

MDC1
(x) ⊆ X

∧∩
MDC2

(x) ⊆ X
∧
· · ·

∧∩
MDCm

(x) ⊆ X},

TRP
sum(X) =

{x ∈ U |(
∩

MDC1
(x))

∩
X ̸= ϕ

∨
(
∩

MDC2
(x))

∩
X ̸= ϕ

∨
· · ·

∨
(
∩

MDCm
(x))

∩
X ̸= ϕ}.
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定义17 令 (C,U)为覆盖多粒度近似空间,其
中C为覆盖簇,C = {C1, C2, · · · , Cm},m为自然数,
且Ci = {ki1, ki2, · · · , kin}, i ∈ {1, 2, · · · ,m}.对于任
意X ⊆ U ,第4型悲观多粒度粗糙集关于X的上、下

近似为

LRP
sum(X) =

{x ∈ U |
∪

MDC1
(x) ⊆ X

∧∪
MDC2

(x) ⊆ X
∧
· · ·

∧∪
MDCm

(x) ⊆ X},

LRP
sum(X) =

{x ∈ U |(
∪

MDC1
(x))

∩
X ̸= ϕ

∨
(
∪

MDC2
(x))

∩
X ̸= ϕ

∨
· · ·

∨
(
∪

MDCm
(x))

∩
X ̸= ϕ}.

定义16和定义17通过极大描述的交并运算定
义了第3型和第4型悲观多粒度粗糙集模型.为了更
好理解上述4种模型,将给出算例予以说明.
例1 令 (C,U)为覆盖多粒度近似空间,其中C

为覆盖簇,C = {C1, C2}.论域U = {x1, x2, x3, x4},
且C1 = {{x1}, {x2}, {x3}, {x4}}和C2 = {{x1, x2},
{x1, x2, x3}, {x4}}.
令X = {x1, x2, x4},根据定义14∼定义17可得,

上述4种粗糙集关于X的上、下近似分别为

FRP
sum(X) = {x1, x2, x4}, FRP

sum(X) = U ;

SRP
sum(X) = {x1, x2, x4}, SRP

sum(X) = U ;

TRP
sum(X) = {x}, TRP

sum(X) = {x4};

LRP
sum(X) = {x4}, LRP

sum(X) = U.

由算例1可知,上述4种多粒度粗糙集获得的上、
下近似并不完全相等.
下面将讨论上述 4种多粒度粗糙集的基本

性质,即是否满足性质 1.性质 1中的 (L1)∼ (L3)和
(U1)∼ (U3)由基本定义可知成立,故不再赘述,主要
分析性质 (L4)∼ (L7)和 (U4)∼ (U7)是否成立.为了
便于描述,接下来只分析第1型悲观多粒度粗糙集
(FRP )的性质.

性质2 令 (C,U)为覆盖多粒度近似空间,其中
C为覆盖簇,C = {C1, C2, · · · , Cm},m为自然数,且
Ci = {ki1, ki2, · · · , kin}, i ∈ {1, 2, · · · ,m}.对于任意
X,Y ⊆ U ,有:

1)若X ⊆ Y ,则FRP
sum(X) ⊆ FRP

sum(Y );

2)若X ⊆ Y ,则FRP
sum(X) ⊆ FRP

sum(Y ) .
证明 1)由定义14可知,若X ⊆ Y ,则∩

mdCi
(x) ⊆ X ⇒

∩
mdCi

(x) ⊆ Y,

i ∈ {1, 2, · · · ,m},

故可知FRP
sum(X) ⊆ FRP

sum(Y ).

2)由定义14可知,若X ⊆ Y ,则∩
mdCi

(x)
∩

X ̸= ϕ ⇒
∩

mdCi
(x)

∩
Y ̸= ϕ,

i ∈ {1, 2, · · · ,m},

故可知FRP
sum(X) ⊆ FRP

sum(Y ). 2
性质2表明,多粒度粗糙集FRP具有单调性.
性质3 令 (C,U)为覆盖多粒度近似空间,其中

C为覆盖簇,C = {C1, C2, · · · , Cm},m为自然数,且
Ci = {ki1, ki2, · · · , kin}, i ∈ {1, 2, · · · ,m}.对于任意
X,Y ⊆ U ,有:

1) FRP
sum(X

∩
Y ) = FRP

sum(X)
∩

FRP
sum(Y );

2) FRP
sum(X

∪
Y ) = FRP

sum(X)
∪

FRP
sum(Y ).

证明 1)由定义14可知
x ∈ FRP

sum(X
∩
Y ) =∩

mdC1
(x) ⊆ (X

∩
Y )

∧
· · ·

∧∩
mdCm

(x) ⊆ (X
∩

Y ) =∩
mdC1

(x) ⊆ X
∧∩

mdC1
(x) ⊆

Y
∧
· · ·

∧∩
mdCm

(x) ⊆ X
∧∩

mdCm
(x) ⊆ X =

x ∈ FRP
sum(X)

∧
x ∈ FRP

sum(Y ) =

x ∈ FRP
sum(X)

∧
FRP

sum(Y ),

故可知FRP
sum(X

∩
Y ) = FRP

sum(X)
∩

FRP
sum(Y ).

2)由定义14可知
x ∈ FRP

sum(X
∪
Y ) =

(
∩

mdC1
(x))

∩
(X

∪
Y ) ̸=

ϕ
∨
· · ·

∨
(
∩

mdCm
(x))

∩
(X

∪
Y ) ̸= ϕ =

(
∩

mdC1
(x))

∩
X ̸= ϕ

∨
(
∩

mdC1
(x))

∩
Y ̸= ϕ

∨
· · ·

∨
(
∩

mdCm
(x))

∩
X ̸= ϕ

∨
(
∩

mdCm
(x))

∩
Y ̸= ϕ =

((
∩

mdC1
(x))

∩
X ̸= ϕ

∨
· · ·

∨
(
∩

mdCm
(x))

∩
X ̸= ϕ)

∨
((
∩

mdC1
(x))

∩
Y ̸= ϕ

∨
· · ·

∨
(
∩

mdCm
(x))

∩
Y ̸= ϕ) =

x ∈ FRP
sum(X)

∨
x ∈ FRP

sum(Y ) =

x ∈ FRP
sum(X)

∨
FRP

sum(Y ),

故可知FRP
sum(X

∪
Y ) = FRP

sum(X)
∪

FRP
sum(Y ).2

性质3表明,多粒度粗糙集FRP具有可加性.
性质4 令 (C,U)为覆盖多粒度近似空间,其中

C为覆盖簇,C = {C1, C2, · · · , Cm},m为自然数,且
Ci = {ki1, ki2, · · · , kin}, i ∈ {1, 2, · · · ,m}.对于任意
X,Y ⊆ U ,有:
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1) FRP
sum(X

∪
Y ) ⊇ FRP

sum(X)
∪

FRP
sum(Y );

2) FRP
sum(X

∩
Y ) ⊆ FRP

sum(X)
∩

FRP
sum(Y ).

证明 1)由X ⊆ X
∪

Y
∧
Y ⊆ X

∪
Y ,可知

FRP
sum(X) ⊆ FRP

sum(X
∪
Y )

∧
FRP

sum(Y ) ⊆ FRP
sum(X

∪
Y ),

故可知FRP
sum(X

∪
Y ) ⊇ FRP

sum(X)
∪

FRP
sum(Y ).

2)由X
∩

Y ⊆ X
∧

X
∩
Y ⊆ Y ,可知

FRP
sum(X

∩
Y ) ⊆ FRP

sum(X)
∧

FRP
sum(X

∩
Y ) ⊆ FRP

sum(Y ),

故可知FRP
sum(X

∩
Y ) ⊆ FRP

sum(X)
∩

FRP
sum(Y ).2

性质4表明,多粒度粗糙集FRP具有可乘性,同
时由性质2∼性质4可得如下性质.

性质5 令 (C,U)为覆盖多粒度近似空间,其中
C为覆盖簇,C = {C1, C2, · · · , Cm},m为自然数,且
Ci = {ki1, ki2, · · · , kin}, i ∈ {1, 2, · · · ,m}.对于任意
X,Y ⊆ U ,有:

1) FRP
sum(∼X) =∼ FRP

sum(X);

2) FRP
sum(∼X) =∼ FRP

sum(X).
证明 1)由定义14可知

FRP
sum(∼ X) =

{x ∈ U |
∩

mdC1
(x) ⊆∼ X

∧∩
mdC2

(x) ⊆

∼ X
∧

· · ·
∧∩

mdCm
(x) ⊆∼ X} =

{x ∈ U |
∩

mdC1
(x)

∩
X =

ϕ
∧
(
∩

mdC2
(x))

∩
X =

ϕ
∧

· · ·
∧
(
∩

mdCm
(x))

∩
X = ϕ} =

∼ {x ∈ U |(
∩

mdC1
(x))

∩
X ̸= ϕ

∨
(
∩

mdC2
(x))

∩
X ̸= ϕ

∨
· · ·

∨
(
∩

mdCm
(x))

∩
X ̸= ϕ} =∼ FRP

sum(X).

2)由定义14可知

FRP
sum(∼ X) =

{x ∈ U |(
∩

mdC1
(x))

∩
∼ X ̸= ϕ

∨
(
∩

mdC2
(x))

∩
∼ X ̸= ϕ

∨
· · ·

∨
(
∩

mdCm
(x))

∩
∼ X ̸= ϕ} =

{∼ x ∈ U |(
∩

mdC1
(x))

∩
∼ X =

ϕ
∧
(
∩

mdC2
(x))

∩
∼ X =

ϕ
∧

· · ·
∧
(
∩

mdCm
(x))

∩
∼ X = ϕ} =

{∼ x ∈ U |(
∩

mdC1
(x)) ⊆ X

∧
(
∩

mdC2
(x)) ⊆

X
∧

· · ·
∧
(
∩

mdCm
(x)) ⊆ X} =∼ FRP

sum(X). 2
性质2∼性质5表明,第1型悲观多粒度粗糙集

的上、下近似满足单调性、可加性、可乘性和对偶性,

同理可证第2型、第3型、第4型悲观多粒度粗糙.为
了便于观察,给出表1和表2所示的性质表.其中的y
表示具有该性质, n表示不具有该性质.通过分析表1
可知,第1型悲观多粒度粗糙集的下近似具有性质1
中的(L1)∼ (L7).

表1 悲观多粒度粗糙集的下近似性质表

FRP SRP TRP LRP

L1 y y y y
L2 y y y y
L3 y y y y
L4 y y y y
L5 y y y y
L6 y y y y
L7 y y y y

表2 悲观多粒度粗糙集上近似性质表

FRP SRP TRP LRP

L1 y y y y
L2 y y y y
L3 y y y y
L4 y y y y
L5 y y y y
L6 y y y y
L7 y y y y

通过分析表2可知,第1型悲观多粒度粗糙集的
上近似具有性质1中的(U1)∼ (U7).

由表1和表2可知,通过极大和极小描述获取的
覆盖多粒度粗糙集具有经典粗糙集的基本性质,从而
说明给出的覆盖多粒度粗糙集模型对经典的粗糙集

模型拥有良好的继承性.

3 覆盖多粒度粗糙集的数值特征

首先,基于特例,探讨基于极大描述和极小描述
所获得的多粒度粗糙集是否存在与其对应的信任结

构;然后,进一步总结得出其具有信任结构的充分条
件;最后,给出mass函数的具体表达式.
定理1 令 (C,U)为覆盖多粒度近似空间,其中

C为覆盖簇,C = (C1, C2, · · · , Cm),m为自然数,且
Ci = (ki1, ki2, · · · , kin), i ∈ {1, 2, · · · ,m}.对于任意
X ⊆ U ,若C1 ⩽ C2 ⩽ · · · ⩽ Cm彼此细分,则第1型
悲观多粒度粗糙集模型 (FRP )的信任函数为Bel(X)

=
|FRP

Cm
(X)|

|U |
,似然函数为

Pl(X) =
|FRP

Cm
(X)|

|U |
.

证明 当C1, C2, · · · , Cm彼此细分时,可得
FRP

sum(X) = FRP
Cm

(X),

FRP
sum(X) = FRP

Cm
(X).

此时,第 1型悲观多粒度粗糙集模型 (FRP )退化为
经典覆盖粗糙集,从而可知信任函数为Bel(X) =

|FRP
Cm

(X)|
|U |

,似然函数为
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Pl(X) =
|FRP

Cm
(X)|

|U |
. 2

定理1说明,当覆盖多粒度近似空间彼此细分时,
第1型悲观多粒度粗糙集模型 (FRP )存在与其对应
的信任结构.

定理2 令 (C,U)为覆盖多粒度近似空间,其中
C为覆盖簇,C = (C1, C2, · · · , Cm),m为自然数,且
Ci = (ki1, ki2, · · · , kin), i ∈ {1, 2, · · · ,m}.对于任意
X ⊆ U ,若C1 ⩽ C2 ⩽ · · · ⩽ Cm彼此细分,则第1型
乐观多粒度粗糙集模型 (FRp)的信任函数为Bel(X)

=
|FRO

C1
(X)|

|U |
,似然函数为

Pl(X) =
|FRO

C1
(X)|

|U |
.

证明 当C1, C2, · · · , Cm彼此细分时,可得
FRO

sum(X) = FRO
C1
(X),

FRO
sum(X) = FRO

C1
(X).

此时,第1型乐观多粒度粗糙集 (FRO)退化为单粒的

覆盖粗糙集,可得信任函数为BelX)=
|FRO

C1
(X)|

|U |
,似

然函数为

Pl(X) =
|FRO

C1
(X)|

|U |
. 2

定理2表明,当覆盖多粒度近似空间彼此细分时,
第1型乐观多粒度粗糙集 (FRO)存在与其对应的信
任结构.然而,实际应用发现,覆盖多粒度近似空间的
簇彼此间往往不存在细分关系.下面将分析一般情
形下覆盖多粒度粗糙集模型的信任结构.

定理3 令 (C,U)为覆盖多粒度近似空间,其中
C为覆盖簇,C = (C1, C2, · · · , Cm),m为自然数,且
Ci = (ki1, ki2, · · · , kin), i ∈ {1, 2, · · · ,m}.对于任意
X ⊆ U ,若第1型悲观多粒度粗糙集 (FRP )的上、下
近似满足如下条件:

1) FRP
sum(X

∩
Y ) = FRP

sum(X)
∩

FRP
sum(Y ),

FRP
sum(X

∪
Y ) ⊇ FRP

sum(X)
∪

FRP
sum(Y );

2) FRP
sum(X

∪
Y ) = FRP

sum(X)
∪

FRP
sum(Y ),

FRP
sum(X

∩
Y ) ⊆ FRP

sum(X)
∩

FRP
sum(Y ).

则信任函数为Bel(X) =
|FRP

sum(X)|
|U |

,似然函数为

Pl(X) =
|FRP

sum(X)|
|U |

.

证明 由信任函数的定义12可知
|FRP

sum(ϕ)|
|U |

= 0,
|FRP

sum(U)|
|U |

= 1.

若第1型悲观多粒度粗糙集 (FRP )的上近似满
足条件1),则有

Bel(
s∪

t=1

Xt) =

|FRP
sum(

s∪
t=1

Xt)|

|U |
⩾

|
s∪

t=1

FRP
sum(Xt)|

|U |
=

∑
ϕ ̸=I⊆{1,2,··· ,t}

(−1)|I|+1

|
∩
j∈I

FRP
sum(Xj)|

|U |
=

∑
ϕ ̸=I⊆{1,2,··· ,t}

(−1)|I|+1

|FRP
sum(

∩
j∈I

Xj)|

|U |
=

∑
ϕ ̸=I⊆{1,2,··· ,t}

(−1)|I|+1Bel(
∩
j∈I

Xj).

可知信任函数为

Bel(X) =
|FRP

sum(X)|
|U |

.

同理可证,当第1型悲观多粒度粗糙集 (FRP )的下近
似满足条件2)时,似然函数为

Pl(X) =
|FRP

sum(X)|
|U |

. 2
定理3给出第1型悲观多粒度粗糙集具有信任

结构的充分条件,即上、下近似满足对偶、可加性和
可乘性.结合文献 [25]的表1可知,在一般情形下,基
于极小和极大描述所获得的4种乐观多粒度粗糙集
不存在与其对应的信任结构.下面将给出基本可信
度分配函数的表达式.
定理4 令 (C,U)为覆盖多粒度近似空间,其中

C为覆盖簇,C = (C1, C2, · · · , Cm),m为自然数,且
Ci = (ki1, ki2, · · · , kin), i ∈ {1, 2, · · · ,m}.对于任意
X ⊆ U ,若C1 ⩽ C2 ⩽ · · · ⩽ Cm彼此细分,则此时第
1型悲观多粒度粗糙集(FRP )的mass函数表达式为

m(X) =


|{x ∈ U |

∩
mdCm

(x) = X}|
|U |

;

0, others.
(1)

证明 由定义10可知,只需要证明式 (1)满足如
下条件:

m(ϕ) = 0,
∑
X⊆U

m(X) = 1.

由式(1)可知
m(ϕ) = 0,∑
X⊆U

m(X) =
∑
X⊆U

|{x ∈ U |
∩

mdCm
(x) = X}|

|U |
=

∑
x∈U

1

|U |
= 1. 2

定理5 令 (C,U)为覆盖多粒度近似空间,其中
C为覆盖簇,C = (C1, C2, · · · , Cm),m为自然数,且
Ci = (ki1, ki2, · · · , kin), i ∈ {1, 2, · · · ,m}.对于任意
X ⊆ U ,若C1 ⩽ C2 ⩽ · · · ⩽ Cm彼此细分,则此时第
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1型乐观多粒度粗糙集(FRO)的mass函数表达式为

m(X) =


|{x ∈ U |

∩
mdC1

(x) = X}|
|U |

;

0, others.
(2)

证明 由定义10可知,只需要证明式 (2)满足如
下条件:

m(ϕ) = 0,
∑
X⊆U

m(X) = 1.

由式(2)可知

m(ϕ) = 0,∑
X⊆U

m(X) =
∑
X⊆U

|{x ∈ U |
∩

mdC1
(x) = X}|

|U |
=

∑
x∈U

1

|U |
= 1. 2

定理4和定理5表明,当覆盖多粒度近似空间彼
此细分时,悲观多粒度粗糙集和乐观多粒度粗糙集的
mass函数存在,为式 (1)和 (2).在一般情形下,由定义
13的莫比乌斯变换,可得第1型悲观多粒度粗糙集模
型(FRP )的mass函数.下面将通过算例说明定理4和
定理5.
例2 令 (C,U)为覆盖多粒度近似空间,其中C

为覆盖簇,C = {C1, C2}.论域U = {x1, x2, x3, x4},
有

C1 = {{x1, x2}, {x3}, {x4}},

C2 = {{x1, x2}, {x1, x2, x3}, {x4}},

X = {x1, x2, x4}.

由定义5可得C1和C2关于x的极小描述和极大

描述:

C1 : mdC1
(x1) = MDC1

(x1) = {{x1, x2}};

mdC1
(x2) = MDC1

(x2) = {{x1, x2}};

mdC1
(x3) = MDC1

(x3) = {{x3}};

mdC1
(x4) = MDC1

(x4) = {{x4}}.

C2 : mdC2
(x1) = {{x1, x2}},

MDC2
(x1) = {{x1, x2, x3}};

mdC2
(x2) = {{x1, x2}},

MDC2
(x2) = {{x1, x2, x3}};

mdC2
(x3) = {{x1, x2, x3}},

MDC2
(x3) = {{x1, x2, x3}};

mdC2
(x4) = {{x4}},

MDC2
(x4) = {{x4}}.

由定义14可得,第1型悲观多粒度粗糙集FRP

的上、下近似为

FRP
sum(X) = {x1, x2, x4},

FRP
sum(X) = U.

由细分的定义7可知C1细分C2,即C1 ⩽ C2,可
得

FRP
C2
(X) = {x1, x2, x4}, FRP

C2
(X) = U,

故可知

FRP
sum(X) = FRP

C2
(X),

FRP
sum(X) = FRP

C2
(X).

又由定理1可得,悲观多粒度粗糙集的mass函数
m为

mp({x1, x2}) =
2

4
, mp({x1, x2, x3}) =

1

4
,

mp({x4}) =
1

4
.

根据文献 [25]中的定义7可得,第1型乐观多粒
度粗糙集FRO的上、下近似为

FRO
sum(X) = {x1, x2, x4},

FRO
sum(X) = {x1, x2, x4}.

由细分的定义7可知C1细分C2,即C1 ⩽ C2.可
得

FRO
C1
(X) = {x1, x2, x4},

FRO
C1
(X) = {x1, x2, x4},

故可知

FRO
sum(X) = FRO

C1
(X),

FRO
sum(X) = FRO

C1
(X).

由定理2可得,乐观多粒度粗糙集mass函数为

mO({x1, x2}) =
2

4
, mO({x3}) = mO({x4}) =

1

4
.

根据莫比乌斯变换可得,第1型悲观多粒度粗
糙集的mass函数,记为m,仅举例计算其中一个焦元
{x1, x2, x3},即

m({x1, x2, x3}) =∑
A⊆X

(−1)|X|−|A|Bel(A) =

Bel({x1}) + Bel({x2}) + Bel({x3})−

(Bel({x1, x2}) + Bel({x1, x3})+

Bel({x2, x3})) + Bel({x1, x2, x3}).

由定义11可得,信任函数为

Bel({x1}) = Bel({x2}) =

Bel({x3}) = Bel({x1, x3}) = Bel({x2, x3}),

Bel({x1, x2}) =
2

4
,Bel({x1, x2, x3}) =

3

4
.

故可知m({x1, x2, x3})值为

m({x1, x2, x3}) =
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A⊆X

(−1)|X|−|A|Bel(A) = 2

4
+

3

4
=

5

4
.

同理,可计算其他焦元的mass函数值.

4 结 论

由于严格的等价关系,经典多粒度粗糙集无法很
好地应用于实际.本文通过极大描述和极小描述所
获取的覆盖多粒度粗糙集,可以更好地应用于实际.
当极小描述 (极大描述)为个体本身时,覆盖多粒度粗
糙集退化为经典多粒度粗糙集;随后探讨覆盖多粒
度粗糙集的基本性质;最后结合证据理论,分析覆盖
多粒度粗糙集的证据结构,并给出其具有信任结构的
充分条件和mass函数的具体表达式,从而使覆盖多
粒度粗糙集可以应用于证据合成,进一步拓展其应用
范围.通过上述研究,为多粒度粗糙集的应用和研究
提供了新的思路和方法.
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