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基于变分贝叶斯推断的字典学习算法

刘 连, 王孝通†

(海军大连舰艇学院航海系，辽宁大连 116018)

摘 要: 传统的字典学习算法在对训练图像进行学习时收敛速率慢,当图像受到噪声干扰时学习效果变差.对此,
提出一种基于变分推断的字典学习算法.首先设定模型中各参数的共轭稀疏先验分布;然后基于贝叶斯网络求出
所有参数的联合概率密度函数;最后利用变分贝叶斯推断原理计算出各参数的最优边缘分布,训练出自适应学习
字典.利用该字典进行图像去噪实验以及压缩感知重构实验,仿真结果表明,所提出的算法可显著提高字典学习
效率,对测试图像的去噪效果和重构精度有很大改善.
关键词: 贝叶斯网络；变分推断；字典学习；图像去噪；压缩感知
中图分类号: TN911.7 文献标志码: A

Dictionary learning algorithm based on variable Bayes inference
LIU Lian, WANG Xiao-tong†

(Department of Navigation，Dalian Naval Academy，Dalian 116018，China)

Abstract: The traditional dictionary learning algorithms have slow convergence rate when learning the training image.
And the effect of dictionary learning becomes worse if the images are corrupted by noise. Therefore, a dictionary learning
algorithm based on variational inference is proposed to solve this problem. The algorithm firstly sets the conjugate
sparse prior distribution of the parameters in the model, and then the joint probability density function of all parameters
is calculated based on the Bayesian network. Finally, the optimal edge distribution of the parameters is calculated by
the variational Bayesian inference, and the adaptive dictionary training is completed. The image denoising experiment
and the compressed sensing image reconstruction experiment are carried out by the adaptive dictionary. The simulation
results show that the algorithm can significantly increase the efficiency of dictionary learning, and the visual effect of the
denoising and the reconstruction of the test images are improved.
Keywords: Bayesian network；variational inference；dictionary learning；image denoising；compressed sensing

0 引 言

随着信息处理技术的不断发展,研究对象的数据
维度越来越高,给信号的采集、压缩及存储等环节带
来了巨大压力.信号的稀疏表示是解决上述问题的
关键技术,利用一组空间向量基对原始信号进行正交
投影,使投影系数中的非零元素个数远小于信号的维
度,并以此逼近原信号,该方法在压缩感知、图像去躁
以及超分辨率重构等领域得到了广泛应用.目前,稀
疏表示方法大致可分为固定基稀疏化和自适应字典

学习[1-3]:固定基稀疏化由于向量基一定,在针对不同
类信号处理时可能稀疏表示效果并不理想;字典学
习法通过提取信号的训练数据进行学习,自适应地产
生一组超完备字典,稀疏化效果较好,是稀疏化表示
领域的研究热点.

字典学习法根据原理不同可分为综合字典学习

法[4]、解析字典学习法[5]、盲字典学习法[6]等.综合
字典学习法基于训练数据所在空间寻找字典原子,通
过稀疏性以及相关性确立正则项,建立优化问题并
进行求解,该类算法的学习字典稀疏表示性能较好,
但计算复杂度较高.常见的综合字典学习法有KSVD
字典学习[7]、在线字典学习法[8-9]以及非参数贝叶斯

字典学习法[10]等.解析字典学习法从与训练数据正
交的空间中确立字典原子,以字典与训练数据的乘积
和稀疏系数矩阵的差为保真项进行优化求解,该类算
法的学习效率较高,对图像去噪及超分辨率重构等应
用效果较好.常见的解析字典学习法包括解析KSVD
字典学习法[11]、稀疏变换字典学习法[12]以及结构化

字典学习法[13-14].盲字典学习是近年来提出的基于
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压缩感知的字典学习算法,该类方法不提取训练数
据,而是以压缩测量数据为训练样本进行字典学习,
具有更强的自适应性,但不能保证得到最优解,往往
只能求得次优解.目前,该类算法主要有压缩字典学
习法[15]、自适应稀疏基学习法[16]等.
以上各类字典学习算法在训练样本受到噪声干

扰时学习效果并不理想,并且用于去噪的字典学习算
法普遍都存在计算复杂度高,收敛速度慢的缺点.为
了解决上述问题,本文提出一种基于变分推断的字
典学习法.该方法针对系数矩阵的稀疏性引入贝塔
伯努利先验,根据所建立的最优化模型中各参数的边
缘分布,利用平均域原理计算模型各参数的后验分布
最优逼近,当算法收敛时,得到最终的自适应学习字
典.以字典的学习效率、图像去噪以及重构实验来验
证学习字典的稀疏表示性能,实验结果表明,本文算
法在保证重构精度的前提下,学习效率较一般算法有
显著提高.

1 模型᧿述

令数据集矩阵X ∈ RM×N ,字典矩阵D ∈
RM×K ,系数矩阵S ∈ RK×N ,利用字典表示数据集
的模型为

X = DS + n. (1)

其中:n为服从均值为零、协方差矩阵为 γ−1
ε IM的

高斯白噪声;初始设定字典矩阵D中各原子服从

多元高斯分布N(dj |0,M−1IM ), j = 1, 2, · · · ,K;
系数矩阵S中各列向量服从多元高斯分布N(si|0,
(τ0γε)

−1IK), i = 1, 2, · · · , N .引入贝塔伯努利稀疏
先验分布,原始模型改为

X = D(S ⊙ Z) + n. (2)

其中:⊙为克罗内克积,表示矩阵间对应位置元素的
乘积;Z为隐变量矩阵,Z ∈ RK×N ,每个隐变量服从
0与1的伯努利分布Bernoulli(βj).式(2)可化简为

X = DŜ + n, (3)

其中: ŝi = si ⊙ zi.隐变量控制了稀疏矩阵S中各

D M

N s τ γ I( |0, )i ε K0
1-

N d M I( |0, )j M
-1

ZXS

c0
a0

b0
d0 n

N γ I( |0, )n ε M
-1Γ γ( )ε| ,c d0 0

Beta( , )a b0 0

Bernoulli( )β

β
γε

图 1 贝叶斯网络模型

列向量的稀疏性,其分布参数βj设定服从贝塔分布

Beta(a0, b0),超参数γε服从伽马分布Gamma(γε|c0,
d0).通过式 (3)可进一步得出所有参数的贝叶斯网
络,如图1所示.

2 变分贝叶斯推断

根据采样后的数据集,利用贝叶斯定理各参数的
后验分布[17-18]可表示为

p(θ|x) = p(x|θ)p(θ)
p(x)

=
p(x|θ)p(θ)w
p(x, θ)dθ

. (4)

由图1中的贝叶斯网络模型可知,该模型所含参
数较多,并且总体的联合概率密度函数较复杂,对式
(4)中最右侧一项的分母进行积分十分困难.本文利
用变分贝叶斯推断算法,根据平均域原理,假设各参
数或组合参数间相互独立,为了分别得到其后验概率
分布,引入KL散度,利用各参数的真实后验分布寻找
一个简单可求的概率分布来近似,即

KL(p(θ)∥p(θ|x)) =
w
p(θ) ln p(θ)

p(θ|x)
dθ =

w
p(θ) ln p(θ)p(x)

p(θ, x)
dθ =

w
p(θ) ln p(θ)

p(θ, x)
dθ + ln p(x). (5)

其中:
w
p(θ) ln p(θ)

p(θ|x)
dθ称为变分自由能; p(x)为数

据集的边缘似然分布,是大于零的定值;而KL散度恒
大于零.因此,通过不断增大变分自由能,使得KL散
度逐渐接近于零,从而使估计的参数概率分布p(θ)逐

渐逼近该参数的真实后验分布p(θ|x).换言之,可以
把变分自由能视为 ln p(x)的下界,利用类似期望最
大化算法的思想使自由能逐渐逼近 ln p(x).对变分
自由能进行关于p(θ)的泛函求导,得到各参数的通解
表达式,即

ln p(θi) = E{θmb}⟨ln p(x, θ)⟩+ const, (6)

其中 {θmb}为关于参数 θi的马尔科夫毯中所含参

数[19].式 (6)为对联合概率密度函数的对数求指定参
数的期望,由于该式为关于θi的函数,其他函数间求
期望的值可用常数项表示.式 (6)两边取指数后进行
归一化处理可得到p(θi)的估计分布.

3 变分字典学习算法

首先根据平均域原理,将原始模型的联合概率分
布函数分解为各待求参数的边缘分布,设定待求参数
集合为λ = {Z, S,D, γε, β},联合概率密度可表示为

p(X,Z, S,D, γε, β) =
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N∏
i

p(xi)p(si, γε) · · ·

K∏
j

p(dj)p(βj)

N∏
i

K∏
j

p(zij). (7)

根据式(6)计算出各组参数的后验概率估计表达式如
下.

1)字典矩阵的各列原子dj .

ln q(dj) = Eλ/{dj}⟨ln p(X,λ)⟩+ const =

Eλ/{dj}⟨lnp(X|dj , Z, S, n)⟩+ · · ·+

Eλ/{dj} ln p(dj) + const =

Eλ/{dj}

⟨
−1

2

N∑
i

(xi−D(si ⊙ zi))
T
γεIM (xi− · · ·−

D(si ⊙ zi))
⟩
+ ln p(dj) + const.

化简后得到服从多元高斯分布 dj ,均值向量和
协方差矩阵分别为

µdj
= Σdj

N∑
i=1

E(s2ij)E(z2ij)x̂i,

Σdj
=

(
M−1IM + E(γε)

N∑
i=1

E(s2ij)E(z2ij)
)−1

.

(8)

2)为了简化运算,将系数矩阵各行向量及其协方
差参数合并求解,即求参数组 (sj , γε)的概率分布函

数,有

ln q(sj , γε) =

Eλ/{sj ,γε}⟨lnp(X|dj , Z, sj)⟩+ · · ·+

ln p(sj |γε) + ln p(γε) + const.

经化简后得到正态伽马分布为

(sij , γε) ∼ Normal-gamma(µsij , τsij , cj , dj),

该分布概率密度函数可表示为

p(sij , γε) =
dc00

Gamma(c0)
√
2π

γε
c0−1 · · ·

exp
(
−d0γε −

τ0γε(sij − µsij )

2

)
. (9)

其中各参数为

µsij = E(dT
j )E(zij)x̂iτ

−1
sij

,

τsij = E(z2ij)E(dT
j )E(dj) + τ0,

ci = K +N + c0,

di =
1

2
τsij x̂

T
i x̂i + d0 −

1

2
τsijµ

T
sij

µsij .

3)隐变量矩阵各元素zij .

ln q(zij) = Eλ/{zij}⟨lnp(X|D, zij , S)⟩+ · · ·+

ln p(zij |βj) + const.

由于zij的取值始终为0或1,直接求边缘分布较
为困难.令zij = 1,有

ln p(zij = 1) ∝ p(1) =

− 1

2
τγεE(s2ij)E(dT

j )E(dj) · · ·

− τγεE(sij)E(dT
j )x̂i + lnβj .

令zij = 0,有

ln p(zij = 0) ∝ ln p(0) = ln(1− βj).

因此得到zij服从伯努利分布,有

zij ∼ Bernoulli
( p(1)

p(0) + p(1)

)
. (10)

4)隐变量元素分布参数βj .

ln q(βj) = EZ⟨ln p(Z|βj)⟩+ ln p(βj) + const.

化简后得到βj服从贝塔分布,有

βj ∼ Beta(aj , bj). (11)

其中

aj = a0 +

N∑
i=1

E(zij),

bj = b0 +N −
N∑
i=1

E(zij).

4 算法步骤

综上所述,变分字典学习算法的实现步骤如下.
输入: 数据集矩阵X ,循环次数r,重构数据集误

差阈值T ;
输出:字典矩阵D.
初始化: 设定噪声逆协方差参数,隐变量矩阵初

值Z以及超参数τ0, a0, b0, c0, d0.
Step 1: 根据式 (10)计算出隐变量矩阵的边缘分

布函数.
Step 2: 将隐变量期望代入式 (8)、(9)、(11)中,更

新各参数或参数组的边缘概率分布.
Step 3: 利用式 (3)重构数据集矩阵 X̃ ,计算其与

原始数据集的均方误差ε.
Step 4: 判定均方误差ε与阈值的大小,若大于阈

值则转Step 5,否则转Step 6.
Step 5:更新循环次数并判定是否达到R,若达到

则转Step 6,否则转Step 1.
Step 6:输出训练字典.

5 实验结果与分析

为了检验本文算法的时效性,选定离散余弦字
典、KSVD字典学习以及非参数贝叶斯字典 (BPFA),
通过训练字典、图像去噪以及压缩感知图像重构实
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验进行对比,评价指标为训练字典的时间以及图像
处理后的峰值信噪比.实验运行环境为 Intel(R) Core
(TM)2 Duo dual-core processor(E4600),内存3 GB,操
作软件选用Matlab2011b.给定测试图像 goldhill,尺
寸为512×512,对该图像截取图像块并向量化存入训
练数据集中,截取尺寸大小设定为9 × 9.字典中的原
子个数过小会影响稀疏表示性能,过大会影响训练效
率.通过实验发现,设定原子数超过某一定值后稀疏
表示性能趋于稳定,本文中设定字典原子数为2 000.

5.1 训练字典

除了合理设定字典矩阵的尺寸大小,系数矩阵的
稀疏度也影响着训练字典的效率.本文算法通过设
定隐变量服从稀疏先验分布,自适应地确定系数矩阵
稀疏度.各算法的字典训练时间如表1所示.

表 1 各算法字典训练的时间

各类算法

DCT KSVD BPFA 本文算法

训练时间 / s 1 967 2 365 3 521 1 057

由表1数据可以看出,本文算法在字典学习效率
上较其他算法有明显提升, DCT算法与KSVD算法
的学习效率相近,而BPFA算法的学习效率最慢.

5.2 图像去噪

针对本文算法的去噪性能,对各测试图像加入不
同标准差的高斯噪声,选定指标为图像去噪后的峰值
信噪比,实验结果如表2所示.

表 2 各算法去噪时间与峰值信噪比

噪声标准差
峰值信噪比 / dB

DCT KSVD BPFA 本文算法

10 34.98 34.62 34.91 35.32

15 32.28 32.87 33.05 33.76

20 30.19 30.35 31.26 31.92

25 28.66 28.94 29.24 29.52

30 26.32 26.78 27.41 27.79

35 24.07 24.59 25.32 25.73

由表2可以看出,在噪声标准差为25∼ 35时,本
文算法的去噪后图像信噪比在不同条件下均稍高于

另外3种对比算法,同时在噪声标准差小于20后,各
类去噪算法的峰值信噪比变化趋于平缓,但本文算法
依然优于其他算法.针对测试图像goldhill,各算法的
去噪效果图如图2所示.

由图 2可以看出,本文算法的去噪效果与BPFA
算法效果相近,但比DCT算法和KSVD算法都有明
显提高,房子的轮廓和窗框的线条纹理都有了进一步
的改善.

(a) !"#$ (b) %&#$

(c)   DCT (d)   KSVD

(e)   BPFA (f ) '()*

图 2 各算法去噪效果

5.3 压缩感知图像重构

利用学习字典对测试图像进行稀疏表示,选定不
同采样率下的高斯随机测量矩阵进行压缩感知,并完
成图像的重构实验.选定指标为重构图像的峰值信
噪比,实验结果如表3所示.

表 3 各算法重构时间与峰值信噪比

采样率
峰值信噪比 / dB

DCT KSVD BPFA 本文算法

0.3 24.54 24.75 25.21 25.83

0.4 25.83 26.11 26.42 26.63

0.5 26.56 27.38 27..69 28.01

0.6 28.65 29.07 29.52 29.73

0.7 30.87 31.06 31.12 31.18

0.8 32.16 32.59 33.46 33.67

由表3可以看出:当采样率大于0.6时,各类算法
的重构图像信噪比均大于30 dB;随着采样率的下降,
信噪比逐渐减小,本文算法的重构图像信噪比要比
DCT算法以及KSVD算法提高1 dB左右,而与BPFA
算法的重构效果相近.针对测试图像goldhill,各算法
的重构效果如图3所示.
由图3可以看出,在DCT算法的重构效果中远处

的景象较为模糊, KSVD算法稍有改善,而BPFA算法
和本文算法的重构图像视觉效果最优,不论是近处的
房屋还是远处的树林,重构精度都有了显著提高.
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(a) DCT (b) KSVD

(c)   BPFA (d) !"#$

图 3 各算法重构效果

6 结 论

本文基于变分贝叶斯推断提出了一种稀疏度自

适应的字典学习算法.该算法通过平均域原理不断
迭代逼近各参数的真实边缘分布,自适应地训练出全
局字典;针对传统训练字典训练数据受噪声干扰时
学习鲁棒性不高和效率较低的缺点,利用本文算法均
得到了改善.最后,通过实验验证了本文算法在字典
训练时所用时间较短,在图像去噪和重构效果上较其
他算法均有一定的提高.
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