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基于余弦控制因子和多项式变异的鲸鱼优化算法

黄清宝†, 李俊兴, 宋春宁, 徐辰华, 林小峰
(广西大学电气工程学院，南宁 530004)

摘 要: 针对基本鲸鱼优化算法 (Whale optimization algorithm, WOA)在求解最优解不在原点附近的目标函数时
存在收敛精度低、 易陷入局部最优解的缺陷,提出一种基于余弦控制因子和多项式变异的鲸鱼优化算法
(CPWOA).所提算法中控制参数按照余弦曲线变化,并加入同步余弦惯性权值,使得在迭代前期减缓收敛速度以
进行充分的全局探索,而在迭代后期加速收敛以提高算法精度;同时,对最佳鲸鱼位置引入多项式变异,以增强算
法跳出局部最优解的能力.将所提算法对多个 shifted单峰、多峰和固定维测试函数进行求解,实验结果表明,与基
本WOA、EHO、GWO、SCA、MBO以及其他改进型WOA算法相比, CPWOA对绝大多数测试函数的求解有更高的
精度和稳定性.用非参数估计方法对计算结果进行差异显著性统计检验,表明CPWOA算法的显著性更优.
关键词: 余弦因子；多项式变异；鲸鱼优化算法；全局优化；偏移型测试函数；统计检验
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Whale optimization algorithm based on cosine control factor and
polynomial mutation
HUANG Qing-bao†, LI Jun-xing, SONG Chun-ning, XU Chen-hua, LIN Xiao-feng

(School of Electrical Engineering，Guangxi University，Nanning 530004，China)

Abstract: The basic whale optimization algorithm (WOA) has the defects of low convergence, getting easily trapped into
local optima, and being difficult to keep balance in exploration and exploitation when solving the shifted functions whose
optimum are not at the near origin. A whale optimization algorithm based on cosine control factors and polynomial
mutation (CPWOA) is proposed to solve the mentioned defects. In this algorithm, the control parameter is changed as a
cosine curve, and a synchronous cosine inertia weight is added to slow down the convergence speed early in the iteration
of the algorithme thus improve exploration, and to accelerate the convergence in the later iteration thus improve the
accuracy of the exploitation. And polynomial mutation is joined in the optimum whale location to enhance the ability of
jumping out of local optimal solutions. By the experiments on multiple shifted benchmark functions such as unimodal,
multimodal, and fixed-dimension multimodal, the proposed strategy outperforms the WOA, the EHO, the GWO, the SCA,
the MBO and other improved WOAs on solution accuracy and stability. The non-parametric statistical test is carried out
to show the significance of the difference of the proposed method.
Keywords: cosine factor；polynomial mutation；whale optimization algorithm；global optimization；shifted benchmark
functions；non-parametric statistical test

0 引 言

鲸鱼优化算法 (WOA)是由Mirjalili等[1]提出的

一种新型启发式搜索算法,该算法通过模仿座头鲸
群体捕食行为来寻找目标问题的最优解.与现有的
启发式算法相比, WOA操作简单,调整的参数少,且
由于它的最优个体及运动方式依照概率更新,具有更
大的随机性和更快的收敛速度,在工程实践的初步应
用中取得了良好的效果. Jangir等[2]利用WOA训练
神经网络中的多层感知器,获得了更高的训练效率和

精度; Khaled等[3]将WOA应用到电力系统,进行无功
功率最优调度; Prakash等[4]将WOA应用于径向配电
网电容器的最佳选址中.然而,在求解更复杂工程的
目标函数时, WOA与其他智能算法类似,存在依赖初
始种群、收敛精度低和易陷入局部最优的问题.牛
培峰等[5]提出了一种反向学习自适应的鲸鱼优化算

法 (AWOA),利用反向学习提高了算法的种群初始化
质量,并引入自适应惯性权值,提高了算法的收敛精
度和收敛速度; Oliva等[6]提出了一种混沌鲸鱼优化
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算法 (CWOA),利用混沌变异提高了算法跳出局部最
优解的能力.这些改进后的WOA对于求解全局最优
解在原点附近或者低维目标函数时,具有非常高的
收敛精度和稳定性,但在求解全局最优解远离原点
的目标函数时,往往收敛精度低,容易陷入局部最优
解. WOA的这个倾向性限制了它在更多实际问题上
的应用.
针对上述问题,本文提出基于余弦控制因子和多

项式变异的鲸鱼优化算法 (CPWOA).首先,使控制参
数按照余弦曲线变化,并加入同步余弦惯性权值,使
得算法在迭代前期减缓收敛速度以进行充分的全局

探索,而在迭代后期加速收敛以提高搜索精度;然后,
对最佳鲸鱼位置引入多项式变异,以增强算法跳出局
部最优解的能力;最后,采用多个位置偏移的测试函
数进行实验及非参数统计检验,结果表明,所提出的
算法对最优解偏离原点的目标函数的求解具有更高

的精度和稳定性,检验结果显示了这种算法与其他算
法的差异显著性.

1 鲸鱼优化算法

鲸鱼优化算法是一种模仿座头鲸狩猎策略的启

发式搜索算法.它包括3个环节:包围猎物、气泡网攻
击和寻找猎物.

1.1 包围猎物

在包围猎物环节,距离猎物最近的鲸鱼的位置相
当于一个局部最优解,其他鲸鱼根据最佳鲸鱼位置进
行更新,包围猎物.数学模型如下所示:

D = |C ·X∗(t)−X(t)|, (1)

X(t+ 1) = X∗(t)−A ·D. (2)

其中: t是迭代次数;X∗是到目前为止获得的最佳解;
X是当前解;A和C是矩阵系数,分别表示为

A = 2a · r − a, (3)

C = 2 · r. (4)

r是 [0, 1]中的随机向量;随着 t的增加, a从2线性减
小到0,表示为

a = 2− 2 · t

tMaxIter
, (5)

tMaxIter是最大迭代次数.

1.2 气泡网攻击

鲸鱼吐出气泡,并以螺线运动轨迹向目标猎物游
去,个体位置更新的数学模型为

X(t+ 1) = D · ebl · cos(2πl) +X∗(t). (6)

其中:D同式(1), b为常数, l为[0,1]中的随机向量.

1.3 寻找猎物

在寻找猎物阶段,鲸鱼随机游走觅食,进行全局
探索,其数学模型为

D = |C ·Xrand(t)−X(t)|, (7)

X(t+ 1) = Xrand(t)−A ·D, (8)

其中Xrand表示鲸鱼从种群中随机选择某一个体的

位置作为目标位置.
在WOA中,当控制参数 |A| < 1时,进行局部最

优解搜索,此时鲸鱼以概率P ∗进行包围猎物,以概率
1− P ∗进行螺线运动;当控制参数 |A| ⩾ 1时,算法进
行全局最优解探索.

2 鲸鱼优化算法的改进

2.1 控制参数a余弦变化

在基本鲸鱼优化算法中,式 (8)描述算法的全局
探索,式 (2)和 (6)描述算法的局部搜索.参数a决定了

控制参数A的变化,从而协调算法全局探索与局部搜
索. a越大,算法的全局探索能力越强; a越小,算法的
局部搜索能力越强.式 (5)描述的参数a是线性减小

的,即算法全局探索能力线性减小.而在处理高维复
杂函数的优化问题时,通常需要增强算法的全局探索
能力避免算法早熟[7],故需对式 (5)进行调整.本文根
据余弦曲线变化特点,将控制因子a的变化改为如下

所示:

a = 2 · cos
(π
2
· t

tMaxIter

)
. (9)

在算法迭代前期, a较大并缓慢减小以充分进行全局
探索;在算法迭代后期, a急速减小以进行局部搜索.

2.2 权值因子w余弦变化

文献 [8]指出,较大的惯性权值有利于算法的全
局探索,而较小的惯性权值有利于算法的局部搜索.
为提高算法的收敛速度和精度,文献 [9-10]在WOA
算法局部搜索更新中引入了自适应权值,如下所示:

X(t+ 1) =w(t) ·X∗(t)−A ·D, P < P ∗;

w(t) ·X∗(t) +D · ebl · cos(2πl), P ⩾ P ∗.

(10)

式中权值w最终收敛到0,算法在原点对所有个体具
有很强的吸引作用,对于最优解在原点附近的目标函
数的求解具有加速作用.然而,当最优解远离原点时,
往往得不到问题的全局最优解.

结合前面控制参数a的余弦变化,本文对鲸鱼优
化算法的位置更新引入一个与a同步变化的非线性
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惯性权值w,进一步增强算法的全局探索能力.同时
借鉴式(10),将权值位置调整为

X(t+ 1) =X∗(t)− w(t) ·A ·D, P < P ∗;

X∗(t) + w(t) ·D · ebl · cos(2πl), P ⩾ P ∗.

(11)

权值w的表达式为

w(t) = 2 · cos
(π
2
· t

tMaxIter

)
. (12)

当t → tMaxIter时,w → 0,算法的调整步长变小,
全局搜索能力逐渐减弱,局部搜索能力逐渐增强,当
w很小时,种群个体的位置进行的是微调而不是趋向
原点.

2.3 最优位置多项式变异

在群体智能优化算法中,更加充分地进行全局探
索有利于减小算法陷入局部最优解的概率,而在算法
中引入变异也将进一步提升算法跳出局部最优解的

能力,因为通过引入变异算子能够使算法具有一定的
局部随机搜索能力,一方面,在求解的后期,加速向最
优解收敛,另一方面也维持解的多样性[11].多项式变
异是学者们研究多目标优化时常用的一种变异算子,
由于单个目标函数优化是多个目标函数优化的特殊

情况,将多项式变异用于单个目标函数优化同样适
用.因此,本文对鲸鱼优化算法中的最佳鲸鱼位置引
入多项式变异.
多项式变异算子形式为

vk+1 = vk + δ · (uk − lk). (13)

其中

δ =



[2u+ (1− 2u)(1− δ1)
ηm+1]

1
ηm+1 − 1,

u ⩽ 0.5;

1− [2(1− u) + 2(u− 0.5)(1− δ2)
ηm+1]

1
ηm+1 ,

u > 0.5.

u表示[0,1]上的随机数, ηm表示分布指数, δ1 = (vk−
lk)/(uk − lk), δ2 = (uk − vk)/(uk − lk), vk表示原来

最优个体位置. vk+1表示变异后最优个体位置,uk表

示位置上限, lk表示位置下限.
通过数值实验发现,若变异在算法迭代中以某一

概率发生或一直发生,则不利于算法的收敛,尤其会
明显减慢单峰问题求解的收敛速度.为此,本文改变
了变异的触发方式,即,当第 i次鲸鱼位置更新后的最

佳适应度大于或等于第i−1次的最佳适应度时,对最
佳鲸鱼位置进行多项式变异,若变异后的最佳适应度
更优,则变异成功,否则变异失败并保留第 i次最佳鲸

鱼位置.这样既能在算法求解停滞时触发变异,又避
免了不利的变异.

2.4 算法步骤

CPWOA对鲸鱼个体位置的每一维度进行更新
前都先对变量A和C更新.当目标函数最优解的各
维度值差别很大时,则更有利于个体位置的各维度以
不同的步长和方向进行调整. CPWOA算法执行过程
的伪代码如下所示.

1) 设置种群规模N ,最大评价次数 tMaxFEs,目标
函数维数Dim,评价次数t = 0

2) 随机产生初始群体 {Xi, i = 1, 2, · · · , N},
并计算个体适应度值{fobj(Xi), i = 1, 2, · · · , N}和
目前为止最优个体适应度值Leader_score及其位置
Leader_pos, t = N

3) while t < tMaxFEs do
4) 根据式(9)更新a

5) for i = 1 to N do
6) 根据式(12)更新权值因子w,更新概率p

7) for j = 1 to Dim do
8) if p < 0.5

9) 根据式(3)和(4)分别更新A和C

10) if |A| < 1

11) 根据式(1)更新D

12) 根据式 (11)更新种群个体位置
Xij

13) else if |A| ⩾ 1

14) 选择随机个体Xrand作为最优

个体

15) 根据式 (7)和 (8)更新群体位置
Xij

16) end if
17) else if p ⩾ 0.5

18) 更新随机变量 l

19) 根据式(11)更新种群个体位置Xij

20) end if
21) end for
22) end for
23) 计算鲸鱼个体的适应度 fobj(Xi),得到目

前为止最优个体适应度值 Leader_score及其位置
Leader_pos

24) if Leader_score⩾Leader_score_last
25) 按照式(13)进行位置的多项式变异
26) if Leader_score⩾Leader_score_last
27) 变异失败,则保留原最优个体
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28) else变异成功,取新的最优个体
29) end if
30) t = t+ 1

31) end if
32) t = t+ Dim
33) end while
34)输出最优值和最佳位置.

3 数值实验及分析

3.1 测试函数及性能指标

为了测试本文所提出CPWOA算法的有效性,选

取15个标准测试函数进行仿真实验,并将最优解在

原点或原点附近的测试函数进行随机位移.测试函

数表达式、自变量每个维度值的搜索范围和最优值

如表1∼表3所示.其中: f1 ∼ f5为不定维单峰函数,

f6 ∼ f10为不定维多峰函数, f11 ∼ f15为固定维多

峰函数.单峰函数主要用于测试算法的收敛速度和

求解精度,多峰函数主要用于测试算法全局探索能

力.因为最优解是优化算法的搜索目标,故本文用算

法对各测试函数最佳求解结果的平均值和标准差来

评价优化算法的性能.其中,平均值反映算法求解精

度,标准差反映算法求解的稳定性.

表 1 单峰测试函数 (n维)

函数名称 函数表达式 搜索范围 最优值

Shifted Sphere f1(x) =

n∑
i=1

(xi − oi)
2 [−100, 100] 0

Shifted Schwefel 2.21 f2(x) = max{|(xi − oi)|, 1 ⩽ i ⩽ n} [−10, 10] 0

Shifted Schwefel 1.2 f3(x) =

n∑
i=1

[ i∑
j=1

(xj − oj)
]2

[−100,100] 0

Shifted Schwefel 2.22 f4(x) =

n∑
i=1

|xi − oi| +
n∏

i=1

|xi − oi| [−10, 10] 0

Shifted Quartic with noise f5(x) =

n∑
i=1

i(xi − oi)
4
+ random[0, 1) [−1.28, 1.28] 0

表 2 多峰测试函数 (n维)

函数名称 函数表达式 搜索范围 最优值

Shifted Rosenbrock f6 =

n−1∑
i=1

[100(z
2

i − zi+1)
2
+ (zi − 1)

2
], zi = xi − oi + 1 [−100, 100] 0

Shifted Ackley f7(x) = −20 exp
(
− 0.2

√√√√ 1

n

n∑
i=1

z
2
i

)
− exp

( 1

n

n∑
i=1

cos(2πzi)
)
+ 20 + e, z = x − o [−32, 32] 0

Shifted Griewank f8(x) =
1

4 000

n∑
i=1

z
2

i −
n∏

i=1

cos
( zi√

i

)
+ 1, z = x − o [−600, 600] 0

Shifted Rastrigin f9(x) =
n∑

i=1

(z
2

i − 10 cos(2πzi) + 10), z = x − o [−5, 5] 0

Shifted Zakharov f10(x) =
n∑

i=1

z
2

i +
( n∑

i=1

0.5izi

)2

+
( n∑

i=1

0.5izi

)4

, z = x − o [−5, 10] 0

表 3 固定维测试函数

函数名称 函数表达式 维数 搜索范围 最小值

Shekel’s Foxholes f11(x) =
( 1

500
+

25∑
j=1

1

j +
2∑

i=1

(xi − aij)
6

)−1

2 [−65, 65] 0.998

Kowalik f12(x) =
11∑
i=1

[
ai −

xi(b
2
i + bix2)

b2i + bix3 + x4

]2
4 [−5, 5] 0.000 307 5

Branin f13(x) =
(
x2 −

5.1

4π2
x

2

1 +
5

π
x1 − 6

)2

+ 10
(
1 −

1

8π

)
cos x1 + 10 2 [−5, 5] 0.398

Easom f14(x) = − cos x1 · cos x2 · exp(−(x1 − π)2 + (x2 − π)2) 2 [−100, 100] −1

Hartman f15(x) = −
4∑

i=1

ci exp
[
−

6∑
j=1

aij(xj − pij)
2
]

6 [0, 1] −3.32
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3.2 参数设置及实验结果

采用本文提出的CPWOA对表1∼表3的测试函
数进行数值实验,并与基本WOA和其他一些较新的
方法—–象群优化算法 (EHO)[12]、大红斑蝶优化算

法 (MBO)[13]、灰狼优化算法 (GWO)[14]、正余弦算法

(SCA)[15]进行对比.算法的实验参数设置如表4所示.

表 4 算法的实验参数设置

设置对象 参数值

共同部分
种群规模N = 50,最大评价次数Max_FEs = 5e+04,
位移oi(i = 1, 2, · · · , n)在变量范围内随机产生

MBO Keep = 2, MaxStepsize = 1,种群百分比为5 / 12

EHO Keep = 2, α = 0.5, β = 0.5, nClan = 5

SCA
r1由2到0线性减小, r2 = 2πrand,
r3 = 2rand, r4 = rand

GWO a由2到0线性减小

WOA a由2到0线性减小, b = 1, P∗ = 0.5

CPWOA a由2到0非线性减小,ηm = 2, b = 1, P∗ = 0.5

为研究算法在不同维度下的性能, f1 ∼ f10在

实验中分别设置n = 10, 30, 50.由于CPWOA算法存

在变异,进化一代的适应度评价次数可能会超过种
群的个体数量,且各算法初始化适应度评价次数不完
全相同,为了公平比较,选择评价次数作为比较的横
坐标. 6种算法分别对每个测试函数独立运行30次,
记录算法求得的最优函数值的平均值和标准差,结
果如表5∼表7所示.在算法迭代过程中,记录每一次
评价的最佳适应度,求出每一次评价的平均最优值
并绘制曲线.该曲线反映了算法的收敛趋势,部分收
敛曲线如图1和图2所示.所有仿真实验在 Intel Core
Quad, CPU i5-8250U, 8 G内存, 1.6 GHz主频的PC上
运行,程序采用Matlab 2014a的M脚本语言实现.
由表5∼表6可知,总体上, GWO的求解结果比

WOA的小,但CPWOA的求解结果最小.尤其是对于
f1、f2和f6,在其他算法求解精度低或无法求解的情
况下, CPWOA仍具有较高的求解精度和鲁棒性.当
维度n由10增加到30和50时,各算法对目标函数的
求解精度和稳定性有所下降,这是由于目标函数更复
杂,算法求解需做更多调节.

表 5 测试函数的求解结果 (单峰)

函数 n 指标 MBO EHO SCA GWO WOA CPWOA

f1

10
Ave 1.63e+03 8.63e+02 6.40e+02 1.62e+01 1.97e-01 9.08e-08
Std 1.38e+03 6.85e+02 2.75e+02 4.33e+01 2.22e-01 1.39e-07

30
Ave 5.35e+04 3.68e+04 1.80e+04 1.10e+03 1.75e+02 2.82e-02
Std 2.01e+04 1.35e+04 3.28e+03 1.29e+03 9.42e+01 2.39e-02

50
Ave 1.38e+05 1.00e+05 6.78e+04 5.61e+03 1.94e+03 1.21e+00
Std 4.53e+04 2.43e+04 6.28e+03 3.32e+03 5.33e+02 9.35e-01

f2

10
Ave 3.56e+00 3.73e+00 1.67e+00 1.06e-02 2.48e+00 3.49e-04
Std 8.78e-01 1.40e+00 3.10e-01 2.61e-03 1.12e+00 1.79e-04

30
Ave 1.03e+01 9.33e+00 6.78e+00 1.91e+00 9.08e+00 9.03e-02
Std 1.69e+00 3.00e-01 5.16e-01 8.41e-01 4.91e-01 2.19e-02

50
Ave 1.35e+01 9.42e+00 8.74e+00 3.59e+00 9.72e+00 6.65e-01
Std 1.62e+00 1.94e-01 3.83e-01 3.59e-01 6.15e-01 1.85e-01

f3

10
Ave 3.95e+03 2.08e+03 8.55e+02 2.43e+02 4.43e+03 4.16e-03
Std 2.91e+03 9.92e+02 2.96e+02 2.51e+02 1.74e+03 4.64e-03

30
Ave 1.10e+05 5.35e+04 3.55e+04 1.25e+04 1.29e+05 7.11e+02
Std 6.02e+04 1.33e+04 6.53e+03 5.75e+03 3.24e+04 3.45e+02

50
Ave 4.11e+05 1.35e+05 1.17e+05 4.11e+04 3.65e+05 1.24e+04
Std 1.90e+05 2.95e+04 2.23e+04 8.90e+03 1.05e+05 3.75e+03

f4

10
Ave 6.20e+00 1.16e+01 6.80e+00 9.47e-02 4.21e+00 1.15e-04
Std 1.97e+00 5.26e+00 1.43e+00 3.51e-01 1.15e+01 8.25e-05

30
Ave 1.86e+02 4.39e+07 3.62e+03 2.98e+01 3.21e+06 6.03e-01
Std 3.61e+02 1.25e+08 1.18e+04 1.58e+01 1.71e+07 2.74e+00

50
Ave 1.31e+18 3.59e+17 2.30e+14 9.00e+01 3.70e+16 5.07e+01
Std 5.52e+18 1.69e+18 6.68e+14 2.29e+01 1.97e+17 9.86e+01

f5

10
Ave 1.35e-01 6.97e-01 7.00e-02 5.25e-03 5.54e-02 3.12e-03
Std 1.09e-01 7.44e-01 2.92e-02 4.62e-03 2.77e-02 1.76e-03

30
Ave 9.25e+01 6.26e+01 1.13e+01 4.67e-01 1.53e+00 3.02e-02
Std 4.65e+01 3.85e+01 4.46e+00 3.65e-01 5.60e-01 1.00e-02

50
Ave 7.49e+02 3.46e+02 9.59e+01 4.00e+00 6.68e+00 1.30e-01
Std 3.39e+02 1.35e+02 2.88e+01 2.45e+00 2.89e+00 5.25e-02
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表 6 测试函数的求解结果 (多峰)

函数 n 指标 MBO EHO SCA GWO WOA CPWOA

f6

10
Ave 3.12e+07 1.90e+07 5.94e+06 3.67e+05 4.36e+05 1.24e+01
Std 4.82e+07 3.10e+07 3.40e+06 5.48e+05 5.17e+05 2.46e+01

30
Ave 2.64e+10 1.47e+10 2.48e+09 8.13e+07 8.00e+06 5.21e+02
Std 2.26e+10 1.01e+10 1.14e+09 1.87e+08 5.71e+06 7.03e+02

50
Ave 1.35e+11 6.10e+10 2.85e+10 5.42e+08 1.87e+08 1.68e+03
Std 7.35e+10 2.01e+10 8.08e+09 7.29e+08 1.76e+08 2.01e+03

f7

10
Ave 9.89e+00 1.10e+01 9.06e+00 1.62e+00 8.25e+00 1.53e-04
Std 1.85e+00 3.78e+00 9.51e-01 1.94e+00 5.05e+00 9.75e-05

30
Ave 1.92e+01 1.96e+01 1.73e+01 7.39e+00 1.94e+01 4.32e+00
Std 8.94e-01 9.41e-01 5.87e-01 2.11e+00 7.27e-01 7.12e+00

50
Ave 2.07e+01 2.05e+01 1.96e+01 1.19e+01 2.03e+01 9.05e+00
Std 3.28e-01 1.39e-01 5.66e-01 1.95e+00 2.83e-01 8.31e+00

f8

10
Ave 2.29e+01 2.64e+01 7.43e+00 6.28e-01 9.64e-01 1.69e-01
Std 1.18e+01 2.67e+01 2.08e+00 2.38e-01 4.49e-01 1.01e-01

30
Ave 5.48e+02 3.71e+02 1.85e+02 1.04e+01 2.89e+00 4.23e-01
Std 1.37e+02 1.42e+02 3.94e+01 1.06e+01 1.61e+00 1.17e-01

50
Ave 1.11e+03 9.09e+02 5.16e+02 6.02e+01 1.60e+01 6.64e-01
Std 2.59e+02 1.82e+02 6.08e+01 3.85e+01 4.61e+00 1.66e-01

f9

10
Ave 2.50e+01 5.08e+01 3.78e+01 9.65e+00 4.75e+01 4.81e+00
Std 6.28e+00 1.38e+01 6.07e+00 5.86e+00 1.80e+01 2.45e+00

30
Ave 2.71e+02 3.52e+02 2.79e+02 9.35e+01 2.61e+02 5.76e+01
Std 4.87e+01 3.73e+01 1.86e+01 3.02e+01 4.66e+01 1.40e+01

50
Ave 7.26e+02 6.86e+02 5.77e+02 2.15e+02 4.90e+02 1.69e+02
Std 9.51e+01 5.16e+01 3.79e+01 4.28e+01 6.67e+01 2.69e+01

f10

10
Ave 9.21e-01 4.71e+00 2.82e+00 1.60e-01 2.94e+00 5.28e-03
Std 3.39e-01 1.60e+00 7.75e-01 2.04e-01 1.95e+00 7.11e-03

30
Ave 4.34e+01 4.55e+01 3.57e+01 3.64e+00 3.64e+01 2.97e+00
Std 9.87e+00 7.95e+00 3.34e+00 1.70e+00 8.96e+00 1.85e+00

50
Ave 1.04e+02 8.70e+01 8.12e+01 1.25e+01 7.42e+01 1.07e+01
Std 1.93e+01 1.18e+01 7.73e+00 4.80e+00 1.75e+01 4.36e+00

表 7 测试函数的求解结果 (固定维)

函数 指标 MBO EHO SCA GWO WOA CPWOA

f11
Ave 1.03e+00 1.20e+00 1.33e+00 3.48e+00 1.59e+00 9.98e-01
Std 1.81e-01 4.49e-01 7.52e-01 3.62e+00 1.86e+00 3.13e-16

f12
Ave 1.98e-03 4.11e-04 8.35e-04 2.98e-03 6.49e-04 3.44e-04
Std 5.12e-03 2.16e-04 4.12e-04 6.93e-03 3.31e-04 1.67e-04

f13
Ave 3.98e-01 3.98e-01 3.98e-01 3.98e-01 3.98e-01 3.98e-01
Std 7.49e-05 7.63e-04 3.44e-04 2.14e-07 1.04e-07 0.00e+00

f14
Ave −9.67e-01 −6.54e-01 −1.00e+00 −1.00e+00 −1.00e+00 −1.00e+00
Std 1.83e-01 3.36e-01 4.08e-04 1.12e-07 1.89e-08 0.00e+00

f15
Ave −3.29e+00 −3.25e+00 −2.92e+00 −3.28e+00 −3.26e+00 −3.29e+00
Std 5.55e-02 6.58e-02 4.35e-01 7.59e-02 7.49e-02 5.54e-02

由图1可知:求解f1和f7时, EHO、MBO、SCA
和WOA均过早收敛到局部最优解,而CPWOA随着
迭代进行继续向目标解收敛,且收敛速度比GWO快.
这主要是因为控制因子a和权值w按照余弦曲线在

第一象限非线性变化,先减小了算法的收敛速度以进

行充分全局探索,然后再加速收敛,最后由于w很小,
算法在当前最优解附近进行微调.
由表7和图2可知:由于这些固定维函数的解需

要调整的维度少,各算法求解精度和稳定性相对较
高.其中:各算法对于f13的求解均能收敛到最优点,
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图 1 单峰、多峰函数求解收敛曲线
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图 2 固定维函数求解收敛曲线

但CPWOA的标准差更小,鲁棒性更好;在求解f11时,
GWO、MBO、EHO、SCA和WOA均频繁陷入局部最
优解导致收敛曲线偏高; CPWOA通过合理控制收敛
速度以及变异,提高了算法跳出局部最优解的能力.

3.3 实验结果的统计分析

为验证本文提出的CPWOA算法与其他算法的

显著性差异,采用一种非参数估计方法—– Wilcoxon

秩和检验,进行统计分析.对于每个测试函数,将

CPWOA的30次求解结果分别与MBO、EHO、SCA、

GWO和WOA的30次求解结果进行假设检验.其中:

假设H0时两种算法的平均值之间没有明显差异,H1

时两种算法的平均值之间有明显差异.设置零假设

检验显著性水平阈值α = 0.05.当检验结果P < 0.05

时,拒绝零假设,则两种算法的实验结果具有显著性

差异;当检验结果P > 0.05时,接受零假设,则两种算

法的实验结果没有显著性差异.

表8展示了n = 10的高维测试函数f1 ∼ f10及

固定维测试函数f11 ∼ f15的检验结果.其中:对小

于显著性水平阈值0.05的概率P值加粗显示;“W”

为显著性检验判断结果;结合表5∼表7,用“+”表示

CPWOA相对其他算法求解精度更高并具有显著性;

用“-”表示CPWOA相对其他算法求解精度更低并

具有显著性;用“=”表示CPWOA算法与其他算法求

解精度无显著差异;“N/A”表示无法进行显著性判

断.从检验结果来看,绝大多数检验P值小于0.05且

“W”为“+”,拒绝零假设.此外,对n = 30和n = 50

下f1 ∼ f10的计算结果进行统计检验,绝大多数结

果均为拒绝零假设.因此,总体上, CPWOA与MBO、

EHO、SCA、GWO、WOA的计算结果之间具有显著差

异,且CPWOA显著更优.

3.4 与其他改进型WOA的比较

为进一步体现CPWOA算法的优越性,将它与
AWOA[5]、WOAWC[9]、MWOA[10]和LWOA[16]进行对

比.为了公平比较,采用表1∼表3测试函数作数值实
验,实验参数设置参照表4,各算法的其他参数采用其
文献中的实验设定值.
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表 8 Wilcoxon秩和检验结果

测试函数
CPWOA vs MBO CPWOA vs EHO CPWOA vs SCA CPWOA vs GWO CPWOA vs WOA

P W P W P W P W P W

f1 (n = 10) 3.02e-11 + 3.02e-11 + 3.02e-11 + 3.02e-11 + 3.02e-11 +
f2 (n = 10) 2.63e-11 + 3.02e-11 + 2.95e-11 + 3.02e-11 + 3.02e-11 +
f3 (n = 10) 3.02e-11 + 3.02e-11 + 3.02e-11 + 3.69e-11 + 3.02e-11 +
f4 (n = 10) 3.02e-11 + 3.02e-11 + 3.02e-11 + 3.02e-11 + 3.02e-11 +
f5 (n = 10) 3.02e-11 + 3.34e-11 + 3.02e-11 + 4.12e-01 = 3.02e-11 +
f6 (n = 10) 3.02e-11 + 3.02e-11 + 3.02e-11 + 1.47e-07 + 6.07e-11 +
f7 (n = 10) 3.02e-11 + 3.02e-11 + 3.02e-11 + 3.02e-11 + 3.02e-11 +
f8 (n = 10) 3.02e-11 + 3.02e-11 + 3.02e-11 + 1.69e-09 + 4.98e-11 +
f9 (n = 10) 2.95e-11 + 2.95e-11 + 2.95e-11 + 2.74e-05 + 3.26e-11 +
f10 (n = 10) 3.02e-11 + 3.02e-11 + 3.02e-11 + 4.11e-07 + 3.02e-11 +
f11 3.34e-01 = 1.91e-10 + 3.41e-07 + 1.90e-06 + 2.15e-02 +
f12 8.33e-05 + 1.45e-07 + 2.82e-10 + 6.26e-05 + 1.41e-08 +
f13 2.92e-05 + 1.65e-11 + 1.20e-12 + N/A N/A N/A N/A
f14 1.60e-01 = 1.21e-12 + 1.21e-12 + N/A N/A N/A N/A
f15 2.52e-04 + 4.08e-04 + 1.01e-11 + 5.16e-01 = 1.55e-04 +

表 9 CPWOA算法与其他改进型WOA算法的计算结果比较

函数 指标 WOA MWOA AWOA WOAWC LWOA CPWOA

f1 (n = 10)
Ave 1.97e-01 5.85e+03 6.75e+03 6.63e+02 2.18e-03 9.08e-08
Std 2.22e-01 1.30e+03 2.20e+03 1.10e+03 7.76e-04 1.39e-07

f2 (n = 10)
Ave 2.48e+00 7.11e+00 7.21e+00 5.50e+00 2.94e-02 3.49e-04
Std 1.12e+00 9.74e-01 1.09e+00 2.01e+00 2.05e-02 1.79e-04

f3 (n = 10)
Ave 4.43e+03 6.80e+03 6.80e+03 7.00e+03 1.33e-01 4.16e-03
Std 1.74e+03 1.39e+03 1.55e+03 2.09e+03 8.21e-02 4.64e-03

f4 (n = 10)
Ave 4.21e+00 4.23e+01 4.62e+01 4.27e+01 1.04e+00 1.15e-04
Std 1.15e+01 1.01e+01 1.79e+01 1.62e+01 2.05e+00 8.25e-05

f5 (n = 10)
Ave 5.54e-02 2.81e+00 4.24e+00 1.46e+00 8.94e-03 3.12e-03
Std 2.77e-02 1.47e+00 1.72e+00 1.36e+00 5.99e-03 1.76e-03

f6 (n = 10)
Ave 4.36e+05 2.20e+08 2.21e+08 8.38e+06 5.94e+00 1.24e+01
Std 5.17e+05 4.26e+07 4.77e+07 1.50e+07 2.97e+00 2.46e+01

f7 (n = 10)
Ave 8.25e+00 1.72e+01 1.74e+01 1.69e+01 1.96e+00 1.53e-04
Std 5.05e+00 6.07e-01 5.25e-01 2.01e+00 3.49e+00 9.75e-05

f8 (n = 10)
Ave 9.64e-01 1.24e+02 1.47e+02 1.19e+01 3.94e-01 1.69e-01
Std 4.49e-01 3.14e+01 3.87e+01 8.46e+00 2.24e-01 1.01e-01

f9 (n = 10)
Ave 4.75e+01 6.62e+01 6.76e+01 6.50e+01 8.37e+00 4.81e+00
Std 1.80e+01 1.31e+01 1.14e+01 2.05e+01 3.33e+00 2.45e+00

f10 (n = 10)
Ave 2.94e+00 5.95e+00 5.49e+00 4.75e+00 1.66e+00 5.28e-03
Std 1.95e+00 1.81e+00 1.89e+00 2.24e+00 1.16e+00 7.11e-03

f11
Ave 1.59e+00 1.16e+00 1.06e+00 1.62e+00 9.98e-01 9.98e-01
Std 1.86e+00 5.27e-01 2.52e-01 1.28e+00 3.31e-12 3.13e-16

f12
Ave 6.49e-04 3.49e-04 3.37e-04 4.43e-04 6.38e-04 3.44e-04
Std 3.31e-04 3.69e-05 3.31e-05 1.63e-04 3.68e-04 1.67e-04

f13
Ave 3.98e-01 3.98e-01 3.98e-01 3.98e-01 3.98e-01 3.98e-01
Std 1.04e-07 1.13e-04 2.19e-04 6.32e-07 2.13e-06 0.00e+00

f14
Ave −1.00e+00 -8.00e-01 −1.00e+00 −1.00e+00 −1.00e+00 −1.00e+00
Std 1.89e-08 4.07e-01 4.87e-04 3.32e-05 1.91e-07 0.00e+00

f15
Ave −3.26e+00 −3.25e+00 −3.16e+00 −3.13e+00 −3.16e+00 −3.29e+00
Std 7.49e-02 6.26e-02 1.18e-01 1.24e-01 1.28e-01 5.54e-02
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表9展示了各改进型WOA对n = 10下的高维

测试函数及固定维测试函数的30次计算结果的平均
值和标准差.除了f6和f12以外, CPWOA对其余测试
函数计算结果精度及稳定性最高. MWOA、AWOA和
WOAWC对f1 ∼ f5的计算结果均比WOA的更差.此
外,对n = 30和n = 50进行实验,结果显示,除了f8

以外,其余计算结果均为CPWOA最优.

图3展示了各改进型WOA的计算收敛情况.对
于f1和f7, MWOA、AWOA、WOAWC因在原点附近
具有强烈吸引,均过早收敛而陷入局部最优解,且比
原始WOA差,而CPWOA的局部搜索策略不同,避免
了原点的吸引. LWOA和CPWOA比WOA收敛精度
更高,且CPWOA更优.对于较低维度的f15,各算法均
较早收敛,但CPWOA收敛精度更高.
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图 3 改进型WOA对测试函数求解收敛图

为比较各改进型WOA算法差异的显著性,按照
3.3节的方法进行统计检验,结果如表10所示. LWOA
对 f6的计算结果平均值和标准差更优,但Wilcoxon
秩和检验结果表明这种差异是不显著的.对于固定
维测试函数,除少部分计算结果无显著差异或无法检

验以外,其余大部分计算结果均具有显著差异.此外,
对n = 30和n = 50下f1 ∼ f10的计算结果进行统计

检验,绝大多数结果均为拒绝零假设.结合比较各改
进型WOA的平均值和标准差来看, CPWOA的绝大
多数计算结果显著更优.

表 10 Wilcoxon秩和检验结果 (与其他改进型WOA比较)

测试函数
CPWOA vs NWOA CPWOA vs AWOA CPWOA vs WOAWC CPWOA vs LWOA

P W P W P W P W

f1 (n = 10) 3.02e-11 + 3.02e-11 + 3.02e-11 + 3.02e-11 +
f2 (n = 10) 3.02e-11 + 3.02e-11 + 3.02e-11 + 3.02e-11 +
f3 (n = 10) 3.02e-11 + 3.02e-11 + 3.02e-11 + 3.02e-11 +
f4 (n = 10) 3.02e-11 + 3.02e-11 + 3.02e-11 + 3.02e-11 +
f5 (n = 10) 3.02e-11 + 3.02e-11 + 3.02e-11 + 9.83e-08 +
f6 (n = 10) 3.02e-11 + 3.02e-11 + 3.02e-11 + 2.71e-01 =
f7 (n = 10) 3.02e-11 + 3.02e-11 + 3.02e-11 + 3.02e-11 +
f8 (n = 10) 3.02e-11 + 3.02e-11 + 3.02e-11 + 1.49e-04 +
f9 (n = 10) 2.95e-11 + 2.90e-11 + 2.95e-11 + 5.79e-06 +
f10 (n = 10) 3.02e-11 + 3.02e-11 + 3.02e-11 + 3.02e-11 +
f11 8.15e-02 = 1.61e-01 = 5.20e-06 + N/A N/A
f12 1.25e-04 + 1.12e-02 - 3.83e-06 + 6.04e-07 +
f13 3.41e-07 + 6.18e-10 + N/A N/A 3.34e-01 =
f14 1.66e-08 + 1.64e-11 + 8.76e-07 + N/A N/A
f15 4.96e-05 + 4.31e-07 + 1.09e-07 + 9.18e-08 +

4 结 䇪

鲸鱼优化算法 (WOA)作为一种新型群体智能
优化算法,在提高收敛精度和跳出局部最优解的性
能方面仍具有较大的优化空间.本文提出了一种
基于余弦控制因子和多项式变异的鲸鱼优化算法

(CPWOA),对控制参数按照余弦规律变化作动态调
整,对种群位置更新加入与控制参数同步变化的惯

性因子,从而较合理地协调算法的全局探索与局部搜
索.在算法中还对最优解进行多项式变异,从而进一
步提升了其跳出局部最优的能力.实验显示,所提出
的CPWOA算法对绝大多数最优解偏离原点的目标
函数的求解结果,比MBO、EHO、SCA、GWO、WOA
以及其他改进型WOA的求解精度和稳定性都更高,
且统计检验表明了这种差异的显著性.对于鲸鱼优
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化算法对特定问题求解能力的进一步提高,以及针对
工程实际的更好应用将是下一步工作的主要内容.
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