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基于奇异值分解的非均匀采样非线性系统的模糊模型辨识
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摘 要: 针对复杂、不确定、非均匀采样数据的非线性系统,提出一种基于矩阵奇异值分解 (SVD)的模型结构辨识
和参数估计的建模方法.首先,利用矩阵奇异值 (SVD)分解算法分析各局部模型与奇异值、积累贡献率的关系,确
定模糊模型的规则数,从而实现模型的结构优化;然后,为了克服递推最小二乘出现的误差积累、传递现象,采用奇
异值分解的递推最小二乘估计模型的结论参数;最后,通过仿真实例验证所提出算法的有效性.
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Identification of fuzzy model of non-uniformly sampled nonlinear systems
based on singular value decomposition
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Control Engineering，Dalian University of Technology，Dalian 116024，China)

Abstract: A modeling method based on matrix singular value decomposition (SVD) for model structure identification
and parameter estimation is proposed for the complex, uncertain and non-uniformly sampled data nonlinear systems.
Firstly, the matrix singular value decomposition method is used to analyze the relationship among the local model and the
accumulation contribution rates, and the rule number of the fuzzy model is determined. Thus, the structure optimization
of the model is realized. Then, in order to overcome the error accumulation and transfer of recursive least squares, the
conclusion parameters of the recursive least square estimation algorithm with singular value decomposition is adopted.
Finally, a simulation example is given to illustrate the effectiveness of the proposed algorithm.
Keywords: nonuniformly sampled system；fuzzy model；singular value decomposition；recursive least square；structure
identification

0 引 䀰

随着现代工业的发展,由于采用了多传感器、通
讯网络和现代控制技术,许多工业被控对象采用了多
采样率.在多采样率系统中,若系统输入刷新和输出
采样呈现不等时间间隔,则得到非均匀多采样率数据
系统.由于非线性特性广泛存在于实际生活、工作和
生产中,对非均匀采样数据非线性系统的辨识研究具
有普遍意义及使用价值.
很多文献对非均匀采样数据非线性系统进行了

研究.文献 [1]基于提升变量技术,提出了针对已知基
函数的非均匀采样数据的Hammerstein-Wiener系统,
利用递阶多新息随机梯度算法进行辨识.文献 [2-3]
分别针对含有死区特性的非均匀采样Hammerstein、
Wiener非线性系统,利用关键项分离技术,提出了

一种迭代递推最小二乘算法,该算法利用辅助模型
辨识原理,解决了信息向量中同时存在不可测未知
变量和未知参数的系统辨识问题.由于实际非均匀
采样系统往往含有噪声,文献 [4-5]针对含有噪声的
Hammerstein系统进行了辨识研究,在辨识方法中,基
于递阶辨识原理分别对参数模型和噪声模型进行辨

识.针对随机梯度辨识方法收敛速度较慢的问题,文
献 [6-7]采用多新息随机梯度辨识方法分别对非均匀
采样的Hammerstein-Wiener系统和Wiener系统进行
了建模研究.文献 [8]基于递阶原理将含有提升变量
的系统模型辨识转化为若干子系统的辨识,计算负荷
变小,效率提高.针对非均匀采样数据的切换系统,文
献 [9]采用聚类方法确定系统的切换规律,利用递推
最小二乘估计各子系统参数,仿真效果表明了其方法
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的有效性.
针对多工况、不确定性、强非线性的非均匀采样

数据复杂非线性系统的辨识问题,现有的辨识方法不
能满足所有的辨识要求.为此,尝试探索将多模型建
模策略或者原理应用到此类系统辨识中.多模型策
略基于“分解-合成”原理,适用于具有强非线性、不确
定性、多工况的复杂工业过程,对各工况区间建立相
应的局部线性模型,并通过其间的某种切换或融合来
拟合全局非线性系统.在利用多模型对非均匀采样
数据非线性系统进行建模时,各局部模型可以根据非
线性模型在相应工作点线性化得到,但需要选择多少
个局部模型,在建模过程中又如何判断系统当前状态
与各局部模型的关联度,都是多模型辨识方法实际应
用中必须考虑的问题.对于这些问题,模糊建模理论
和方法的发展提供了强有力的工具.文献 [10-11]提
出了针对非均匀采样数据的强耦合、强非线性系统,
基于“分解-合成”多模型建模思想,利用多模型将非
均匀采样非线性系统的状态空间分割成有限个子空

间,每个子区间用一个局部线性模型描述,然后通过
模糊聚类融合形成的模糊多模型描述非均匀采样非

线性系统的动态过程.
本文基于模糊聚类算法构建初始的模糊模型结

构,采用奇异值分解算法对模糊规则加以分析,根据
规则在整个系统中的积累贡献对模糊模型结构进行

优化.同时,为了克服递推最小二乘会出现误差积累、
传递现象,采用基于奇异值分解的递推最小二乘确定
模糊模型的结论参数,从而实现模糊模型结构和参数
优化.最后,对所提出算法的可行性和有效性进行仿
真验证和性能比较,结果表明效果较好.

1 模糊模型的描述

考虑如下连续非线性系统[10]:

Sc :

ẋ(t) = Γ (x(t), u(t)),

y(t) = h(t),
(1)

其中y(t) ∈ R1、u(t) ∈ R1、Γ (·)为非线性函数.
式(1)中的控制量满足如下关系:

u(t) =



u(kT ), kT ⩽ t < kT + t1;

u(kT + t1), kT + t1 ⩽ t < kT + t2;

...

u(kT + tp−1), kT + tp−1 ⩽ t < (k + 1)T.

(2)

式 (2)中,非均匀刷新时间间隔为 τi, τi = ti −
ti−1, ti = τ1 + τ2 + . . . + τi, t0 = 0, tp = T, T =

τ1+ τ2+ . . .+ τp = tp称为帧周期.控制u在第k个更

新周期 [kT, kT + T )(k = 0, 1, . . .)以t = kT + ti(i =

0, 1, . . . , p − 1)非均匀刷新p次.输出p在一个周期T

内均匀采样,即y(t) = y(kT ), t ∈ [kT, kT + T ).
利用提升技术,系统 (1)离散化后可以采用如下

模型描述[10-12]:x(kT + T ) = f [x(kT ), ũ(kT )],

y(kT ) = h[x(kT )].
(3)

其中输入信号的堆积变量为

ũ(kT ) =


u1(kT )

u2(kT )
...

up(kT )

 =


u(kT )

u(kT + t1)
...

u(kT + tp−1)

 ∈ Rp×1.

(4)

非线性系统经非均匀采样后,采用文献 [10]提出
的模糊模型描述非线性系统,即

Rl : if ϕ(kT )属于Fi, Fi的隶属度函数为µl[ϕ(kT )],

then

yl(kT ) =

p−1∑
i=0

bli(z
−1)

al(z−1)
u(kT + ti). (5)

其中:Rl为模糊模型的第 l条规则;Fl为第 l条规则下

的模糊集合;µl[ϕ(kT )]为第kT条规则的模糊集合相

应的隶属度函数; l = 1, 2, . . . , c, c为规则数;ϕ(kT )为
第kT时刻模糊模型的输入信号,有

φ(kT ) =

[y(kT − T ), . . . , y(kT − nT ),

u(kT − T ), . . . , u(kT − nT ),

u(kT + t1 − T ), . . . , u(kT + t1 − nT ), . . . ,

u(kT + tp−1 − T ), . . . , u(kT + tp−1 − nT )]T. (6)

模糊模型后件各参数al(z
−1)、bli(z

−1)满足

al(z
−1) = 1 + al1z

−1 + al2z
−2 + . . .+ alnz

−n,

bli(z
−1) = bli1z

−1 + bli2z
−2 + . . .+ blinz

−n,

blij ∈ R1, i = 0, 1, . . . , p− 1, j = 1, 2, . . . , n.

对于式(5),采用如下模型描述:
Rl : if ϕ(kT )属于Fi, then

yl(kT ) =

p−1∑
i=0

bli(z
−1)

al(z−1)
u(kT + ti). (7)

其中: θl=[al1, al2, . . . , aln, bl11, bl12, . . . , bl1n, . . . , blp1,

blp2, . . . , blpn]
T ∈ Rn0 , n0 = (p + 1), φ(kT )含义同式

(6).
为了简化描述过程,将yl(kT )、u(kT + ti)分别简
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写为yl(k)、u(k + ti).定义如下参数向量:

θ1 = [a11, a12, . . . , a1n, b111, b112, . . . , b11n, . . . ,

b1p1, b1p2, . . . , b1pn]
T ∈ Rn0 ,

θ2 = [a21, a22, . . . , a2n, b211, b212, . . . , b21n, . . . ,

b2p1, b2p2, . . . , b2pn]
T ∈ Rn0 ,

...

θc = [ac1, ac2, . . . , acn, bc11, bc12, . . . , bc1n, . . . ,

bcp1, bcp2, . . . , bcpn]
T ∈ Rn0 ,

n0 = (p+ 1)× n, θ =


θ1

θ2
...
θc

 .
式(7)的整体输入向量为

ψ1(k) = [−µ1(k)y(k − 1), . . . ,−µ1(k)y(k − n),

µ1(k)u(k − 1), . . . , µ1(k)u(k − n), . . . ,

µ1(k)u(k + tp−1 − 1), . . . ,

µ1(k)u(k + tp−1 − n)]T,

ψ2(k) = [−µ2(k)y(k − 1), . . . ,−µ2(k)y(k − n),

µ2(k)u(k − 1), . . . , µ2(k)u(k − n), . . . ,

µ2(k)u(k + tp−1 − 1), . . . ,

µ2(k)u(k + tp−1 − n)]T,

...

ψc(k) = [−µc(k)y(k − 1), . . . ,−µc(k)y(k − n),

µc(k)u(k − 1), . . . , µc(k)u(k − n), . . . ,

µc(k)u(k + tp−1 − 1), . . . ,

µc(k)u(k + tp−1 − n)]T,

ψ(k) = [ψT
1 (k), ψ

T
2 (k), . . . , ψ

T
c (k)]

T ∈ Rc×n0 .

考虑到系统中一般含有噪声,式 (7)输出可以表
示为

y(k) = ψT(k)θ + v(k). (8)

2 基于SVD的模糊模型前件结构优化
对于模糊模型 (7),有N对数据样本φ(k), y(k),

k = 1, 2, . . . , N ,那么模糊模型的线性回归方程为

y = Xŷ + ε. (9)

其中: y = [y(1), y(2), . . . , y(N)]T, y(k)为系统第k次

实际输出;X=[µ(1), µ(2), . . . , µ(N)]T, µ(k)=[µ1(k),

µ2(k), . . . , µc(k)], X为前件推理模糊关系矩阵; ŷ =

[y1(k), y2(k), . . . , yc(k)]
T为模糊模型的后件输出函

数向量; ε=[v(1), v(2), . . . , v(N)]T为残差向量,E{ε}
= 0,Var{ε} = σ2I .
式(9)的隶属度函数µi(k)(i = 1, 2, . . . , c)可以采

用模糊聚类方法确定,本文利用文献 [12]的聚类方法
直接确定.聚类的目的是:确定模糊模型的前件结构,
确定隶属度矩阵和聚类中心向量.由于篇幅有限,这
里重点讨论聚类数的确定.
定理1 (奇异值分解 (SVD)) 设X ∈ Rm×c,存

在m阶正交矩阵U和 c阶正交矩阵V ,使得下式成
立[13-14]:

X = U

[
Σr 0

0 0

]
V T. (10)

其中:Σr = diag(σ1, σ2, . . . , σr) ∈ Rr×r(σ1 ⩾ σ2 ⩾
. . . ⩾ σr ⩾ 0)为矩阵X的奇异值,U为XXT的

m×m正交特征向量矩阵,V 为XTX的c× c正交特

征向量矩阵,矩阵X的r个奇异值σ1 ⩾ σ2 ⩾ . . . ⩾
σr ⩾ 0.

对式(9)的X矩阵进行SVD分解,有

y = U

[
Σr 0

0 0

]
V Tŷ + ε =

r∑
i=1

σiuiv
T
i ŷ + ε. (11)

当式 (9)中的后件输出函数向量为参数向量时,
最小二乘估计为

ŷLS = X+y = V

[
Σ−1

r 0

0 0

]
UTy =

r∑
i=1

1

σi
viu

T
i y,

(12)

其中X+为X的广义逆.对式 (9)的X矩阵进行奇异

值分解,可以得到相应的UX、ΣX、Vx,且矩阵Σ的秩

rank(X) = rank(ΣX).当矩阵X的秩 rank(X) = r

= c时,表示模糊模型前提结构中的各输入空间是线
性独立的;当矩阵X的秩 rank(X) = r < c时,表示
模糊模型前提结构中的各输入空间是线性相关的,规
则中可能存在冗余规则.由式 (9)可见,当某些奇异值
非常小时,表明其相应的模糊规则对模型的贡献较
小,导致秩亏损,相应表现为规则中出现了重复和相
似.因此,对模糊模型进行结构优化时,可以忽略较小
的σi.为此,定义如下规则积累贡献率描述各规则对
建模的贡献:

Q =

r∑
i=1

σi

c∑
j=1

σj

. (13)

通过选择规则累积贡献率Q可以确定规则数r,
当矩阵X被奇异值分解后,各规则对模型的贡献大
小可由ΣX矩阵对角线元素σi的大小排序确定,根据
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排序情况提取重要规则,删除不重要的冗余规则.

3 基于奇异值分解的递推辨识参数

通过奇异值分解后,可以得到描述非均匀采样数
据的非线性系统聚类数.根据式 (8)采用递推最小二
乘方法确定模糊模型的后件参数,算法如下:

θ̂(k + 1) = θ̂(k) +K(k)[y(k + 1)−

ψT(k + 1)θ̂(k)], (14)

P (k + 1) = P (k)− P (k)ψ(k + 1)S−1(k + 1)×

ψT(k + 1)P (k), (15)

S(k + 1) = ψT(k + 1)P (k)ψ(k + 1) + 1, (16)

K(k) = P (k + 1)ψ(k + 1). (17)

其中: θ̂为m(m = c × n0)维列向量, θ0 = 0(θ中的各

元素为0);P为m×m维正定对称矩阵,P (0) = αI, α

为一个很大的数.
上述算法关键是计算增益矩阵 P (k).由于式

(14)∼ (17)通常会出现误差积累、传递现象,为了克
服这种现象,既改善P (k)阵的数值计算性质,又不增
加计算量,可用矩阵奇异值分解计算P (k)阵.因为
P (k)是正定对称的,所以对其进行矩阵奇异值分解,
有

P (k) = U(k)D2(k)UT(k). (18)

其中:U(k) = [U1, U2, . . . , Um] ∈ Rm×m,满足UTU

= UUT;矩阵D2 = diag(σ2
1 , σ

2
2 , . . . , σ

2
m), σ2

1 ⩾ σ2
2 ⩾

. . . ⩾ σ2
m ⩾ 0为奇异值.

式(18)可以写为

U(k)D2(k)UT(k) =

U(k − 1)D2(k − 1)UT(k − 1)−
U(k − 1)g(k)gT(k)UT(k − 1)

S(k)
=

U(k − 1)
[
D2(k − 1)− g(k)gT(k)

S(k)

]
×

UT(k − 1). (19)

其中

g(k) = [g1(k), g2(k), . . . , gm(k)]T =

D2(k − 1)ς(k) =

[σ2
1(k − 1)ς1(k), σ

2
2(k − 1)ς2(k),

. . . , σ2
m(k − 1)ςm(k)]T,

ς(k) = [ς1(k), ς2(k), . . . , ςm(k)]T =

DT(k − 1)ψ(k). (20)

对
[
D2(k − 1) − g(k)gT(k)

S(k)

]
再进行一次矩阵分

解,有

D2(k − 1)− g(k)gT(k)

S(k)
= Ū(k)D̄2(k)ŪT(k). (21)

其中: Ū(k) = [Ū1, Ū2, . . . , Ūm] ∈ Rm×m, D̄2 =

diag(σ̄2
1 , σ̄

2
2 , . . . , σ̄

2
m), σ̄2

1 ⩾ σ̄2
2 ⩾ . . . ⩾ σ̄2

m ⩾ 0.
利用式(21),式(19)可以写为

U(k)D2(k)UT(k) =

U(k − 1)Ū(k)D̄2(k)ŪT(k)UT(k − 1). (22)

可得 D2(k) = D̄2(k),

U(k) = U(k − 1)Ū(k).
(23)

综上分析,P (k)矩阵的递推计算转化为U(k)和

D2(k)的递推计算,即由 U 和D2的更新计算代替

P (k)的计算,那么增益阵K(k)可表示为

K(k) = U(k)D2(k)UT(k)ψ(k + 1). (24)

对本文的递推辨识算法进行总结:在k = 0时刻,
初始化U(0) = I和D(0) =

√
p0(p0为很大的数),在k

时刻更新U(k)和D(k),计算步骤如下.
step 1: 由式 (21)构造并进行矩阵的奇异值分解,

求得Ū(k)和D̄2(k);
step 2:由式(23)计算U(k)和D2(k);
step 3:由式(16)和(24)更新S(k)、K(k);
step 4:由式(14)进行参数估计.
为了表明算法的有效性,表1给出了本文算法和

RLS算法每一步递推过程的计算量.由表 1可见,本
文算法的复杂度明显小于RLS算法.

表 1 RLS和本文算法的比较 (n0 = 6和c = 2)

算法 乘法次数 加法次数

RLS 2(cn0)
2 + 4cn0{336} 2(cn0)

2 + 2cn0{312}
本文算法 c(2n2

0 + 4n0){192} c(2n2
0 + 2n0){168}

4 仿真实例

以带有输入信号的Henon混沌系统为例进行研
究,方程如下:

x(kT + T ) = 1− a(x(kT ))2 + by(kT )+

0.05u(kT ) + 0.283u(kT + t1),

y(kT + T ) = x(kT ) + v(kT ).

(25)

取 p = 2, τ1 =
√
2s, τ2 = 2 −

√
2s,此时有

t1 = τ1 =
√
2s, t2 = τ1+τ2 = T = 2s.取a = 1.4, b =

0.3,混沌系统 (25)的吸引子在 (0.631 4, 0.631 4).输入
信号{u(kT ), u(kT + t1 − T )}取幅值为0.1的伪随机
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序列信号. v(kT )是均方差为0.01、均值为零的白噪
声.图1为混沌系统(25)的动态变化图.

-1.5 -0.5 0.5 1.5
-1.5

-0.5

0.5

1.5

x kT( )

y
k
T

(
)

图 1 Henon混沌系统动态变化图

噪声信号v(kT )是均值为零、方差为σ2的白噪

声序列信号.当噪声信号的方差为σ2 = 0.012时,相
应的信噪比为δns = 27.33%.基于所测量的输出数
据,应用所提出的辨识算法估计非均匀采样非线性系
统的模糊模型参数.取y(kT−T ), y(kT−2T ), u(kT−
T ), u(kT − 2T ), u(kT + t1−T )和u(kT + t1− 2T )作

为模糊模型的输入变量.
对于系统 (25),采用200个样本点构建系统的模

糊模型,前150样本点作为训练数据建立系统 (25)的
模糊模型,其余50个样本点作为测试数据验证模型
的有效性.首先,根据聚类算法对输入样本进行聚
类,取 30条模糊规则作为初始规则数.为了验证模
糊模型的冗余度,针对上述已建立的含有30条模糊
规则的系统,采用SVD算法对结构进行优化.通过计
算可得,模糊隶属度矩阵的最大奇异值max(σi) =

3.612 4,最小奇异值min(σi) = 0.004 64,奇异值之
间相差较大,忽略较小的奇异值.表2给出了系统在
不同积累贡献率条件下的性能指标,当规则数= 16

时,Q = 0.846 1,与规则数17条的积累率相差不大,
与规则数15条相差很大,表明从第17条规则到30条
规则对模型的贡献率不大.同时,图2给出了不同规
则数的均方误差曲线.由图2可见,当规则数大于16
时,均方误差反而增大,表明当增加规则数时,由于规
则之间的冗余度增大,使得误差增大,这样在规则优

化后,选择模糊规则数为16.

表 2 在不同规则的性能指标比较

规则数 Q 均方误差

30 1.000 0 0.047 1
25 0.961 3 0.056 1
22 0.883 0 0.060 5
17 0.868 8 0.060 3
16 0.846 1 0.038 2
15 0.413 2 0.057 4
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!"#$%&'
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图 2 取不同的规则数的均方误差曲线

在确定聚类数目后,采用本文方法对系统 (25)进
行建模研究.训练数据均方差为

Errortrain =

1

150

150∑
k=1

(ytrain(kT )− ŷmodel(kT ))
2
= 0.038 2.

其中: ytrain(kT )为训练的样本点, ŷmodel(kT )为模糊

模型的输出.测试数据的均方差为

Errortest =

1

50

50∑
k=1

(ytest(kT )− ŷmodel(kT ))
2
= 0.041 2.

其中: ytest(kT )为测试样本点, ŷmodel(kT )为模糊模

型的测试输出.显然,根据训练数据均方差和测试数
据均方差,所建立的模糊模型是可以描述非均匀采样
非线性系统的.为了验证所提出方法的有效性,对所
提出的辨识方法与其他辨识方法进行比较,包括径向
基神经网络、支持向量机等.表3给出了比较结果,由
表3可见,所提出方法能够提高系统的辨识精度.

表 3 本文提出的模糊辨识方法与其他辨识方法比较

建模方法 输入变量 训练数据的均方差 测试数据的均方差

径向基神经网络
y(kT − T ), y(kT − 2T ), u(kT − T ), u(kT − 2T ),

0.059 1 0.063 4
u(kT + t1 − T ), u(kT + t1 − 2T )

支持向量机
y(kT − T ), y(kT − 2T ), u(kT − T ), u(kT − 2T ),

0.049 8 0.051 2
u(kT + t1 − T ), u(kT + t1 − 2T )

文献 [15]方法
y(kT − T ), y(kT − 2T ), u(kT − T ), u(kT − 2T ),

0.044 2 0.046 7
u(kT + t1 − T ), u(kT + t1 − 2T )

本文方法
y(kT − T ), y(kT − 2T ), u(kT − T ), u(kT − 2T ),

0.038 2 0.041 2
u(kT + t1 − T ), u(kT + t1 − 2T )
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5 结 论

针对非均匀采样非线性系统的辨识问题,提出了
一种基于矩阵奇异值分解的模型结构和参数优化的

模糊建模方法.首先,基于矩阵奇异值分解算法分析
了模糊规则与奇异值、积累贡献率的关系,确定模糊
模型的规则数,从而实现模型的结构优化.为了克服
递推最小二乘出现的误差积累、传递现象,采用基于
奇异值分解的递推最小二乘确定模型的结论参数,从
而实现模型参数的优化.仿真结果表明,所提出方法
能够高效率确定模糊模型及其冗余度,提高辨识精
度.对于其他形式的非均匀采样非线性系统,如输入
非均匀刷新-输出非均匀采样系统,是下一步的研究
对象.
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