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一种基于GMM-EM的非平衡数据的概率增强算法

陈 刚†, 吴振家
(大连海事大学理学院，辽宁大连 116026)

摘 要: 非平衡数据的分类问题是机器学习领域的一个重要研究课题.在一个非平衡数据里,少数类的训练样本
明显少于多数类,导致分类结果往往偏向多数类.针对非平衡数据分类问题,提出一种基于高斯混合模型-均值最
大化方法 (GMM-EM)的概率增强算法.首先,通过高斯混合模型 (GMM)与均值最大化算法 (EM)建立少数类数据
的概率密度函数;其次,根据高概率密度的样本生成新样本的能力比低概率密度的样本更强的性质,建立一种基于
少数类样本密度函数的过采样算法,该算法保证少数类数据集在平衡前后的概率分布的一致性,从数据集的统计
性质使少数类达到平衡;最后,使用决策树分类器对已经达到平衡的数据集进行分类,并且利用评价指标对分类效
果进行评判.通过从UCI和KEEL数据库选出的8组数据集的分类实验,表明了所提出算法比现有算法更有效.
关键词: 分类；非平衡数据；概率密度函数；GMM-EM；概率增强
中图分类号: TP273 文献标志码: A

An enhancing probability algorithm for imbalanced datasets based on
GMM-EM
CHEN Gang†, WU Zhen-jia

(School of Science，Dalian Maritime University，Dalian 116026，China)

Abstract: The classification of imbalanced datasets has been recognized as a vital issue in the field of machine learning.
In an imbalanced dataset, there are obviously fewer training examples of the minority class compared to the majority
class so that the result of classification may be biased towards the latter. As a result, the classification performance
of whole dataset has a tendency to be poor. Facing on the problem, an enhanced probability algorithm based on the
Gaussian mixture model-expectation maximization (GMM-EM) method is proposed for imbalanced datasets. Firstly, the
probability density functions (PDFS) of the minority class are obtained by using GMM and EM algorithms. Secondly,
because original samples with high probability density have more powerful ability to generate new instances than low
probability density samples according to the basic rule of probability theory, an enhanced probability algorithm is given
based on PDF of the minority class. The algorithm ensures that the PDFs of the new balanced minority class are in
accordance with the original minority class, and makes the minority class balanced in the sense of statistics. Finally, the
proposed algorithm and other methods are applied together with a decision tree classifier for assessment. By choosing
eight imbalanced datasets from UCI and KEEL repositories, experimental results show that the proposed algorithm is
more effective than other methods.
Keywords: classification；imbalanced datasets；probability density functions；GMM-EM；enhancing probability
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在现实生活中,研究人员经常会遇到许多非平
衡问题,如在用户流失预测[1]、文献分类[2]、邮件检

测[3]等.在这些应用中,标准分类器的分类效果并不
理想.因此,非平衡数据是数据挖掘技术亟待解决的
重要问题.对于解决非平衡问题,可以从数据层面和
算法层面进行处理.

数据层方法,也称为预处理方法,常用的解决方

案就是对原始数据进行重采样.这种方法有两种方
式: 1) 过采样技术合成少数类样本; 2) 欠采样技术
减少多数类样本.对于过采样技术,目前的算法主要
分为3大类:“SMOTE家族”[4-6]、核函数类[7-8]和其

他技术[9-10].对于“SMOTE家族”, SMOTE[4]是基本

算法,它是通过在几个相邻的少数类样本之间进行
插值,生成新的少数类样本.后来提出了E-SMOTE[5]

算法是与遗传算法相结合,根据适应度寻找合适的
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特征.目前最新设计的CMO-SMOTE[6]算法,对导致
数据集不平衡的原因进行了理论分析,并据此生成
新的样本.对于核函数类算法, Kernel-ADASYN[7]算

法通过核函数构建自适应的过采样分布来合成少

数类样本. PDFOS[8]算法是核函数法与粒子群优化

算法相结合的少数类再平衡方法.对于其他采样技
术, OUPS[9]算法是通过减少搜索和选择过程来选择

近邻样本,而非随机性选择. ADASYN[10]方法主要针

对学习困难程度不同的少数类样本进行过采样,需要
学习的程度越困难,所需生成的样本越多;反之,则越
少.对于欠采样技术,该技术通过欠采样方法减少多
数类的样本,从而使样本数量与少数类相同.该方法
本身存在一定的不足:容易忽略或剔除有价值的信
息,导致分类不准确,该类算法可查阅相关资料获取.
对于算法层面,主要是对分类算法改进以适

应非平衡数据,以便在对非平衡数据分类时更有
效.比如HSBagging[11]、MSE-BP[12]、KCBPFELM[13]、

BoostedSVM[14]、EFSVM[15]等.
总之,数据层面和算法层面的方法在一定程度上

都能够解决非平衡数据的分类问题.但是,这些方法
都存在着一定的不足,譬如:“SMOTE家族”仅考虑几
何特性,不涉及样本的统计特征,只是在数量上达到
平衡即可,导致新的已平衡的少数类的概率分布往往
与原始少数类不同,从而产生质量较差的新样本.对
于 kernel-ADASYN算法和PDFOS算法,这两种算法
都使用高斯核对少数类的概率密度函数进行估计,虽
然在算法上都考虑了少数类样本的概率分布,但这只
是基于SVM的一种优化算法,本质上不是一种基于
数据集的统计性质的方法.而欠采样技术容易剔除
潜在有价值的信息,因而不采用欠采样技术对非平
衡数据平衡化;算法层面对非平衡数据不进行前期
的预处理,只是通过改进算法以适用非平衡数据的分
类,本质上并没有解决原始数据的非平衡问题.
鉴于此,本文提出一种基于非平衡数据统计性质

的概率增强算法.新算法涉及了少数类原始数据的
统计特征,使得算法充分利用了原始数据的统计信
息.同时,遵循新平衡的少数类概率分布与原始少数
类一致的原则,生成了高质量少数类样本.

1 高斯混合模型和均值最大化算法

1.1 高斯混合模型

由Chris等[16]在 1999年提出的GMM是一个概
率统计模型,它可以很好地表示参数空间中数据的空
间分布和特征. GMM被定义为高斯密度函数的V -线

性组合,即

P (x|θ) =
V∑
i=1

αiNi(x|µi,Ci), (1)

其中:Ni(x|µi,Ci)(i = 1, 2, . . . , V )是高斯分布,其均
值向量为µi,协方差矩阵为Ci,x代表p维数据向量;
混合比例αi(i = 1, 2, . . . , V )满足

V∑
i=1

αi = 1, 0 ⩽ αi ⩽ 1. (2)

令X = [x1,x2, . . . ,xn]
T是包含有n个独立同

分布的p维样本数据集,Z = [z1, z2, . . . , zn]
T表示分

别对应于样本观测值的隐含变量,即 zi与观测值xi

有关,则zi表示xi的隐标签.
多元高斯混合模型由式 (1)定义,Ni(x|µi,Ci)(i

= 1, 2, . . . , V )是少数类数据集的p维高斯密度,其参
数是均值向量µi、协方差矩阵为Ci、每个分量密度是

p个变量的高斯函数,其形式如下:

f(x|θi) =

1

(2π)
p
2

1

|Ci|
1
2

exp
{
− 1

2
(x− µi)

TC−1
i (x− µi)

}
=

N (x|µi,Ci). (3)

其中:X ∼ N (µ ∈ RP , C ∈ RP×P ),期望值为
E(x) = µ,µ = [µ1,µ2, . . . ,µV ];协方差阵为E[(x −
x̄)(x− x̄)T] = C,C = [C1,C2, . . . ,CV ].
对于整个少数类数据集X ,其联合概率密度函

数为

P (x|α,µ,C) =

n∏
j=1

{ V∑
i=1

αiN (xj |µi,Ci)
}
. (4)

因此,上述问题的解决方法是对参数θ = (α1, α2,

. . . , αV ,µ1,µ2, . . . ,µV ,C1,C2, . . . ,CV ) 的最大似

然估计.

1.2 均值最大化算法

EM算法是一种基于极大似然估计的优化算法,
用于含有隐变量的概率模型参数的极大似然估计或

者极大后验概率估计.该算法可分为两步:第1步称
为E步,它基于初始值的参数或之前的迭代值来计算
似然函数的期望;第2步是M步,它将似然函数最大
化,并转换为可获得的新参数值. EM算法是反复迭
代的过程,直到上述两个步骤收敛.
对于一个给定的GMM,如果能够区分每个观测

值xk是属于哪个高斯类,然后确定参数 (α1, α2, . . . ,

αV ,θ1,θ2, . . . ,θV ),其中θi = (µi,Ci),则分类算法很
容易实现;相反,如果知道这些参数 (α1, α2, . . . , αV ,

θ1,θ2, . . . ,θV ),则确定每个数据xk是最有可能属于
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哪一高斯类.然而,以上两种情况都是未知的,它们可
以被看作是隐含的变量,所以EM算法可以应用于不
完整的数据来估计这些参数.
当GMM的高斯类数为V 时,样本大小为n,则E

步的期望是

Q(θ|θ(t)) =

V∑
l=1

n∑
i=1

γ(Zil) logαl +

V∑
l=1

n∑
i=1

γ(Zil) logN (xi|θl).

(5)

其中:N (xi|θl)是第 l个高斯类的概率分布; γ(Zil)是

第 l个高斯类的后验概率,其计算方法是

γ(Zil) =
αlN (xi|θl)

V∑
j=1

αjN (xi|θj)

. (6)

为了计算Q(θ|θ(t)),可利用如下公式重新估计
M步中GMM的每个参数:

α
(t+1)
l =

1

n

n∑
i=1

γ(Zil), (7)

µ
(t+1)
l =

1

nα
(t+1)
l

n∑
i=1

xiγ(Zil), (8)

C
(t+1)
l =

1

nα
(t+1)
l

n∑
i=1

γ(Zil)(xi − µ
(t+1)
l )(xi − µ

(t+1)
l )T. (9)

这两个步骤形成了迭代关系,直到EM算法收敛.

2 基于GMM-EM的概率增强算法的提出
根据上述分析,本文利用GMM模型及EM算法,

针对非平衡数据提出一种基于GMM-EM的概率增
强算法,其具体内容如下.

step 1:基于 GMM-EM 获取少数类的概率分
布.首先,利用GMM获取高斯型少数类数据集;其次,
为了得到少数类的概率分布,使用极大似然估计方法
对高斯混合模型的参数进行估计.所处理的数据集
具有隐含变量,因此选用EM优化算法来估计混合分
布的参数.

step 1.1:初始化.由于对参数初始值的依赖, EM
算法通常收敛于局部极小值.为了提高EM算法的性
能,使用如下方法作为每个参数的初始值:

α0
1 = α0

2 = . . . = α0
V =

1

V
;

µ0
l =

1

nα0
l

n∑
i=1

xiγ(Zil), l = 1, 2, . . . , V ;

C0
l =

1

nα0
l

n∑
i=1

γ(Zil)(xi − µ0
l )(xi − µ0

l )
T,

l = 1, 2, . . . , V.

step 1.2: E步.该步主要是对后验概率的估计,后
验概率γ(Zil)的计算方法由式(6)给出.

step 1.3: M步.利用式 (7)∼ (9),得到均值向量和
协方差阵.

step 2:确定每个少数类样本的概率密度权重.通
过使用GMM-EM对参数θi = (µi,Ci)进行估计,从
而获得少数类的概率密度函数.因此,每个少数类样
本的概率密度权重可由下式计算得到:

ωxi
=

fi
n∑

i=1

fi

, i = 1, 2, . . . , n. (10)

其中:fi为少数类样本xi的概率密度,n为少数类样
本量.

step 3:确定少数类样本的过采样数量.根据高概
率密度的样本生成新样本的能力比低概率密度的样

本更强的性质,在 step 2已经得到少数类每个样本的
概率密度权重,使用下式计算每个少数类样本的过采
样数量:

Sxi
= [ωxi

∆], i = 1, 2, . . . , n, (11)

使得
n∑

i=1

Sxi
= ∆,其中 [ ]为取整函数,∆ = Nmax −

Nmin表示多数类与少数类样本数量之差.生成新样
本的每个少数类样本的过采样数量可根据式 (11)计
算得到,具体情形有以下3种:

1) 若Sxi
= 0,则令Sxi

= 1,使得原始少数类样
本按照概率密度权重降序生成新样本,直到新的少数
类样本总数量等于∆;

2) 若
n∑

i=1

Sxi
> ∆,则剔除由低概率密度样本所

生成的新样本直到新的少数类样本,总数量等于∆;

3) 若
n∑

i=1

Sxi
< ∆,则由高概率密度样本再次按

概率权重降序生成新样本直到新的少数类样本,总数
量等于∆.

step 4:产生新样本.为了保证新生成的样本在原
样本点附近而不至于与相邻原样本所生成的新样本

点产生交叉,定义xj为与少数类样本xi距离最近的

少数类样本点,其度量采用欧氏距离D(xj ,xi)(j ̸=
i),即

xj =
n

min
j ̸=i

D(xj ,xi), i, j = 1, 2, . . . , n. (12)

新生成的样本xk
i可由下式计算得到:

xk
i = xi ±

1

2
rD(xj ,xi),

r ∈ (0, 1), k = 1, 2, . . . ,Sxi
. (13)
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其中: r为(0, 1)之间的随机数;xk
i = [x

1(k)
i , x

2(k)
i , . . . ,

x
p(k)
i ]表示少数类第i个原始样本生成第k个新样本.

step 5:分类及评估.为了验证本文算法的有效
性,将决策树作为基分类器,对本文算法与其他方
法进行比较 (SMOTE, Borderline1SMOTE, ADASYN,
Borderline2SMOTE).此外,评价指标(AUC、Acc、Sen、
Spe、Pre和F1值)用于评价本文算法与其他算法之间
的分类性能.本文算法伪代码如下所示.
算法1 基于GMM-EM的概率增强算法.
输入: N个训练样本数据集D = {xi, yi}, i = 1,

2, . . . , N ,其中xi代表第 ith样本,且yi是xi的类别标

签;
输出:产生新的少数类样本.

1. 1)反复迭代直至收敛.
2. for each i, l do
3. set γ(Zil);
4. end for
5. 更新以下参数:α(t+1)

l ,µ(t+1)
l ,C(t+1)

l .
6. 2)产生新样本.
7. fi表示每一个p维少数类样本的概率密度值.
8. ∆ = Nmax −Nmin定义为新样本生成数.
9. n代表少数类样本数.
10. for i = 1 to n do
11. 计算ωxi

,
12. 计算Sxi

,
13. if Sxi

= 0 then Sxi
= 1.

14. else if
n∑

i=1

Sxi
> ∆ then

剔除由低概率密度样本产生的新样本直

至数量等于∆.

15. else if
n∑

i=1

Sxi
< ∆ then

再次由高概率密度样本产生新样本直至

数量等于∆.
16. end if
17. end for
18. while数据非平衡 do
19. for i = 1 to n do
20. 计算xj ;
21. 计算xk

i ;
22. end for
23. end while

3 算例分析

利用不同行业、不同程度的不平衡比例和不同

的特性,从UCI和KEEL机器学习库中,选择 8组数

据集进行实验.实验的主要目的是将所提出的新算
法与其他预处理方法进行比较.同时, 5种过采样方
法 (SMOTE, Borderline1SMOTE, Borderline2SMOTE,
ADASYN和新算法)将与决策树一起用于评估.为了
使训练更加准确,实验采用了6次交叉验证的方法.

3.1 数据集的选择

在实验中,选择 8组不同的数据集,如表 1所
示.对于每一个数据集,显示了数据集名称、样本数
量、样本的属性个数和不平衡率(IR).其中, IR定义为
多数类样本与少数类样本的数量之比,其计算公式为

IR =
多数类样本数量

少数类样本数量
. (14)

表 1 非平衡数据集的基本情况

数据集 样本量 属性数 IR

Wine(1-2) 130 13 1.20
Wine(2-3) 119 13 1.48
Glass(1-3) 87 9 4.12
Glass(1-5) 83 9 5.38
Pima_indians 768 8 1.87
Banknote 1 372 4 1.25
New_thyroid 185 5 4.29
Yeast1 1 484 8 2.46

3.2 参数估计结果

将样本的均值与方差作为EM算法的初值,对少
数类高斯混合模型的参数进行估计.根据参数的初
始值或者上一步迭代的模型参数来计算出后验概率,
即隐变量的期望值;再对后验概率构造似然函数并
最大化,从而获得新的参数值.当上一步迭代的参数
值与当前参数值之差小于给定值时,停止迭代,最终
结果作为每个参数的估计值.这样,每个数据集参数
估计便计算出来,结果如表2所示.

3.3 算法比较

在获得上述8组实验数据集少数类的概率分布
后,利用算法1的 step 2∼ step 4生成新样本得到平衡
后的少数类数据集.一般情况下,当数据集存在类别
不平衡时,错误率并不是一个合适的评价指标.因此,
表3的混淆矩阵用于计算AUC、Acc、Sen、Spe、Pre和
F1值,使用它们作为性能评估指标.

ROC曲线上的一组点是通过调整阈值得到的,
曲线越凸且靠近左上方,代表对应的分类器泛化能力
越强.在ROC曲线上,X轴代表假阳率

FPR =
FP

TN + FP , (15)

Y 轴代表真阳率

TPR =
TP

TP + FN . (16)

AUC是ROC曲线下到X轴以及直线x = 1所围

成的面积,即ROC曲线的积分,以定量的方式表示该
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表 2 非平衡数据集的基本情况

数据集 参数

Wine(1-2)
µ = [12.977, 3.497, 2.341, 16.834, 106.339, 2.695, 2.907, 0.273, 1.843, 5.037, 1.054, 3.056, 1115.712]

σ = [0.788, 0.739, 0.067, 1.247, 10.410, 0.185, 0.520, 0.004, 0.514, 2.078, 0.025, 0.086, 219.635]

Wine(2-3)
µ = [13.860, 3.233, 2.355, 20.713, 99.312, 1.664, 0.620, 0.411, 1.316, 6.600, 0.644, 1.673, 629.900]

σ = [0.446, 1.162, 0.141, 2.235, 10.410, 0.261, 0.012, 0.017, 0.270, 2.078, 0.113, 0.193, 113.892]

Glass(1-3)
µ = [1.519, 14.770, 3.574, 1.274, 72.405, 0.579, 8.794, 0.008, 0.057]

σ = [0.003, 0.251, 0.017, 0.129, 0.497, 0.223, 0.289, 0.035, 0.105]

Glass(1-5)
µ = [1.519, 11.030, 1.582, 1.936, 72.366, 4.541, 12.500, 0.188, 0.061]

σ = [0.003, 0.739, 2.090, 0.460, 1.232, 2.055, 1.197, 0.584, 0.149]

Pima_indians
µ = [5.797, 141.257, 70.825, 22.164, 100.336, 35.143, 0.678, 37.067]

σ = [3.734, 31.880, 21.452, 17.650, 138.430, 7.249, 0.124, 10.948]

Banknote
µ = [−1.521, 0.432, 2.028,−1.117]

σ = [1.841, 5.308, 5.779, 2.772]

New_thyroid
µ = [95.286, 16.957, 4.585, 1.211,−0.045]

σ = [18.493, 3.752, 5.029, 0.187, 0.048]

Yeast1
µ = [0.471, 0.481, 0.530, 0.188, 0.503, 0.000, 0.447, 0.337]

σ = [0.011, 0.011, 0.011, 0.022, 0.042, 0.000, 0.010, 0.111]

表 3 混淆矩阵

真实值
预测值

少数类 多数类

少数类 TP FN
多数类 FP TN

ROC曲线对应的分类器的泛化能力,其计算公式如
下:

AUC =
1 + TPR − FPR

2
. (17)

准确率 (Acc)是正确分类的样本数占总样本数
的比值,其计算公式如下:

Acc =
TP + TN

TP + TN + FP + TN . (18)

灵敏度(Sen)用来计算少数类能被正确分类的比
例.此外,灵敏度也称召回率或真阳率,其计算公式如
下:

Sen =
TP

TP + FN . (19)

特效性(Spe)被用来计算多数类能被正确分类的
比例,其计算公式如下:

Spe =
TN

TN + FP . (20)

查准率 (Pre)是被正确预测为少数类样本的数量
占所有被预测为少数类样本数量的比例,其计算公式
如下:

Pre =
TP

TP + FP . (21)

此外,F 值也是非平衡数据分类问题常用的性
能指标.它是Sen和Pre的结合,是数据非平衡问题有
效度量. F 值依赖β因子,该参数取值是从 0到正无

穷,且用来控制Sen和Pre.当β = 0时,F值退化为
Sen,相反,当β = ∞时,F值退化为Pre.

F =
(1 + β2) · Sen · Pre

Pre + β2 · Sen . (22)

在实验中,设定β = 1来计算F值,其公式如下:

F1 =
2 · Sen · Pre
Pre + Sen . (23)

用本文算法与其他5种算法在AUC、Acc、Sen、
Spe、Pre和F1值评价指标中进行比较.限于篇幅,省
略了各个评价指标的结果并用表4进行汇总.表4统
计了上述不同评估指标中每种方法的获胜次数,结果
显示了本文算法优于其他方法.

表 4 获胜次数比较结果

获胜次数

AUC Acc Sen Spe Pre F1 Total

ORIGINAL 0 0 0 0 1 1 2
SMOTE 1 0 0 0 0 0 1
SMOTE_BL1 0 2 1 4 3 1 11
SMOTE_BL2 0 0 1 0 1 0 2
ADASYN 0 1 1 1 2 0 5
本文算法 7 5 6 5 6 6 35

3.4 算法时间复杂度探讨

在GMM-EM中,迭代次数设为 1 000次,则时间
复杂度为O(1); E步和M步时间复杂度分别为O(n2)

和O(n),n代表训练样本数,时间复杂度为O(n2+n+

1). ORIGINAL算法计算每个少数类样本的概率密度
权重及过采样数量,此时间复杂度为O(x),x代表少
数类的样本数.新设计的避免新样本出现交叉和重
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叠现象的方法,其时间复杂度为O(sx), s代表生成新
样本数.因此,总的时间复杂度为O(n2 + n + 1 +

x + sx). SMOTE算法为O(sx), SMOTE-Borderline1
算法为O(x + kx + 1), SMOTE-Borderline2算法为
O(x + kx + 1), ADASYN算法为O(kx + sx + 1), k
代表近邻数.
由上可见,时间复杂度最大为本文算法,最小为

SMOTE-Borderline系列.本文算法虽然所耗时间相
对较长,但是根据表 4各算法比较结果来看,其有效
性是可以接受的.

4 结 论

本文基于非平衡数据的统计特性提出了一种基

于GMM-EM的概率增强算法.该算法根据少数类样
本的统计特征进行再平衡,并通过算例验证了所提
出算法的有效性.其优点是充分利用了数据的统计
特征生成新样本,避免了在生成数据时出现交叉重
叠的情况.本文算法虽然获得了较好的分类效果,但
还可以从以下3个方面展开研究: 1) FG分类非平衡
问题是本文的研究对象,今后可推广到多分类非平
衡问题; 2) 本文算法针对的是非平衡比例小于10的
数据集,今后可扩展到非平衡比例大于10的分类问
题; 3)本文并没有对EM算法初值问题展开详细的讨
论,这也是今后需要进一步研究的问题.
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