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一类状态/输入受限的不确定非仿射非线性系统
鲁棒自适应backstepping控制
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摘 要: 针对一类状态 /输入受限的不确定严格反馈非仿射非线性系统跟踪控制问题,提出一种鲁棒自适应
backstepping控制策略.在保证系统精度的前提下,对状态 /输入受限的非仿射系统进行Taylor级数在线展开,得到
其仿射形式; 为保证系统复合扰动在线准确逼近, 提出基于投影算子的递归扰动模糊神经网络干扰观测
器 (RPFNNDO);在考虑不确定系统存在状态受限和输入饱和等因素下,结合障碍 Lyapunov函数、 tanh函数及
Nussbaum函数,利用 backstepping方法设计控制器,并采用Lyapunov稳定理论分析闭环系统稳定性.应用于无人
机航迹控制的仿真结果验证了所提方法的有效性.
关键词: 非仿射非线性系统；输入饱和；状态受限；干扰观测器；障碍Lyapunov函数
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Robust adaptive backstepping control for a class of non-affine nonlinear
system with full states constraints and input saturation
ZHANG Qiang1†, WANG Cui1, XU De-zhi2

(1. School of Electrical Engineering，University of Jinan，Jinan 250022，China；2. Key Laboratory of Advanced
Control for Light Industry Processes of Ministry of Education，Jiangnan University，Wuxi 214122，China)

Abstract: A robust adaptive backstepping control scheme is proposed for a class of pure-strict non-affine nonlinear
system with state constraint and input saturation. Taylor series expansion technique is applied to the non-affine system
to convert it to affine-like expression with high accuracy. The recurrent perturbation fuzzy neural networks disturbance
observer (RPFNNDO) based on the projection algorithm is designed to approximate the unknown compound disturbance
online. Backstepping control is used with the barrier Lyapunov function, the tanh function and the Nussbaum function
to design controllers, which handles states constraints, input saturation in the system. The stability of the closed loop
system is analyzed by using the Lyapunov theory. Simulation results of the unmanned aerial vehicle track control show
the effectiveness of the proposed method.
Keywords: non-affine nonlinear systems；input constraint；states constraints；disturbance observer；barrier Lyapunov
function

0 引 言

非仿射系统广泛存在于现实生活中,且具有复
杂性和不确定性等特点.非仿射系统中,控制输入以
非线性隐含的方式影响系统动态特性,意味着无法以
设计仿射系统控制输入的方法设计非仿射系统的控

制器.目前,非仿射非线性系统的跟踪控制研究主要
分为两大类:模型未知和模型已知.就基于模型的非
仿射非线性系统控制器设计而言,传统的处理手段有

反馈线性化[1]、逆系统[2]、中值定理[3]、自抗扰[4]等

方法.文献 [2, 5]首先求解对象的逆系统方程,然后通
过补偿使得复合系统成为线性或接近线性的系统,该
方法要求系统有比较精确的数学模型.文献 [3, 6]采
用隐函数定理和中值定理将非仿射系统转化成仿射

系统,并利用backstepping方法给出控制器结构;文献
[7]利用中值定理将非仿射系统转换为含有未知非线
性以及控制增益未知的仿射系统,然后利用自适应神
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经网络和Nussbaum函数设计了控制器.相较于文献
[3, 6-7]中非仿射系统的处理方法,文献 [8]松弛了对
非仿射系统可微的要求,使非仿射系统的研究更具普
遍性.同时,文献 [3, 6-7]均假设控制量足够大且存在
难以实现高精度、大范围跟踪控制.因此,进一步研
究非仿射非线性系统的控制问题具有重要的理论和

实际意义.
由于物理故障、状态饱和、性能和安全规程等原

因,状态受限普遍存在于实际应用.现有可处理约束
的方法包括参考轨迹规划法[9]、基于不变集或容许集

的控制[10-11]、超驰控制[12]、模型预测控制[13]等,但文
献 [9-13]的核心思路为数值计算,且计算较复杂.文
献 [14-15]针对含状态约束的Brunovsky标准型系统,
以约束区间作为定义域,在反正切型及障碍函数基
础上构造控制Lyapunov函数,并利用backstepping方
法设计了系统控制器;文献 [16]对于非对称时变输
出受限的严格反馈系统,提出控制策略,实现了输
出渐近跟踪;文献 [17]利用RBF干扰观测器、障碍
Lyapunov函数和Nussbaum函数相结合的方法,实现
了一类状态和输入受限严格反馈系统的控制器设计;
文献[18]在障碍Lyapunov函数理论成果基础上,采用
快速 terminal滑模方法给出了攻角约束条件下的导
弹导引律设计过程.然而,文献 [14-18]均是针对仿射
非线性系统,目前开展状态/输入受限非仿射非线性
系统控制研究仍然较少.同时,非仿射非线性系统在
实际中广泛存在,结合实际情况对系统本身性能及安
全等的要求,研究受限非仿射非线性系统的控制问题
具有重要的意义.
此外,因系统建模误差、参数不确定和外部扰

动的存在,使得基于神经网络或模糊系统的干扰观
测器被广泛研究,如文献 [19-22].然而,为保证未知
扰动估计的准确性,文献 [19-22]需选择大量的基函
数中心和宽度等参数,这势必会引起在线计算的复
杂度.为此,文献 [23-25]分别利用小脑模型、 Petri
网、差分进化算法等研究模糊神经网络 (fuzzy neural
networks, FNN).然而,文献 [23-25]存在设计过于复
杂且均忽略了因隶属度函数选择不合理引起估计不

准的问题.因此,在文献 [23-25]基础上,给出一种准
确的干扰估计方法在工程应用方面是很有必要的.
基于上述分析,针对一类状态受限的不确定非仿

射非线性系统,提出一种基于递归扰动模糊神经网络
干扰观测器的backstepping控制策略.本文主要的创
新点如下:

1) 为便于干扰观测器和控制器的设计,利用

Taylor级数展开,给出一种适用于全局的非仿射非线
性系统近似方法.相较于中值定理、隐函数定理等方
法,本文所给近似方法不存在展开点未知的问题.

2) 受文献 [26]的联想层数学习算法启发,将
FNN、回归网络 (recurrent neural networks, RNN)和
扰动函数各自的优势相结合,并结合投影算子,提出
一种基于递归扰动模糊神经网络的干扰观测器设

计方法 (recurrent perturbation fuzzy neural networks
disturbance observer, RPFNNDO).松弛了FNN对隶属
函数选择的条件,实现了系统复合扰动进行在线逼
近,并设计鲁棒项抑制神经网络逼近误差的影响.

3)基于以上近似方法和RPFNNDO,借助障碍型
函数及Nussbaum函数,利用 backstepping方法,给出
状态/输入受限的不确定严格反馈非仿射非线性系统
控制器的设计过程.

1 问题描述及等价变换

考虑一类状态/输入受限的不确定非仿射非线性
系统如下:

ẋi(t) = xi+1(t), 1 ⩽ i ⩽ n− 1; (1)

ẋn(t) =

f(x(t), u(v(t))) + ∆f(x(t), u(v(t))) + d(t); (2)

y(t) = x1(t). (3)

其中:x(t) = [x1(t), x2(t), . . . , xn(t)]
T ∈ Rn和y(t)

∈ R分别为可测的系统状态和系统输出,所有状态
有界,即满足 |xi(t)| < kci, kci(i = 1, 2, . . . , n)为

正常数; f(x(t), u(v(t))) ∈ R为已知的光滑函数,
∆f(x(t), u(v(t))) ∈ R为系统未知且有界的建模误

差; d(t) ∈ R为系统未知的外部干扰;u(v(t)) ∈ R为

受执行器饱和特性影响的输出, v(t) ∈ R为执行器输

入,饱和受限函数u(v(t))可描述为

u(v(t)) = sat(v(t)) =

sign(v(t))min{Umax, |v(t)|}, (4)

sat(·)为标准的饱和函数,Umax为已知的系统输入饱

和度.
为了书写方便,在不引起歧义的情况下,省略相

关变量的自变量,如f(x(t), u(v(t)))简写为f .
同时,为保证控制器设计过程阐述清晰,给出假

设条件、定义和引理如下.
假设1 [16] 对于一组给定的状态受限参数kci >

0, i = 1, 2, . . . , n,存在一组正常数 Yi(i = 0, 1,

. . . , n − 1),使得跟踪期望轨迹 yd(t)及其 y
(n)
d (t)有

界,且当∀t ⩾ 0时, |yd(t)| ⩽ Y0 < kc1, |y(i−1)
d (t)| <

Yi−1kci, i = 2, 3, . . . , n.



第4期 张 强等: 一类状态/输入受限的不确定非仿射非线性系统鲁棒自适应backstepping控制 771

假设2 f(x, u(v))对x和u(v)的偏导数存在,且
存在一组常数0 ⩽ ai min < ai max和0 < bmin < bmax,
使得在 |xi| < kci(i = 1, 2, . . . , n)的条件下,均有

ai = |∂f/∂xi| ∈ [ai min, ai max], (5)

b = |∂f/∂u| ∈ [bmin, bmax]. (6)

定义1 [27] 若连续函数N(s) : R → R满足
lim
s→∞

sup 1

s

w s

0
N(t)dt = +∞,

lim
s→∞

inf 1
s

w s

0
N(t)dt = −∞,

(7)

则称N(s)为Nussbaum函数.
引理1 [27] 设V (·)和 τ(·)是在 [t0, tf )上的光滑

函数 (其中∀t ∈ [t, tf ), V (t) ⩾ 0), N(τ)为Nussbaum
增益函数,若

V ⩽ V (0)exp(−ct) + M

c
(1− exp(−ct))+

exp(−ct)
τc

w t

0
(ιN(τ)τ̇ − τ̇exp(cα))dα (8)

成立,则V (·)和 τ(·)在 [t0, tf )上有界.其中: c、τc和

M > 0为常数, ι为有界的时变参量.
引理2 [28] 对于∀ρ > 0和η ∈ R,均有

0 < |η| − ηtanh(η/ρ) ⩽ κ̄ρ, (9)

其中 κ̄为满足ζexp(ζ + 1) = 1的常数,即ζ = 0.278 5.
引理3 [29] 对于∀kb > 0和x ∈ R,且满足 |x| <

kb,有

ln k2b
k2b − x2

<
x2

k2b − x2
. (10)

为显性表达u(v)对系统的影响,在文献 [30]的基
础上,将式(2)中的f(x, u(v))在u(v) = uζ(vζ)处进行

Taylor展开,则有

ẋn =

f1(x, uζ(vζ)) + g(x, uζ(vζ))u(v)+

∆1(·) + ∆f(x, u(v)) + d(t). (11)

其中

f1(x, uζ(vζ)) =

f(x, uζ(vζ))− g(x, uζ(vζ))uζ(vζ);

g(x, uζ(vζ)) =
∂f

∂u

∣∣∣
u=uζ(vζ)

;

∆1(·)为Taylor展开的高阶项;uζ(vζ)为鲁棒滑模滤
波器的状态,即

u̇ζ(vζ) = −uζ(vζ)− u(v)

ρ1
− ξ1(uζ(vζ)− u(v))

|uζ(vζ)− u(v)|+ ζ1
,

(12)

ρ1为滤波器时间常数, ξ1 > 0和ζ1 > 0分别为设计的

切换增益和调节滑模的切换率, uζ(vζ)为u(v)的滤波

值.
考虑到双曲正切函数对饱和函数 (4)的近似作

用,式(4)可等价为

u(v) = sat(v) = h(v) +∆2(v),

h(v) = uM × tanh(v/uM ) =

uM
exp(v/uM )− exp(−v/uM )

exp(v/uM ) + exp(−v/uM )
, (13)

其中∆2(v) = sat(v) − h(v)为有界函数,即满足
|∆2(v)| ⩽ uM (1− tanh(1)).
在式(11)和(13)的基础上,式(1)∼ (3)可转换为

ẋi = xi+1, 1 ⩽ i ⩽ n− 1; (14)

ẋn =

f1(x, uζ(vζ)) + g(x, uζ(vζ))h(v) +D(x, u, t); (15)

y = x1. (16)

其中

D(x, u, t) = ∆1(·) +∆2(v) + ∆f(x, u(v)) + d(t)

为由建模误差、外部干扰和近似变换误差组成的系

统复合干扰.
控制器设计思路为在考虑复合干扰和输入输出

受限的情况下,构造RPFNNDO估计复合干扰,并结
合障碍Lyapunov和Nussbaum函数设计backstepping
控制器,使得系统(1)∼ (3)的y(t)跟踪yd(t),控制结构
如图1所示.
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图 1 基于RPFNNDO的状态/输入受限非仿射非线性系统backstepping控制结构
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2 RPFNN结构及干扰观测器设计
2.1 RPFNN结构

借鉴文献 [26]联想层数调整策略,将可变 sine-
cosine干扰函数引入到模糊神经网络的隶属函数层,
同时结合具有记忆优势的RNN设计递归层,构造n

维输入单输出且有m条模糊规则的RPFNN结构,如
图2所示.
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图 2 递归扰动模糊神经网络结构

基于图2, RPFNN的第i条模糊规则可以表述为

Ri : if x1 is Ai
1, and x2 is Ai

2, . . . , and xn is Ai
n,

and Θpre
1 is r1i, and Θpre

2 is r2i, . . . , and
Θpre

m is rmi,

then y is yi, i = 1, 2, . . . ,m.

其中:xj(j = 1, 2, . . . , n)和y分别为RPFNN的输入
变量和输出变量,Θpre

j (j = 1, 2, . . . ,m)为第j个记忆

单元上一时刻的激活强度, rji(j = 1, 2, . . . ,m)和yi

为模糊单点.
RPFNN的5层具体描述如下.
第1层为输入层,定义见文献[22]中FNN第1层.
第2层为隶属函数层,其意义与文献 [22]FNN第

2层相同.但为了避免因依据经验选取隶属函数带来
的适应性不足问题,基于文献 [26]联想层数自组织
思路,本节将在Gauss函数中引入 sine-cosine干扰函
数.由此, RPFNN的隶属度函数描述为

µij =



exp
((xi − cij)

2

b2ij

)
+ hij sin(ωij(xi−

cij)) cos(ωij(xi − cij)), xi ⩾ cij ;

exp
((xi − cij)

2

b2ij

)
− hij sin(ωij(xi−

cij)) cos(ωij(xi − cij)), xi < cij ;

(17)

φij =


0, µij ⩽ 0;

1, µij ⩾ 1;

µij , 0 < µij < 1;

j = 1, 2, . . . ,m. (18)

其中cij、bij、hij和ωij分别为第j条规则下,第 i个输

入变量对应隶属度函数的中心、宽度、幅值和频率.
第3层为规则层,其目的是基于匹配模糊规则前

件构成模糊规则.定义第k条规则激活度如下:

ϕk =

n∏
i=1

φik, k = 1, 2, . . . ,m. (19)

第 4层为递归层,其定义见文献 [31]中提出的
RNN.定义第k个记忆元素的激活函数如下:

Θk =
m∑
i=1

rikΘ
pre
i , k = 1, 2, . . . ,m, (20)

其中rik为第i个和第k个记忆元素之间的权值.
第5层为输出层,其可描述为

y =

m∑
i=1

wiΘi = WTΘ(c, b,h,ω, r). (21)

其中

WT = [w1, w2, . . . , wm]T,

Θ = [Θ1, Θ2, . . . , Θm]T,

c = [c11, c21, . . . , cn1, . . . , c1m, c2m, . . . , cnm]T,

b = [b11, b21, . . . , bn1, . . . , b1m, b2m, . . . , bnm]T,

h = [h11, h21, . . . , hn1, . . . , h1m, h2m, . . . , hnm]T,

ω = [ω11, ω21, . . . , ωn1, . . . , ω1m, ω2m, . . . , ωnm]T,

r = [r11, r12, . . . , r1m, . . . , rm1, rm2, . . . , rmm]T.

注1 所提出的递归扰动模糊神经网络具有两

个优势: 1)当式 (17)中hij = ωij = 0(i = 1, 2, . . . ,

n, j = 1, 2, . . . ,m)时,其作用与文献 [22]所述的隶
属函数一致.值得注意的是,在文献 [22]提出的FNN
中,只能靠大量选取隶属函数以保证未知函数估计
的准确性,这必然会带来参数选择具有重叠性以及
计算复杂度增加等问题.为此,本文在Gauss函数中
引入sine-cosine扰动函数,以增强隶属度函数适应性.
2)利用具有便于实现和记忆功能的RNN构造递归
层,使得RPFNN拥有RNN优势.综上, RPFNN兼顾了
FNN和RNN优点.

2.2 RPFNNDO设计

为利用RPFNN估计式 (15)中的复合干扰,需如
下合理的假设.
假设3 令x ∈ Mx,其中Mx是系统状态的一个

紧集,存在最优输出层权值向量W ∗、隶属度层中心

向量c∗、宽度向量b∗、幅值向量h∗、频率向量ω∗和
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递归层权值向量r∗,使得 |ϵ| ⩽ ϵ∗, ϵ为RPFNN辨识误
差, ϵ∗为大于零的常数,并且存在正实数W、c、b、h、ω

及r,满足∥W ∗∥ ⩽W、∥c∗∥ ⩽ c、∥b∗∥ ⩽ b、∥h∗∥ ⩽ h、

∥ω∗∥ ⩽ ω和∥r∗∥ ⩽ r.
记Ŵ、Θ̂、ĉ、̂b、ĥ、ω̂和 r̂分别为RPFNN理想

W ∗、Θ∗、c∗、b∗、h∗、ω∗、r∗的估计值,相应的估计误
差为

W̃ = W ∗ − Ŵ , Θ̃ = Θ∗ − Θ̂, c̃ = c∗ − ĉ,

b̃ = b∗ − b̂, h̃ = h∗ − ĥ, ω̃ = ω∗ − ω̂, r̃ = r∗ − r̂.

在假设2和假设3下,因W ∗、Θ∗、c∗、b∗、h∗、

ω∗和r∗无法直接获得,式 (15)中的复合干扰D可用

RPFNN式(17)∼ (21)表示为

D = W ∗TΘ∗(x, c∗, b∗,h∗,ω∗, r∗) = D̂ + ϵ =

ŴTΘ̂(x, ĉ, b̂, ĥ, ω̂, r̂) + ϵ. (22)

将Θ在c = ĉ, b = b̂,h = ĥ,ω = ω̂, r = r̂处进行

Taylor级数展开,有

Θ∗ = Θ̂ +Θc(c
∗ − ĉ) +Θb(b

∗ − b̂)+

Θh(h
∗ − ĥ) +Θω(ω

∗ − ω̂)+

Θr(r
∗ − r̂) +O(c̃, b̃, h̃, ω̃, r̃). (23)

其中

Θc =
∂Θ

∂cT

∣∣∣
c=ĉ

,

Θb =
∂Θ

∂bT

∣∣∣
b=b̂

,

Θh =
∂Θ

∂hT

∣∣∣
h=ĥ

,

Θω =
∂Θ

∂ωT

∣∣∣
ω=ω̂

,

Θr =
∂Θ

∂rT

∣∣∣
r=r̂

,

O(c̃, b̃, h̃, ω̃, r̃)为展开高阶项.
定理 1 针对不确定仿射非线性系统 (14)∼

(16),在假设2和假设3下,考虑动态系统
ż =− kdz + Γ (x, Ŵ , ĉ, b̂, ĥ, ω̂, r̂). (24)

其中: z为RPFNNDO辅助状态, kd > 0为设计常

数,Γ (x, Ŵ , ĉ, b̂, ĥ, ω̂, r̂) = kdxn+f1+gu(v)+ud.定
义RPFNNDO误差为ed = xn − z.
干扰观测器的干扰估计ud为

ud = D̂ + rd; (25)

鲁棒项及其参数自适应律为

rd = ϵ̂Dtanh(ed/δϵ), (26)
˙̂ϵD = λd(edtanh(ed/δϵ)− kϵϵ̂D). (27)

若选取RPFNN参数投影自适应律为



˙̂
W = Proj[ΛW ηW ed] =

ΛW

(
ηW ed − IW

ŴTΛW ηW

∥Ŵ ∥2
Ŵ

)
;

ηW = Θ̂ −Θcĉ−Θbb̂−Θhĥ−

Θωω̂ −Θrr̂;

IW =


0, if ∥Ŵ ∥ ⩽W or

∥Ŵ ∥ > W and edŴTΛW ηW ⩽ 0;

1, if ∥Ŵ ∥ > W and edŴTΛW ηW > 0;

(28)

˙̂c = Proj[ΛcΘ
T
c Ŵ ed] =

Λc

(
ΘT

c Ŵ ed − Ic
edŴ

TΘcΛcĉ

∥ĉ∥2
ĉ
)
;

Ic =


0, if ∥ĉ∥ ⩽ c or ∥ĉ∥ > c and

edŴ
TΘcΛcĉ ⩽ 0;

1, if ∥ĉ∥ > c and edŴTΘcΛcĉ > 0;

(29)

˙̂
b = Proj[ΛbΘ

T
b Ŵ ed] =

Λb

(
ΘT

b Ŵ ed − Ib
edŴ

TΘbΛbb̂

∥b̂∥2
b̂
)
;

Ib =


0, if ∥b̂∥ ⩽ b or ∥b̂∥ > b and

edŴ
TΘbΛbb̂ ⩽ 0;

1, if ∥b̂∥ > b and edŴ
TΘbΛbb̂ > 0;

(30)

˙̂
h = Proj[ΛhΘ

T
h Ŵ ed] =

Λh

(
ΘT

h Ŵ ed − Ih
edŴ

TΘhΛhĥ

∥ĥ∥2
ĥ
)
;

Ih =


0, if ∥ĥ∥ ⩽ h or ∥ĥ∥ > h and

edŴ
TΘhΛhĥ ⩽ 0;

1, if ∥ĥ∥ > h and edŴTΘhΛhĥ > 0;

(31)

˙̂ω = Proj[ΛωΘ
T
ωŴ ed] =

Λω

(
ΘT

ωŴ ed − Iω
edŴ

TΘωΛωω̂

∥ω̂∥2
ω̂
)
;

Iω =


0, if ∥ω̂∥ ⩽ ω or ∥ω̂∥ > ω and

edŴ
TΘωΛωω̂ ⩽ 0;

1, if ∥ω̂∥ > ω and edŴTΘωΛωω̂ > 0;

(32)
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˙̂r = Proj[ΛrΘ
T
r Ŵ ed] =

Λr

(
ΘT

r Ŵ ed − Ir
edŴ

TΘrΛrr̂

∥r̂∥2
r̂
)
;

Ir =


0, if ∥r̂∥ ⩽ r or ∥r̂∥ > r and

edŴ
TΘrΛrr̂ ⩽ 0;

1, if ∥r̂∥ > r and edŴTΘrΛrr̂ > 0.

(33)

则干扰估计误差ed、W̃、Θ̃、̃c、̃b、̃h、̃ω、̃r和 ϵ̃D是一

致最终有界的.其中:ΛW、Λc、Λb、Λh、Λω、Λr为设

计的正定矩阵; D̂为RPFNN的实时输出,即式 (21); rd
为干扰观测器的鲁棒项;λd、kϵ、δϵ > 0为设计常

数; ϵ̂D > 0为ϵD的估计值, ϵD为ϵD的未知上确界, ϵD
的定义见式(35),且记 ϵ̃D = ϵD − ϵ̂D.
证明 基于式 (15)、(24)和 (25),并代入式 (22)和

(23),则ed动态过程为

ėd = ẋn − ż =

− kded +D − D̂ − rd =

− kded +W ∗TΘ∗(x, c∗, b∗,h∗,ω∗, r∗)−

ϵ− ŴTΘ̂(x, ĉ, b̂, ĥ, ω̂, r̂)− rd =

− kded + (ŴT + W̃T)(Θ̂ +Θcc̃+

Θbb̃+Θhh̃+Θωω̃ +Θrr̃)+

W ∗TO(·)− ŴTΘ̂ − ϵ− rd =

− kded + ŴT(Θcc̃+Θbb̃+Θhh̃+Θωω̃+

Θrr̃) + W̃T(Θ̂ −Θcĉ−Θbb̂−

Θhĥ−Θωω̂ −Θrr̂) + ϵD − rd. (34)

其中

ϵD = W̃T(Θcc
∗ +Θbb

∗ +Θhh
∗+

Θωω
∗ +Θrr

∗) +W ∗TO(·)− ϵ. (35)

因参数自适应律采用了投影算子运算,故 Ŵ、

Θ̂、̂c、̂b、̂h、̂ω、̂r均为有界的.由此,在假设3下, W̃、
Θ̃、̃c、̃b、̃h、̃ω、̃r也为有界.
选取Lyapunov函数为

Vd =
1

2
e2d +

1

2
W̃TΛ−1

W W̃ +
1

2
c̃TΛ−1

c c̃+

1

2
b̃TΛ−1

c b̃+
1

2
h̃TΛ−1

h h̃+
1

2
ω̃TΛ−1

ω ω̃+

1

2
r̃TΛ−1

r r̃ +
1

2λd
ϵ̃2D. (36)

基于 ˙̃W = − ˙̂
W、˙̃c = − ˙̂c、˙̃

b = − ˙̂
b、˙̃

h = − ˙̂
h、

˙̃ω = − ˙̂ω、̇̃r = − ˙̂r和 ˙̃ϵD = − ˙̂ϵD,沿着式(27)∼ (34),对
式(36)求导,可得

V̇d = − kde
2
d + edŴ

TΘcc̃+ edŴ
TΘbb̃+

edŴ
TΘhh̃+ edŴ

TΘωω̃ + edŴ
TΘrr̃+

edW̃
T(Θ̂ −Θcĉ−Θbb̂−Θhĥ−Θωω̂−

Θrr̂) + edϵD − edrd − W̃TΛ−1
W

˙̂
W−

c̃TΛ−1
c

˙̂c− b̃TΛ−1
b

˙̂
b− h̃TΛ−1

h
˙̂
h−

ω̃TΛ−1
ω

˙̂ω − r̃TΛ−1
r

˙̂r − 1

λd
ϵ̃D ˙̂ϵD. (37)

代入式(28)∼ (33),式(37)可改写为
V̇d =

− kde
2
d + edϵD − ϵ̂Dedtanh(ed/δϵ)−

ϵ̃D(edtanh(ed/δϵ)− kϵϵ̂D)+

IW
ŴTΛW ηW

∥Ŵ ∥2
W̃TŴ + Ic

edŴ
TΘcΛcĉ

∥ĉ∥2
c̃Tĉ+

Ib
edŴ

TΘbΛbb̂

∥b̂∥2
b̃Tb̂+ Ih

edŴ
TΘhΛhĥ

∥ĥ∥2
h̃Tĥ+

Iω
edŴ

TΘωΛωω̂

∥ω̂∥2
ω̃Tω̂ + Ir

edŴ
TΘrΛrr̂

∥r̂∥2
r̃Tr̂. (38)

若IW = 0,则

IW
ŴTΛW ηW

∥Ŵ ∥2
W̃TŴ = 0. (39)

若IW = 1,考虑不等式

W̃TŴ = W ∗TŴ − ŴTŴ ⩽
1

2
(∥W ∗∥2 + ∥Ŵ ∥2)− ∥Ŵ ∥2 ⩽

1

2
(W

2 − ∥Ŵ ∥2) < 0, (40)

则基于式(28)、(39)和(40)可得
IWŴTΛW (Θ̂ −Θcĉ−Θbb̂−Θhĥ−
Θωω̂ −Θrr̂)/∥Ŵ ∥2W̃TŴ ⩽ 0. (41)

同理可得

Ic
edŴ

TΘcΛcĉ

∥ĉ∥2
c̃Tĉ ⩽ 0,

Ib
edŴ

TΘbΛbb̂

∥b̂∥2
b̃Tb̂ ⩽ 0,

Ih
edŴ

TΘhΛhĥ

∥ĥ∥2
h̃Tĥ ⩽ 0,

Iω
edŴ

TΘωΛωω̂

∥ω̂∥2
ω̃Tω̂ ⩽ 0,

Ir
edŴ

TΘrΛrr̂

∥r̂∥2
r̃Tr̂ ⩽ 0.

由此,基于引理2,在式(41)下,式(38)可简化为
V̇d =

− kde
2
d + edϵD − ϵ̂Dedtanh(ed/δϵ)−

ϵ̃D(edtanh(ed/δϵ)− kϵϵ̂D) ⩽
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− kde
2
d + ϵD(|ed| − edtanh(ed/δϵ)) + kϵϵ̃D ϵ̂D ⩽

kde
2
d − 0.5kϵϵ̃

2
D + ζδϵϵD + 0.5kϵϵ

2
D, (42)

其中ζ满足ζexp(ζ + 1) = 1,即ζ = 0.278 5.
基于式 (42),当 |ed| >

√
(ζδϵϵD + 0.5kϵϵ

2
D)/kd或

|ϵ̃D| >
√
2(ζδϵϵD + 0.5kϵϵ

2
D)/kϵ时,V̇d < 0.因此,由

文献 [32]中的定理4.18可得ed和 ϵ̃D是一致最终有界

的. 2
注2 由式 (42)可得,设计参数kd和λd可以调节

RPFNNDO的性能.此外, RPFNNDO的输出值式 (25)
为RPFNN输出和鲁棒项之和.与单纯的RPFNN估计
相比,通过引入鲁棒项可以减少RPFNN固有的未知
逼近误差对估计产生的不利影响.

3 控制器设计及闭环系统稳定性分析

3.1 基于backstepping的控制器设计

在上述给出的全局时变近似方法和RPFNNDO
基础上,借鉴障碍 Lyapunov函数,利用 backstepping
方法和Nussbaum函数给出复合控制器结构,并采用
tanh函数构造鲁棒项抑制干扰估计误差对系统的影
响.
第1步: 当系统 (1)中的 i = 1时,定义第1个跟踪

误差e1 = y − yd,则 ė1可表示为

ė1 = x2 − ẏd, (43)

在假设1下,设计虚拟控制量x∗2为

x∗2 = −k1e1 + ẏd, (44)

其中k1 > 1为设计常数.
为避免 backstepping设计中出现的“微分膨胀”

问题,采用的一阶低通滤波器获取x∗2的估计值,即

µ2
˙̂x∗2 + x̂∗2 = x∗2, µ2(0) = x∗2(0). (45)

其中: x̂∗2为x∗2经过滤波器后的输出值,µ2 > 0为设计

的时间常数.由文献 [33]可知,存在某一区间的连续
函数使得 ẋ∗2 ⩽ N1(·).由此,定义滤波前后虚拟控制
律的误差为ϵf1 = x̂∗2 − x∗2.对ϵf1求导,有

ϵ̇f1 = ˙̂x∗2 − ẋ∗2 = − 1

µ2
ϵf1 − ẋ∗2 ⩽

− 1

µ2
ϵf1 +N1(·) ⩽ − 1

µ2
ϵf1 +N1, (46)

其中N1为N1(·)的最大值.
选取Lyapunov函数为

V1 =
1

2
ln k2b1
k2b1 − e21

+
1

2
ϵ2f1,

kb1 = kc1 − Y0.

沿式 (43)和 (46)对V1求导,代入式 (44),并利用Young
不等式,可得

V̇1 =
e1ė1

k2b1 − e21
+ ϵf1ϵ̇f1 ⩽

e1(e2 + x∗2 + ϵf1 − ẏd)

k2b1 − e21
− 1

µ2
ϵ2f1 + ϵf1N1 ⩽

− k1e
2
1

k2b1 − e21
+

e1e2
k2b1 − e21

+
ϵ2f1

4(k2b1 − e21)
+

e21
k2b1 − e21

− 1

2µ2
ϵ2f1 +

µ2

2
N

2

1 ⩽

− (k1 − 1)e21
k2b1 − e21

− 2(k2b1 − e21)− µ2

4µ2(k2b1 − e21)
ϵ2f1+

e1e2
k2b1 − e21

+
µ2

2
· N

2

1

2
, (47)

其中e2 = x2 − x̂∗2.
第 i步 (2 ⩽ i ⩽ n − 1):定义第 i步跟踪误差

ei = xi − x̂∗i ,根据式(1), ėi可表示为

ėi = xi+1 − ˙̂x
∗
i . (48)

选取虚拟控制量x∗i+1为

x∗i+1 = −kiei −
(k2bi − e2i )ei−1

k2b(i−1) − e2i−1

+ ˙̂x
∗
i . (49)

其中: ki > 1为设计常数; ˙̂x
∗
i为由x∗i作为一阶滤波器

输入得到的估计值.
类似第1步,利用一阶低通滤波器对x∗i+1进行处

理以减少设计的复杂度和计算量,即

µi+1
˙̂x∗i+1 + x̂∗i+1 = x∗i+1, µi+1(0) = x∗i+1(0). (50)

其中: x̂∗i+1为x∗i+1经过滤波器后的输出值,µi+1 > 0

为设计的时间常数.定义滤波前后虚拟控制律的误
差为ϵfi = x̂∗i+1 − x∗i+1,对ϵfi求导,有

ϵ̇fi = ˙̂x∗i+1 − ẋ∗i+1 = − 1

µi+1
ϵfi − ẋ∗i+1 ⩽

− 1

µi+1
ϵfi +Ni(·) ⩽ − 1

µi+1
ϵfi +N i, (51)

其中N i为Ni(·)的最大值.
选取扩充Lyapunov函数为

Vi = Vi−1 +
1

2
ln k2bi
k2bi − e2i

+
1

2
ϵ2fi,

kbi > 0为设计参数.沿式 (48)和 (51)对Vi求导,并代
入式(47)和(49),可得

V̇i ⩽ V̇i−1 +
ei(ei+1 + x∗i+1 + ϵfi − ˙̂x

∗
i )

k2bi − e2i
−

1

µi+1
ϵ2fi + ϵfiN̄i ⩽

i∑
j=1

−
[(kj − 1)e2j
k2bj − e2j

+
2(k2bj − e2j)− µj+1

4µj+1(k2bj − e2j)
ϵ2fj+

µj+1

2
N

2

j

]
+

eiei+1

k2bi − e2i
, (52)
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其中ei+1 = xi+1 − x̂∗i+1.
第n步:依据式 (2)可近似为式 (15),定义式 (15)

的跟踪误差en = xn − x̂∗n,则有

ėn = f1 + gh(ν) +D − ˙̂x
∗
n. (53)

设计虚拟控制量x∗n+1为

x∗n+1 =
1

g

(
− knen − (k2bn − e2n)en−1

k2b(n−1) − e2n−1

−

f1 − ud + ˙̂x
∗
n + rn

)
. (54)

其中: kn > 1为设计常数;ud为经式 (25)得到的D

的估计值,且记估计误差 ũd = D − ud; ˙̂x
∗
n−1为式

(54)中 ẋ∗n的估计值; rn = ψen tanh (ψen/δr)为鲁棒

项,ψ > 0为设计常数,且满足 |ũd| ⩽ ψ, δr > 0为设计

常数.设计第n步滤波器如下:
µn+1

˙̂x∗n+1 + x̂∗n+1 = x∗n+1, µn+1(0) = x∗n+1(0).

(55)

其中: x̂∗n+1为x∗n+1经过滤波器后的输出值,µn+1 > 0

为设计的时间常数.定义滤波前后虚拟控制律的误
差为ϵfn = x̂∗n+1 − x∗n+1,对ϵfn求导,有

ϵ̇fn = ˙̂x∗n+1 − ẋ∗n+1 = − 1

µn+1
ϵfn − ẋ∗n+1 ⩽

− 1

µn+1
ϵfn +Nn(·) ⩽ − 1

µn+1
ϵfn +Nn.

(56)

构造扩充的Lyapunov函数为

Vn = Vn−1 +
1

2
ln k2bn
k2bn − e2n

+
1

2
ϵ2fn, kbn > 0

为设计参数.对Vn求导,并代入式 (52)∼ (54)及引理
2可得

V̇n ⩽

−
n−1∑
i=1

[(ki − 1)e2j
k2bi − e2i

+
2(k2bi − e2i )− µi+1

4µi+1(k2bi − e2i )
ϵ2fi+

µi+1

2
N

2

i

]
+

enen−1

k2b(n−1) − e2n−1

+
en

k2bn − e2n
×(

ũd − knen − rn + en+1 + ϵfn−

(k2bn − e2n)en−1

k2b(n−1) − e2n−1

)
−

ϵ2fn
µn+1

+ ϵfnNn ⩽

n∑
i=1

−
[(ki − 1)e2j
k2bi − e2i

+
2(k2bi − e2i )− µi+1

4µi+1(k2bi − e2i )
+

µi+1

2
N

2

i

]
+

|enψ| − enψ tanh
(ψen
δr

)
k2bn − e2n

+
engen+1

k2bn − e2n
⩽

n∑
i=1

−
[(ki − 1)e2j
k2bi − e2i

− 2(k2bi − e2i )− µi+1

4µi+1(k2bi − e2i )
ϵ2fi+

µi+1

2
N

2

i

]
+

κ̄δr
k2bn − e2n

+
engen+1

k2bn − e2n
, (57)

其中en+1 = h(v)− x̂∗n+1.
第n + 1步:为有效处理式 (15)中出现的输入饱

和问题,设计控制律如下:

v̇ = −k0v + ω, (58)

ω = N(χ)ω̄, (59)

ω = −kn+1en+1 −
gen

k2bn − e2n
+ ςk0ν + ˙̂x∗n+1, (60)

χ̇ = γχωen+1. (61)

其中

ς =
∂h(ν)

∂ν
=

4

(exp(ν/uM ) + exp(−ν/uM ))2
,

k0、γχ、kn+1 > 0为设计常数,N(χ) = χ2 cos(χ).
沿着式(59)和(60)对en+1求导,有

ėn+1 =

∂h(ν)

∂ν
ν̇ − ˙̂x

∗
n+1 =

ς(−k0ν + ω)− ˙̂x
∗
n =

− ςk0ν + (ςN(χ)− 1)ω − ˙̂x∗n+1 + ω =

− kn+1en+1 + (ςN(χ)− 1)ω − gen
k2bn − e2n

. (62)

选择第n + 1步的Lyapunov函数为V = Vn +
1

2
e2n+1,

对其求导,并代入式(61)、(62)和引理3,有

V̇ = V̇n + en+1ėn+1 =

n∑
i=1

−
(ki − 1)e2j
k2bi − e2i

− 2(k2bi − e2i )− µi+1

4µi+1(k2bi − e2i )
ϵ2fi−

kn+1e
2
n+1 +

κ̄δr
k2bn − e2n

+
n∑

i=1

µi+1

2
N i+

(ςN(χ)− 1)ωen+1 ⩽

−KV + C + (ςN(χ)− 1)ωen+1. (63)

其中

K = 2min
{ ki − 1

k2bi − e2i
, kn+1,

2(k2bi − e2i )− µi+1

4µi+1(k2bi − e2i )

}
,

i = 1, 2, . . . , n;

C =
κ̄δr

k2bn − e2n
+

n∑
i=1

µi+1

2
N i.

对式(63)两端求积分,可得

V ⩽

V (0) exp(−Kt) + C

K
(1− exp(−Kt)) + β, (64)

其中

β =
e−Kt

γχ

w t

0
(ςN(χ)χ̇− χ̇)eKτdτ.
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3.2 闭环系统的稳定性分析

定理2 在假设1∼假设3下,考虑不确定非仿
射非线性系统 (1)和 (3),若采用非仿射非线性近似方
法 (11)和 (12),干扰估计算法 (25)和 (26),控制器 (44)、
(49)、(54)、(58),且 ei(0) ∈ Ωei = {ei : |ei(0)| <
kbi, i = 1, 2, . . . , n}时,则有:

1) 系统跟踪误差ei(i = 1, 2, . . . , n + 1)有界,且
满足 |ei| ⩽ Ei, i = 1, 2, . . . , n, |en+1| ⩽ En+1,其中

Ei =

kbi

√
1− exp

(
−2

(
V (0)e−Kt +

C

K
(1− e−Kt) + β

))
,

En+1 =√
2(V (0) exp(−Kt) + C

K
(1− exp(−Kt)) + β);

2)系统状态始终满足约束区间;
3)闭环系统所有信号有界.
证明 1) 根据引理1,式 (63)中β有上界,记其上

界为β,则式(63)可改写为

V ⩽ V (0) exp(−Kt) + C

K
(1− exp(−Kt)) + β.

(65)

由Lyapunov函数构成可得
k2bi

k2bi − e2i
⩽ exp

(
2
(
V (0) exp(−Kt)+

C

K
(1− exp(−Kt)) + β

))
,

即 |ei| ⩽ Ei成立.同理可得, |en+1| ⩽ En+1成立.
2)分x1和xi(i = 2, . . . , n)两部分证明系统所有

状态满足约束区间. 具体如下:
1 由假设1、y = x1及e1有界可得, |y| = |yd +

e1| ⩽ |yd| + |e1| < Y0 + kb1 = kc1,即x1始终满足约

束区间.
2 因证明xi(i = 2, . . . , n)始终满足约束区间的

过程类似,在此以证明x2始终满足约束区间为例进

行阐述.
基于式 (44)可知,x∗2是关于e1和 ẏd的连续函数,

因此x∗2有界,记x∗2 = sup(x∗2).由式 (45)可知,当选取
适当参数µ2时,可使ϵf1任意小,记 |ϵf1| ⩽ ϵf1.因此,
有

|x2| = |e2 + x∗2 + ϵf1| ⩽

|e2|+ |x∗2|+ |ϵf1| <

kb2 + x̄∗2 + ϵ̄f1 ⩽ kc2.

同理可证,xi(i = 3, . . . , n)始终满足约束区间.
3) 基于式 (58)∼ (61)可知, v是关于 en、 en+1、

xn+1、x
∗
n+1的连续函数,由此v有界.此外,由定理1及

上述1)和2)的结论可得,闭环系统所有信号有界. 2
注3 从定理2的证明过程可知,在假设1下,控

制器参数kbi(i = 1, 2, . . . , n)的选取应满足 |ei(0)| ⩽
kbi,且满足kb1 = kc1−Y0和kbi+x̄

∗
i + ϵ̄fi−1 ⩽ kci, i =

2, . . . , n.有关选取kbi(i = 2, 3, . . . , n)的计算过程可

参见文献[34].
注4 由式 (44)、(49)、(54)以及 (58)∼ (61),并结

合式 (63)可知,当控制参数ki(i = 1, 2, . . . , n + 1)取

值越大,系统的收敛速度越快.由式 (45)、(50)、(55)和
(63)可得,µi(i = 2, . . . , n+ 1)越小,动态面误差越小,
且系统收敛速度越快.

注5 为分析清晰化,本文仅研究单输入单输出
系统.对于一类严格块反馈的不确定非仿射非线性
系统,有类似的结论成立.

4 仿真实验

为验证所提方法的有效性, 考虑无人机
(unmanned aerial vehicle, UAV)航向运动过程如下[35]:φ̇ = r,

ṙ = l1φ+ l2r + l3θtr + l4θ
2
tr + l5Ωθtr + d.

其中:φ为偏航角, r为角速度, θtr为俯仰角,其同时为
UAV航向运动的控制输入; l1 = −3.33、l2 = −1.38、

l3 = 63.09、l4 = 11.65、l5 = −0.14、Ω = 1200,具体
意义参见文献[35]; d为UAV运动中受到的外部干扰.

令 [x1, x2]
T = [φ, r]T, u(v) = θtr.设UAV初

始条件为x1(0) = −0.2 rad,x2(0) = 0 rad / s;偏航
角、角速度和俯仰角受限范围分别为 |x1| ⩽ 1.1 rad,
|x2| ⩽ 1.8 rad / s, |u(v)| ⩽ 0.16 rad;跟踪指令 yd =

sin t rad.同时,假设UAV在飞行过程中系统参数存
在 10%的摄动,且外部受到持续扰动d = 3 sin t +
0.1 cos t(rad/s2).
利用本文近似方法式 (11)和 (12)可得系统 (66)

的仿射形式为

ẋ1 = x2,

ẋ2 = f1 + gu(v) +D.

其中

f1 = l1x1 + l2x2 + l3u+ l4u
2
ζ+

l5Ωuζ − (l3 + 2l4uζ + l5Ω)uζ ,

g = l3 + 2l4uζ + l5Ω,

D是由参数摄动、外部扰动和近似误差构成的UAV
系统复合干扰.
选取滤波器 (12)的参数 ξ1 = ζ1 = 0.01,

RPFNN(21)的初始参数

c(0) = [−0.03,−0.02,−0.01, 0, 0.01, 0.02, 0.03]T,
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b(0) = 1, h(0) = 0, ω(0) = 0.15, r(0) = I6×6,

W (0) = [0.1, 0.1, 0.1, 0.2, 0.1, 0.2, 0.1]T.

RPFNNDO(25)∼ (27)的参数为
ΛW = diag{20}7×7, Λc = diag{10}7×7,

Λb = diag{10}7×7, Λh = diag{10}7×7,

Λω = diag{10}7×7, Λr = diag{10}7×7,

λd = 15.

控制器 (44)、(49)、(54)和 (58)的参数为k1 = 4, k2 =

5, k3 = 5, k0 = 5, γχ = 5, ψ = 0.1, δr = 2.此外,根据
文献[34]中的方法,选取kb1 = 0.4, kb2 = 1.06.
在上述仿真条件下,利用基于Taylor级数展开和

鲁棒滑模滤波器 (12)的近似非仿射非线性系统,得到
仿真曲线如图3所示.
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图 3 UAV近似方法与状态真值曲线对比

由图3可知,本文所提出的近似方法可以实现非
仿射非线性系统在线近似为仿射非线性系统,完成了
显现表达控制量u的工作,为后续基于仿射方法进行
控制器设计提供了基础.
为准确在线估计系统复合干扰, 本文提出

RPFNN及相应的干扰观测器,得到复合干扰估计曲
线如图4所示.
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图 4 UAV复合干扰在线估计曲线

由图4可知,利用RPFNNDO可以实时估计未知
复合干扰,以此可以实现控制器中对复合干扰进行补
偿.
在状态受限以及输入饱和情况下,依据本文所设

计的鲁棒自适应backstepping跟踪控制器,得到仿真
结果如图5∼图7所示.
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图 5 UAV偏航角和角速度跟踪响应曲线
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图 6 UAV偏航角和角速度跟踪误差响应曲线
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图5和图6说明了系统在状态受限的情况下,仍
然能实现状态跟踪控制.由图5可知,本文针对一类
在非仿射系统提出的鲁棒自适应backstepping控制
方法在存在复合干扰、状态受限以及输入饱和的情

况下依然可以保证系统具有良好的跟踪性能,且满足
直升机对偏航角和角速度的约束条件.由图6可知,
系统状态跟踪误差均收敛于0,且始终处于预设范围
内.由图7可知,控制输入饱和受限在 [−0.16, 0.16] rad
范围内,实现了俯仰角受限约束.

5 结 论

本文研究了一类状态/输入受限的不确定严格反
馈非仿射非线性系统的跟踪控制问题.设计的基于
投影算子的递归模糊神经网络干扰观测器不仅保证

了误差变量有界,且同时能够快速准确地估计系统
未知复合干扰.基于给出的近似方法和干扰观测器,
提出了基于障碍型函数和Nussbaum函数相结合的
backstepping控制方法,为解决一类不确定严格反馈
非仿射非线性系统的状态/输入受限控制器设计提供
新思路.仿真结果验证了本文方法的有效性.

本文所提控制方法也可用于故障系统跟踪控制

问题的研究.然而,针对非仿射系统的近似方法存在
要求系统可微的局限,如何提高近似方法的普遍性是
后续的研究重点.
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