
全相似高阶规范割算法研究

张敬茂, 沈艳霞

引用本文:
张敬茂, 沈艳霞. 全相似高阶规范割算法研究[J]. 控制与决策, 2020, 35(4): 852-860.

在线阅读 View online: https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2018.0938

您可能感兴趣的其他文章

Articles you may be interested in

考虑能耗与质量的机床构件生产线多目标柔性作业车间调度方法

Multi-objective flexible job shop scheduling method for machine tool component production line considering energy consumption and
quality

控制与决策. 2019, 34(2): 252-260   https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2018.0131

基于高阶Markov链的重大决策社会风险变权集对预测模型

Set pair prediction model for social risk from major decision-making based on variable weight and higher-order Markov chain

控制与决策. 2018, 33(12): 2243-2250   https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2017.1034

基于云相似度的语言偏好信息多属性大群体决策方法

Linguistic multi-attribute large group decision-making method based on similarity measurement of cloud model

控制与决策. 2017, 32(3): 459-466   https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2016.0164

多元时间序列相似性度量方法

Similarity measure for multivariate time series

控制与决策. 2017, 32(2): 368-372   https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2016.0270

基于SBM区间模型的决策单元相似度

Similarity of decision making units based on SBM interval model

控制与决策. 2017, 32(11): 2090-2098   https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2016.0957

群体分类偏好下的双重语言信息融合聚类方法

Clustering method based on dual linguistic information fusion considering group classification preference

控制与决策. 2015(6): 1044-1052   https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2014.0193

结合区域颜色一致性和图割的复杂场景文本分割方法

Complex scene text segmentation method using region color consistence and graph cut

控制与决策. 2015, 30(11): 1987-1992   https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2014.1381

考虑时序约束的多智能体协同任务分配

Multi-agents cooperative task allocation with precedence constrains

控制与决策. 2015, 30(11): 1999-2003   https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2014.1114

http://kzyjc.alljournals.cn
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2018.0938
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2018.0131
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2017.1034
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2016.0164
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2016.0270
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2016.0957
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2014.0193
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2014.1381
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2014.1114


第 35卷 第 4期 控 制 与 决 策 Vol.35 No.4
2020年 4月 Control and Decision Apr. 2020

文章编号: 1001-0920(2020)04-0852-09 DOI: 10.13195/j.kzyjc.2018.0938

全相似高阶规范割算法研究

张敬茂, 沈艳霞†

(江南大学物联网技术与应用教育部工程研究中心，江苏无锡 214122)

摘 要: 已有的高阶算法中,构建相似模型时仅使用少量超边构建稀疏相似模型,同时高阶相似模型仅考虑使用
单阶的高阶相似关系.为解决这两个问题,以规范割算法为基础,采用直推式学习技术,从标准化和非标准化拉氏
矩阵两个角度分别构建全相似高阶模型和全相似多阶相似模型.根据规范割算法构建直推式学习框架,然后展示
该框架如何在算法中训练全相似关系.研究结果显示,在所提出的算法中超边之间的全相似关系能以一个简洁的
形式应用.以此为基础,将多阶全相似关系进行融合,提出融合多阶信息的全相似多阶相似模型.将构建的全相似
高阶相似模型和全相似多阶相似模型应用到规范割算法框架中,提出全相似高阶规范割算法和全相似多阶规范
割算法.在两种高阶相似模型中,全相似张量采用稀疏张量逆的形式,并且该逆矩阵可以转换为规范割框架中稀
疏张量特征分解问题.将所提出的算法应用于运动分割,并与现有的高阶算法进行对比,实验结果显示,所提出的
算法具有一定的优势.
关键词: 全相似高阶模型；全相似多阶模型；直推式学习；规范割；运动分割
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Studying full higher order affinity normalized cut
ZHANG Jing-mao, SHEN Yan-xia†

(Engineering Research Center of IoT Technology and Application of MOE，Jiangnan University，Wuxi 214122，China)

Abstract: In the higher-order algorithms, only a small number of super edges are used to construct the sparse affinity
model, and the higher-order affinity model only considers the single-order higher-order similarity relationship. In order to
solve these two problems, based on the normalized cut algorithm and by using the transductive learning technique, a full
higher-order affinity model and a full multi-order affinity model are constructed from the two perspectives of normalized
and non-normalized Laplacian matrixes. A Transductive learning framework is constructed based on the normalized cut
algorithm, and it is showed how the framework trains the full similarity in the algorithm. The final result shows that the
full similarity between the super edges in the algorithm can be applied as a simple form. Based on this, the multi-order
full similarity relation is merged, and a fully similar multi-order affinity model with multi-order information is proposed.
The constructed full higher-order affinity model and the full multi-order affinity model are applied to the framework of
the normalized cut algorithm, and a full affinity higher-order normalized cut algorithm and a fully affinity multi-order
normalized cut algorithm are proposed. In the two higher-order affinity models, the full affinity tensor is in the form of
sparse tensor inverse and the inverse matrix can be transformed into the sparse tensor feature decomposition problem in
the normalized cut. In the experimental part, the proposed algorithm is applied to motion segmentation and compared
with the existing higher-order algorithms. The results show the advantages of the propesed algorithm.
Keywords: full higher order affinity model；full multi-orders affinity model；transductive inference；normalized cut；
motion segmentation
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谱聚类算法在机器学习中占有重要地位.在谱
聚类算法中,通常只使用数据之间成对的相似关系来
构建相似模型,如规范割算法[1].但是在很多问题中,
如混合线性建模问题[2],或者更具体的,如图匹配问
题[3-4]、子空间聚类[5-6]、运动分割[7-9]等,仅考虑成对

的相似关系往往会导致较差的结果[4,8].
研究人员提出了一类高阶算法解决这些问题.

这类高阶算法的基本思想是将成对的相似度量替

换为高阶相似度量 (如 3阶相似度量).通常,超图技
术用来处理这类相似度量问题.近年来,大量相关工
作已经发表.文献 [5]使用加权图来近似超图;文献
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[8,10]中定义了不同的优化准则;文献 [11]中提出使
用 Ihara zeta函数;文献 [6,12]中提出使用低秩矩阵
代表;文献 [13-14]中对图切框架使用超图学习;文献
[15]中使用非合作博弈解决超图聚类问题.这些成果
已经应用到了很多场景之中,如子空间聚类[6]、图像

分割[16-17]、图匹配[3]、人脸聚类[2]、运动分割[7-9]等,在
这些应用中,高阶相似度量往往能够使实验效果显著
提高.目前,也有对谱聚类中高级算法的理论分析研
究工作[18-19].
通常,为了构建高阶相似模型,现有的高阶方法

可以总结为以下4种:
1)全数据模型.全数据模型是指使用所有的数

据来构建高阶相似模型,模型将会计算所有的超
边.在这类模型中,随着数据的增多,计算和存储该模
型都是十分不现实的.所以这类模型往往仅用于理
论分析[2,7].

2) 随机抽样模型.随机抽样模型[20]随机抽取所

有高阶相似关系的一小部分来估计原始的高阶相似

关系.该模型在计算上十分高效,并且不需要预先计
算完整的原始高阶相似模型,具有实际应用价值.

3) 受限随机抽样模型.受限随机抽样模型是随
机抽样模型的改进版本.该模型根据一个调整参数
来过滤掉部分随机抽取的高阶相似关系,这种过滤是
根据有价值的抽样往往包含有价值的信息这一事实

进行的.因此,在该模型中,价值权重较低的抽样将会
被过滤掉.

4) 迭代抽样模型.迭代抽样模型仅考虑高阶相
似模型中纯净的高阶相似关系.理想情况下,一个完
美的相似矩阵应该是分块对角结构的,在算法中使用
这种纯净的数据能够得到完美的聚类结果[21].在该
模型中,迭代地对数据进行抽样能够保证最终的相似
矩阵以纯净的数据构建.
在这些构建高阶相似模型的方法中,仅仅考虑了

一阶的相似关系,例如, 3阶相似矩阵仅考虑3阶相似
关系.另外,除了用于理论分析的全数据模型,仅少量
的高阶相似关系用来构建稀疏高阶相似模型.
为了解决以上问题,本文试图设计一种不使用全

部数据的全相似高阶相似模型和一种融合多阶高阶

相似关系的多阶相似模型.本文的主要贡献描述如
下:

1) 在规范割框架下,构建一种新型的全相似高
阶相似模型 (FHAM).在该模型中,仅使用少量的高
阶相似关系来学习全相似高阶相似关系.为了实现
该目的,本文使用分类问题中的直推式学习技术.首

先,根据直推式学习框架构建一个价值函数;然后,从
该价值函数中推导出FHAM.值得注意的是, FHAM
在这里是个稠密矩阵的形式,在实际操作中是不实用
的.不过本文在规范割框架下对FHAM进行谱分析
后发现,它可以使用稀疏矩阵进行高效的特征分解,
从而可以避免对稠密矩阵的操作.

2) 在规范割框架下,设计一种新型的全相似多
阶模型 (FMAM).在所有已知的高阶相似模型中,仅
考虑使用一阶的高阶相似关系 (如3阶相似模型).考
虑到不同阶的相似关系包含不同的聚类信息,本文设
计一种融合多阶关系的高阶相似模型,如融合3阶和
4阶相似关系,或者更多阶的相似关系.由于FMAM
是在FHAM的基础上构建的, FMAM也是一种全相
似高阶相似模型.以FHAM和FMAM为基础,本文在
规范割框架下提出两种算法:全相似高阶规范割算
法 (FHNcut)和全相似多阶规范割算法 (FMNcut).对
于这两种算法,本文分别设计两类算法:标准化
(normalized)的算法和非标准化 (unnormalized)的算
法.在实验部分,将所有设计的算法都应用到运动分
割中.实验结果显示本文算法具有一定的优势.

1 全相似高阶相似模型

在分类算法中,直推式学习技术被用来学习标记
和未标记问题,能够通过整合标记的数据估计全相似
关系.本文将直推式学习技术用于高阶聚类问题以
估计全相似高阶相似关系.本文所提全相似高阶模
型中,将抽样得到的数据作为标记的数据,剩余的数
据作为未标记的数据.

1.1 学习全相似高阶相似模型

根据文献 [14],直推式学习的一般框架可以表示
为

arg min
f

{Ω(f) + λΘ(f)}. (1)

其中:Ω(f)为目标函数,Θ(f)为经验损失, f表示分
类函数,λ > 0为权衡参数.
对于非标准化拉式矩阵 L,谱聚类目标函数

Ω(f)定义为如下形式:

Ω(f) = fTLf. (2)

其中:L = D − W 为非标准化拉式矩阵,W 为加
权矩阵,D为W的对角矩阵.目标函数Ω(f)中相似

关系为成对相似形式.为了得到高阶相似形式的目
标函数,本文使用了高阶奇异值分解 (SVD)理论[22-23]

和该理论的应用[2,9,20].简要地说,考虑一个张量矩阵
P和它的展开矩阵P ,则加权矩阵可以定义为W =

PPT,选择使用最小二乘损失函数作为经验损失函
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数Θ(f).为了方便计算,损失函数Θ(f)中增加了矩

阵D. y表示初始的数据标记.在本文中,对于抽样
得到的数据, y设置为 1,其余数据标记为 0.综上所
述,Θ(f)损失函数可定义为

Θ(f) = D∥f −D−1y∥2. (3)

因此,计算全相似高阶模型的价值函数定义为

arg min
f

(fTLf + λD∥f −D−1y∥2). (4)

将L = D −W代入式(4),可以得到

arg min
f

(fTLf + λD∥f −D−1y∥2) =

arg min
f

(fT(D −W )f + λD∥f −D−1y∥2) =

arg min
f

( n∑
i=1

Diif
2
i −

n∑
i,j=1

Wijfifj+

λD∥f −D−1y∥2
)
=

arg min
f

(1
2

n∑
i,j=1

Wij(fi − fj)
2+

λ

n∑
i=1

Dii

∥∥∥fi − yi
Dii

∥∥∥2)
. (5)

为了方便表示,定义Q(f) = fTLf + λD ×
∥f −D−1y∥2,则全相似高阶模型可表示为 F =

arg min
f

Q(f).计算Q(f)对f的偏导,有

∂Q

∂F

∣∣∣
f=F

=
∂

∂F
[fTLf + λD∥f −D−1y∥2] =

2LF + 2λD(F −D−1y) =

2(D −W )F + 2λDF − 2λy =

2[(1 + λ)DF −WF − λy] = 0, (6)

从而可得

F =
λ

1 + λ

(
D − 1

1 + λ
W

)
y = α(D − βW )−1y.

(7)

显然,式 (7)中 β = 1 − α.因此,全相似高阶模型
O定义为

O = α(D − βW )−1 = αZ−1, (8)

其中Z = D−βW为稀疏矩阵.该稀疏矩阵的逆矩阵
为稠密矩阵,导致O也为稠密矩阵.这也导致对O的

计算十分困难,而对O进行特征分解既不实用,也不
切实际.
式 (8)是从非标准化拉氏矩阵L推导得到的.现

在推导标准化拉氏矩阵的情况,首先将矩阵L替换为

标准化拉氏矩阵Lsym = D−1/2LD−1/2.
定义Qsym(f) = fTLsymf + λ∥f − y∥2,计算其

对f的偏导,有

∂Qsym

∂F

∣∣∣
f=F

=
∂

∂F
[fTLsymf + λ∥f − y∥2] =

2LsymF + 2λ(F − y) =

2(I −D−1/2WD−1/2)F + 2λF − 2λy =

2[(1 + λ)F −D−1/2WD−1/2F − λy] = 0. (9)

可以得到

F =
λ

1 + λ

(
I − 1

1 + λ
D−1/2WD−1/2

)
y =

α(I − βD−1/2WD−1/2)−1y. (10)

在标准化情况下,本文所提出的全相似高阶相似
模型可以定义为

Osym = α(I − βD−1/2WD−1/2)−1 = αZsym
−1,

(11)

其中Zsym = I − βD−1/2WD−1/2也是稀疏矩阵.因
此,式(8)和(11)便构成全相似高阶模型.

1.2 全相似高阶规范割算法

规范割算法解决了如下广义特征值问题:

Lu = εDu. (12)

其中:u为前K个最小的广义特征向量, ε为前K个

最小的特征值.在非标准化拉氏矩阵L = D − W的

情况下,式(12)能够转变为标准特征分解形式

D−1/2WD−1/2l = (1− ε)l, (13)

其中 l = D1/2u.将式 (13)中矩阵W 使用公式 (8)
FHAM的O代替.进行简单的变换可得

D1/2ZD1/2l =
α

(1− ε)
l ⇒

D1/2(DW − βW )D1/2l =
α

(1− ε)
l. (14)

其中:矩阵D是矩阵O的对角矩阵,矩阵DW是矩阵

W的对角矩阵.由于Z是稀疏矩阵,式 (14)所表示的
特征分解问题可以高效解决.而规范割算法所需要
的广义特征向量可以简单地通过u = D−1/2l得

到.对于标准化拉氏矩阵的情况,只需要将式 (14)中
的矩阵Z替换为矩阵Zsym.推导可得

D1/2ZsymD1/2l =
α

(1− ε)
l ⇒

D1/2(I − βD
−1/2
W WD

−1/2
W )D1/2l =

α

(1− ε)
l. (15)

其中:矩阵D是矩阵Osym的对角矩阵,矩阵DW是矩

阵W的对角矩阵.
根据上文分析,本文提出的全相似高阶规范割算

法(FHNcut)的流程可总结如下.
算法 1 全相似高阶规范割算法(FHNcut).
输入:数据集X ,高阶相似矩阵阶数,聚类类别数
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k,参数α和参数β;
输出: k类聚类结果.
step 1:从数据集X中进行抽样,对抽样数据进行

高阶相似度量;
step 2:构建张量P和其展开矩阵P ,计算W =

PPT,L或Lsym;
step 3:通过式 (8)或 (11)计算全相似高阶相似矩

阵O或Osym;
step 4:解决式(14)或(15)中的特征分解问题;
step 5:通过u = D−1/2l计算k个广义特征向量;
step 6:使用k-means算法将u聚类为k类.

2 全相似多阶相似模型

2.1 学习全相似多阶相似模型

根据前文描述,一阶相似模型是通过价值函数
Q(f)得到的,对价值函数Q(f)求偏导,可以保证得到
最优的F .在本节,最优的F需要使用多阶相似数据

得到.当有c = (c1, c2, . . . , cm)阶数据时,定义直推式
学习框架为

arg min
f

[Q(c1)(f) +Q(c2)(f) + . . .+Q(cm)(f)],

(16)

其中Q(c1)(f)代表c1阶的Q(f).
为了方便表示,定义Qmulti(f) = Q(c1)(f) +

Q(c2)(f) + . . . + Q(cm)(f).在非标准化情况下,为了
得到最优的F ,计算Qmulti(f)对f的偏导.可以得到

∂Qmulti(f)

∂F

∣∣∣
f=F

=

∂

∂F
[Q(c1)(f) +Q(c2)(f) + . . .+Q(cm)(f)] =

[2L(c1)F + 2λD(c1)(F − (D(c1))−1y)]+

[2L(c2)F + 2λD(c2)(F − (D(c2))−1y)] + . . .+

[2L(cm)F + 2λD(cm)(F − (D(cm))−1y)] =

2
[
(1 + λ)

m∑
i=1

D(ci)F −
m∑
i=1

W (ci)F −mλy
]
= 0.

(17)

式(17)可以转化为

2
[
(1 + λ)

m∑
i=1

D(ci)F −
m∑
i=1

W (ci)F −mλy
]
= 0 ⇒

(1 + λ)

m∑
i=1

D(ci)F −
m∑
i=1

W (ci)F = mλy ⇒

m∑
i=1

D(ci)F − 1

1 + λ

m∑
i=1

W (ci)F =
mλ

1 + λ
y ⇒

F =
mλ

1 + λ

( m∑
i=1

D(ci) − 1

1 + λ

m∑
i=1

W (ci)
)−1

y. (18)

因此,全相似多阶相似模型定义为

Omulti =
mλ

1 + λ

( m∑
i=1

D(ci) − 1

1 + λ

m∑
i=1

W (ci)
)−1

=

mα
( m∑

i=1

D(ci) − β
m∑
i=1

W (ci)
)−1

=

mα(Zmulti)−1, (19)

其中Zmulti =

m∑
i=1

D(ci) − β

m∑
i=1

W (ci).

对于标准化情况,Qmulti
sym (f) = Q

(c1)

sym(f) +

Q
(c2)

sym(f) + . . .+Q
(cm)

sym (f).
计算Qmulti

sym (f)对f的偏导过程与非标准化情况

类似,即
∂Qmulti

sym (f)

∂F
|f=F =

∂

∂F
[Q

(c1)

sym(f) +Q
(c2)

sym(f) + . . .+Q
(cm)

sym (f)] =

[2L
(c1)

symF + 2λD
(c1)

sym(F − (D
(c1)

sym)−1y)]+

[2L
(c2)

symF + 2λD
(c2)

sym(F − (D
(c2)

sym)−1y)] + . . .+

[2L
(cm)

sym F + 2λD
(cm)

sym (F − (D
(cm)

sym )−1y)] =

2
[
m(1 + λ)F−

m∑
i=1

(D−1/2)
(ci)

W (ci)(D−1/2)
(ci)

F −mλy
]
= 0.

(20)

式(20)能够转换为如下形式:

2
[
m(1 + λ)F −

m∑
i=1

(D−1/2)
(ci)

W (ci)(D−1/2)
(ci)

F−

mλy
]
= 0 ⇒

F − 1

m(1 + λ)

m∑
i=1

(D−1/2)
(ci)

W (ci)(D−1/2)
(ci)

F =

λ

1 + λ
y ⇒

F =
λ

1 + λ

(
I − 1

m(1 + λ)
×

m∑
i=1

(D−1/2)
(ci)

W (ci)(D−1/2)
(ci)

)−1

y. (21)

从而,标准化的全相似多阶模型定义为

Omulti
sym =

λ

1 + λ

(
I − 1

m(1 + λ)
×

m∑
i=1

(D−1/2)
(ci)

W (ci)(D−1/2)
(ci)

)−1

=

α
(
I − β

m

m∑
i=1

(D−1/2)
(ci)

W (ci)(D−1/2)
(ci)

)−1

=

α(Zmulti
sym )−1, (22)
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其中

Zmulti
sym = I − β

m

m∑
i=1

(D−1/2)
(ci)

W (ci)(D−1/2)
(ci)

.

综上所述,式 (19)和 (22)即为本文所提出的全相
似高阶模型.

2.2 全相似多阶规范割算法

考虑式 (12)中的广义特征分解问题和其变换形
式 (13),将其中矩阵W替换为式 (19)中提出的全相似
多阶相似矩阵Omulti,本文提出全相似多阶规范割算
法.通过简单的变换,可得

D1/2ZmultiD1/2l =
mα

(1− ε)
l ⇒

D1/2
( m∑

i=1

D
(ci)
W − β

m∑
i=1

W (ci)
)
D1/2l =

mα

(1− ε)
l.

(23)

其中:矩阵D为矩阵Omulti的对角矩阵,矩阵D
(ci)
W 为

矩阵W (ci)的对角矩阵,矩阵W (ci)是 ci阶下的权重

矩阵,m表示阶数.与前文类似,规范割中广义特征向
量可以通过u = D−1/2l计算得到.对于标准化情况,
仅需将式(23)中的矩阵Zmulti替换为矩阵Zmulti

sym ,即

D1/2Zmulti
sym D1/2l =

mα

(1− ε)
l ⇒

D1/2
(
I− β

m

m∑
i=1

(D
(ci)
W )

−1/2
W (ci)(D

(ci)
W )

−1/2)
D1/2l=

mα

(1− ε)
l. (24)

其中:矩阵D为矩阵Omulti
sym 的对角矩阵,矩阵D

(ci)
W 为

矩阵W (ci)的对角矩阵,矩阵W (ci)是 ci阶下的权重

矩阵.如式 (23)和 (24)所示,全相似多阶模型同样避
免了计算稠密矩阵,即稀疏矩阵Zmulti和Zmulti

sym 的逆

矩阵.
根据上述分析,本文提出的全相似多阶规范割算

法(FMNcut)的流程可总结如下.
算法 2 全相似多阶规范割算法(FMNcut).
输入:数据集X ,阶数集c = (c1, c2, . . . , cm),聚类

类别数k,参数α和参数β;
输出: k类聚类结果.
step 1:从数据集X中进行抽样,在 c = (c1, c2,

. . . , cm)阶下对抽样数据进行高阶相似度量;
step 2:在c = (c1, c2, . . . , cm)阶下构建张量P和

其展开矩阵P ,计算W = PPT,L或Lsym;
step 3:通过式(19)或(22)计算全相似高阶相似矩

阵Omulti或Omulti
sym ;

step 4:解决式(23)或(24)中的特征分解问题;
step 5:通过u = D−1/2l计算k个广义特征向量;

step 6:使用k-means算法将u聚类为k类.

3 实验和分析

为验证本文所提出算法的有效性,将算法应
用于运动分割.实验数据采用Hopkins 155运动分
割数据库[24].其中: 2-运动数据选取 1R2RCR_ g13,
1R2RCR_ g23, 2T3RCRT_ g23, 2T3RCRT_ g13 数 据;
3-运动数据选取 2R3RTC, 2RT3RC, 2RT3RCR, 2T3-
RCRT数据.对比算法选择高阶算法: k-means[7]、k-
flats[25]、 LRR[26]、 SCC[2]、 SGC[12]、 SSC-OMP[27]、

TSC[28]、NSN[29]、HOSVD[18]和Tetris[7].所有算法的
定量评估准则使用聚类误差[2,7,30].在评估结果中同
样对所有数据计算其平均误差和均值误差.对于高
阶边e = {i1, i2, . . . , im},使用极化曲率[21]计算其权

重,即

we({i1, i2, . . . , im}) = exp
(
− fpc(i1, i2, . . . , im)

σ2

)
.

(25)

其中: fpc(·)表示极化曲率,相似张量we称为极化张

量[18],调整参数σ使用估计算法[2]进行自动估计计

算.由于β = 1 − α,只需要确定参数α的值.在实验
中,本文测试了如下取值α ∈ {10−2, 10−3, 10−4}.如
表1所示,参数σ越小,实验显示算法结果越好,因此,
本文定值α = 10−4.在实验中,所有算法运行20遍,
并取其平均结果作为最终结果,该操作是为了平衡算
法随机初始化对实验结果的影响.

表 1 在数据1R2RCR_ g23上对参数 α不同取值测试结果

α 10−2 10−3 10−4

meanError 0.048 7 0.044 1 0.039 2

3.1 分析不同阶数据对算法的影响

为了分析不同阶数对算法的影响,本节设计了一
系列实验.

对于使用非标准化O和标准化Osym的FHNcut
算法,选取阶数c = {5, 6, 7, 8},对每一阶分别构建对
应的高阶相似模型,使用两种情况的FHNcut对数据
进行聚类,并对得到的结果进行定量评估.表2和表3
给出了定量评估结果.其中:O和Osym分别代表算法

FHNcut_O和算法FHNcut_Osym,最优评估结果用加
粗数字表示.如表2和表3所示,通常情况下,低阶数
据可以得到更好的实验结果,但这并不是一定的.例
如:对于数据 1R2RCR_ g23,在标准化和非标准化情
况下, c = 5都能得到比 c = 8更好的实验结果;但
是对于数据 2T3RCRT_ g23, c = 6时的结果略好于

c = 5时的结果.这说明更高的阶数不一定能保证
更好的结果,但是如果实验中不能确定最好的阶数,
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表 2 2-运动数据下不同阶FHNcut算法结果

算法 2-motion
1R2RCR_ g13 1R2RCR_ g23 2T3RCRT_ g23 2T3RCRT_ g13

mean median mean median mean median mean median

Osym

5 0.003 0 0.002 6 0.005 1 0.004 6 0.115 7 0.112 6 0.183 8 0.182 0

6 0.002 1 0.002 7 0.006 8 0.009 1 0.010 1 0.010 9 0.173 6 0.175 8

7 0.009 3 0.010 6 0.008 2 0.009 1 0.130 3 0.142 3 0.052 5 0.056 6

8 0.111 4 0.116 7 0.398 6 0.401 8 0.178 0 0.177 6 0.109 0 0.117 2

O

5 0.002 8 0.002 6 0.002 2 0.002 3 0.111 0 0.113 6 0.138 8 0.143 0

6 0.003 4 0.002 7 0.004 3 0.004 6 0.015 7 0.018 2 0.014 1 0.011 7

7 0.011 8 0.013 3 0.007 1 0.009 1 0.118 5 0.116 8 0.007 8 0.007 8

8 0.108 1 0.108 8 0.391 1 0.397 3 0.184 3 0.193 4 0.084 8 0.095 7

表 3 3-运动数据下不同阶FHNcut算法结果

算法 3-motion
2R3RTC 2RT3RC 2RT3RCR 2T3RCRT

mean median mean median mean median mean median

Osym

5 0.146 5 0.172 3 0.086 4 0.090 7 0.181 4 0.183 0 0.156 6 0.156 5

6 0.050 4 0.049 1 0.048 4 0.050 8 0.170 5 0.180 0 0.149 3 0.152 9

7 0.166 2 0.172 3 0.249 5 0.254 1 0.223 0 0.231 9 0.130 7 0.134 4

8 0.171 5 0.172 3 0.307 7 0.306 7 0.370 0 0.374 8 0.345 9 0.348 1

O

5 0.041 1 0.041 1 0.047 1 0.046 3 0.176 4 0.179 1 0.143 4 0.149 2

6 0.044 3 0.036 1 0.058 2 0.057 2 0.134 8 0.138 9 0.141 5 0.140 9

7 0.165 9 0.170 3 0.254 9 0.255 9 0.217 4 0.223 1 0.125 7 0.126 2

8 0.168 7 0.174 3 0.312 5 0.314 9 0.369 8 0.380 6 0.349 1 0.352 7

表 4 2-运动数据下不同阶FMNcut算法结果

算法 2-motion
1R2RCR_ g13 1R2RCR_ g23 2T3RCRT_ g23 2T3RCRT_ g13

mean median mean median mean median mean median

Osym

(5,6) 0.002 4 0.002 7 0.005 9 0.004 6 0.027 3 0.026 8 0.371 5 0.378 9

(5,10) 0.006 0 0.006 6 0.004 8 0.004 6 0.032 0 0.032 8 0.362 5 0.369 1

(6,7) 0.002 1 0.002 7 0.005 9 0.004 6 0.041 8 0.048 7 0.365 8 0.375 0

(6,10) 0.005 4 0.005 3 0.004 3 0.004 6 0.022 6 0.024 3 0.315 0 0.332 0

(5,6,7) 0.002 0 0.002 7 0.008 7 0.009 1 0.029 8 0.029 2 0.376 8 0.377 0

(6,7,8) 0.016 4 0.015 9 0.004 1 0.004 6 0.049 6 0.038 9 0.338 5 0.343 8

(7,8,9) 0.017 0 0.017 2 0.009 4 0.009 1 0.047 4 0.048 7 0.279 5 0.302 7

(8,9,10) 0.132 5 0.135 3 0.410 3 0.424 7 0.421 3 0.427 0 0.234 2 0.261 7

O

(5,6) 0.002 4 0.002 7 0.005 9 0.004 6 0.027 3 0.026 8 0.371 5 0.378 9

(5,10) 0.006 0 0.006 6 0.004 8 0.004 6 0.032 0 0.032 8 0.362 5 0.369 1

(6,7) 0.002 1 0.002 7 0.005 9 0.004 6 0.041 8 0.048 7 0.365 8 0.375 0

(6,10) 0.005 4 0.005 3 0.004 3 0.004 6 0.022 6 0.024 3 0.315 0 0.332 0

(5,6,7) 0.002 0 0.002 7 0.008 7 0.009 1 0.029 8 0.029 2 0.376 8 0.377 0

(6,7,8) 0.016 7 0.018 6 0.006 4 0.004 6 0.065 5 0.060 8 0.330 7 0.330 1

(7,8,9) 0.017 1 0.018 6 0.008 2 0.009 1 0.051 9 0.053 5 0.289 8 0.302 7

(8,9,10) 0.128 6 0.130 0 0.405 9 0.415 5 0.375 8 0.385 6 0.238 7 0.244 1
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表 5 3-运动数据下不同阶FMNcut算法结果

算法 3-motion
2R3RTC 2RT3RC 2RT3RCR 2T3RCRT

mean median mean median mean median mean median

Osym

(5,6) 0.113 5 0.129 3 0.068 0 0.070 8 0.200 7 0.205 5 0.159 1 0.156 5

(5,10) 0.174 7 0.174 3 0.215 9 0.217 8 0.258 2 0.266 1 0.172 7 0.184 2

(6,7) 0.173 6 0.174 3 0.244 9 0.255 9 0.266 1 0.270 1 0.147 5 0.147 3

(6,10) 0.173 6 0.174 3 0.238 7 0.241 4 0.265 9 0.268 1 0.178 7 0.189 7

(5,6,7) 0.173 9 0.174 3 0.233 4 0.237 7 0.246 0 0.270 1 0.144 1 0.145 5

(6,7,8) 0.168 6 0.174 3 0.253 0 0.255 9 0.265 5 0.270 1 0.154 9 0.158 4

(7,8,9) 0.154 7 0.170 3 0.257 6 0.257 7 0.269 1 0.270 1 0.175 7 0.185 1

(8,9,10) 0.175 5 0.176 4 0.388 7 0.392 9 0.462 1 0.463 8 0.408 4 0.409 8

O

(5,6) 0.113 5 0.129 3 0.068 0 0.070 8 0.200 7 0.205 5 0.159 1 0.156 5

(5,10) 0.174 7 0.174 3 0.215 9 0.217 8 0.258 2 0.266 1 0.172 7 0.184 2

(6,7) 0.173 6 0.174 3 0.244 9 0.255 9 0.266 1 0.270 1 0.147 5 0.147 3

(6,10) 0.173 6 0.174 3 0.238 7 0.241 4 0.265 9 0.268 1 0.178 7 0.189 7

(5,6,7) 0.172 2 0.172 3 0.202 2 0.201 5 0.257 5 0.272 0 0.126 1 0.127 1

(6,7,8) 0.173 6 0.174 3 0.246 3 0.247 7 0.255 0 0.270 1 0.174 5 0.171 3

(7,8,9) 0.172 3 0.172 3 0.257 3 0.257 7 0.263 4 0.270 1 0.186 3 0.188 8

(8,9,10) 0.174 1 0.174 3 0.378 3 0.379 3 0.443 7 0.445 2 0.383 4 0.384 9

则应优先选取低阶数据.在算法 FHNcut_O和算法
FHNcut_Osym的对比中,虽然直观的感觉下标准化的
算法应该更优,但在大多数数据下,算法 FHNcut_O
显然要优于算法FHNcut_Osym.

对于使用非标准化O和标准化Osym的FMNcut
算法,分别选取4组二阶组合c = {(5, 6), (5, 10), (6,
7), (6, 10)}和4组三阶组合c = {(5, 6, 7), (6, 7, 8), (7,
8, 9), (8, 9, 10)}进行实验验证.表 4和表 5为定量评
估结果.其中:O和Osym分别代表算法FMNcut_O和
算法FMNcut_Osym,最优定量评估结果用加粗数字
表示.对于三阶情况,实验结果显示:融合更小阶的数
据往往能够得到更优的结果;但是对于二阶的情况,
这种现象并不明显.阶数的选择对于算法的结果有

很大的影响.例如: c = {(5, 6, 7)}时FMNcut的结果
优于c = {5, 6, 7}时FHNcut的结果;但是c = {(5, 6)}
时FMNcut 的结果并不比c = {5}时FHNcut的结果
好.另一个可以从表2∼表5得到的结论是:多阶情况
下算法对不同阶数组合实验结果的波动程度要低于

一阶情况下算法不同阶数实验结果的波动程度.这
是因为多阶算法能够平衡不同阶的特征信息,但也导
致部分特征被平衡后消失,进而导致部分多阶算法实
验结果差于单阶实验结果.

3.2 与其他高阶算法对比

为了验证本文所提出算法的有效性,将本文算
法与现有的高阶算法进行对比.所有算法中,阶数设
置为 c = 5.表6和表7为定量评估结果.其中:O和

表 6 2-运动数据下各算法结果

算法
1R2RCR_ g13 1R2RCR_ g23 2T3RCRT_ g23 2T3RCRT_ g13

mean median mean median mean median mean median

k-means 0.237 5 0.237 5 0.206 0 0.206 0 0.376 6 0.376 6 0.468 1 0.468 1

k-flats 0.061 3 0.021 1 0.193 9 0.231 5 0.233 8 0.225 1 0.358 6 0.358 2

LRR 0.023 7 0.023 7 0.011 6 0.011 6 0.002 2 0.002 2 0 0

SCC 0.014 0 0.005 3 0.007 4 0.002 3 0.361 1 0.368 0 0.106 3 0.069 7

SSC-OMP 0.398 4 0.398 4 0.243 1 0.243 1 0.337 7 0.337 7 0.174 9 0.174 9

TSC 0.393 1 0.393 1 0.270 8 0.270 8 0.255 4 0.255 4 0.437 4 0.437 4

NSN 0.005 3 0.005 3 0.215 3 0.215 3 0.378 8 0.378 8 0.007 1 0.007 1

SGC 0.009 0 0 0.039 7 0.039 4 0.128 7 0.050 9 0 0

HOSVD 0.001 7 0 0.017 0 0.017 4 0.219 5 0.230 5 0 0

Tetris 0.005 3 0.001 3 0.034 7 0.028 9 0.227 9 0.263 0 0.243 6 0.248 2

Osym 0.003 0 0.002 6 0.005 1 0.004 6 0.115 7 0.112 6 0.183 8 0.182 0

O 0.002 8 0.002 6 0.002 2 0.002 3 0.111 0 0.113 6 0.138 8 0.143 0
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表 7 3-运动数据下各算法结果

算法

2R3RTC 2RT3RC 2RT3RCR 2T3RCRT

mean median mean median mean median mean median

k-means 0.451 5 0.450 9 0.488 2 0.488 2 0.379 6 0.379 6 0.447 5 0.447 5

k-flats 0.031 5 0.019 0 0.058 5 0.048 1 0.248 6 0.236 8 0.385 5 0.384 9

LRR 0.022 0 0.022 0 0.119 8 0.119 8 0.268 1 0.268 1 0.016 6 0.016 6

SCC 0.068 1 0.001 0 0.046 9 0.049 9 0.337 8 0.354 2 0.312 2 0.303 9

SSC-OMP 0.078 2 0.078 2 0.406 5 0.406 5 0.567 5 0.567 5 0.206 3 0.206 3

TSC 0.446 9 0.446 9 0.575 3 0.575 3 0.336 6 0.336 6 0.228 4 0.228 4

NSN 0.334 7 0.334 7 0.061 7 0.061 7 0.105 7 0.105 7 0.326 0 0.326 0

SGC 0.090 4 0.017 0 0.071 9 0.047 2 0.302 2 0.287 7 0.363 3 0.364 6

HOSVD 0.081 1 0.012 0 0.059 3 0.044 5 0.300 2 0.299 4 0.339 7 0.358 2

Tetris 0.172 7 0.080 2 0.089 7 0.093 5 0.270 4 0.353 2 0.274 2 0.272 6

Osym 0.146 5 0.172 3 0.086 4 0.090 7 0.181 4 0.183 0 0.156 6 0.156 5

O 0.041 1 0.041 1 0.047 1 0.046 3 0.176 4 0.179 1 0.143 4 0.149 2

Osym的意义同前所述,最优的两个定量评估结果使
用加粗数字表示.如表 6和表 7所示,本文所提出的
FHNcut算法给出了具有竞争力的结果.在与谱聚类
相关的高阶算法Tetris进行对比时,本文算法几乎在
所有数据下都占据优势,仅个别情况略微低于Tetris
算法.而在与其他高阶算法对比时,在大多数情况
下, FHNcut算法的结果比其他算法更好.其中,数据
1R2RCR_ g23中最好的两个平均误差结果都是本文
算法得到的.特别地, FHNcut_O比 FHNcut_Osym结

果更好.这说明本文所提出的全相似高阶模型对于
谱聚类算法具有明显的提升效果,尤其是使用非标准
化拉氏矩阵时.同时,也验证了在谱聚类中全相似高
阶相似关系比稀疏的高阶相似关系能够提供更全面

的数据特征信息.

4 结 论

本文提出了两种高阶相似模型:全相似高阶相
似模型 (FHAM)和全相似多阶相似模型 (FMAM).这
两种模型通过在高阶数据上使用直推式学习技术学

习全相似信息得到,从而保证了模型可以使用稀疏相
似矩阵的计算优势,其中FMAM融合了不同阶的高
阶相似信息.以这两种模型为基础,本文提出了两种
聚类算法:一种是全相似高阶规范割算法 (FHNcut);
另一种是全相似多阶规范割算法 (FMNcut).将本文
提出的聚类算法应用于运动分割,并与现有的高阶
算法进行对比.通过对实验结果的定量评估显示,所
提出的算法在大多数情况下都能给出具有竞争性的

结果.通过不同阶对算法影响的分析得到了选择阶

数的模糊准则,但不是精确的准则.因此,在后续工作
中,作者将研究如何在所提出的高阶算法中选择合适
的阶数.
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