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一类不确定中立时变时滞系统的自适应全局滑模控制

陈志梅, 田柳青†, 王贞艳
(太原科技大学电子信息工程学院，太原 030024)

摘 要: 针对一类含有时变状态时滞和中立时滞的不确定性系统,提出一种新型滑模变结构控制方法.首先,基

于全程滑模的思想,设计带有中立时滞项的积分型滑模面以消除趋近模态;然后,充分利用时滞下界的信息选取

Lyapunov函数,采用线性矩阵不等式 (linear matrix inequality-LMI)方法给出并证明滑动模态稳定的充分条件,降低

时滞保守性;再次,与自适应结合设计滑模控制器,采用饱和函数代替符号函数,削弱系统抖振;最后,针对数值算

例进行仿真研究,结果表明所提出的控制方法有效可行.
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Adaptive global sliding mode control for a class of uncertain neutral
systems with time-varying-delay
CHEN Zhi-mei, TIAN Liu-qing†, WANG Zhen-yan

(College of Electronic Information Engineering，Taiyuan University of Science and Technology，Taiyuan 030024，China)

Abstract: This paper proposes a novel sliding mode control method for a class of uncertain systems with time-varying
state delay and neutral delay. First of all, based on the global sliding mode control, a type of integral sliding surface with
neutral time-delay is introduced to exhibits global robustness during the entire response. Then the Lyapunov function
makes full use of the low bounds of time delay so that the conservative is lowered. In terms of the LMI, robust stable
conclusions of sliding mode is proved. Fathemnore, an adaptive sliding mode controller is investigated and the system
chattering is weaken by using the saturation function to replace the symbolic function. Finally, a numerical example is
given to illustrate the applicability of the proposed method.
Keywords: neutral；time-vary-delay；uncertainty；sliding mode control；conservatism；adaptive

0 引 䀰

在客观世界与工程技术中,中立型泛函微分方程
表达的中立型时滞系统是描述近代科学技术中许多

事物发展变化规律的数学模型,如分布式网络、人口
动力学和机械工程系统等[1-3].由于中立时滞系统的
状态和状态导数中同时含有时滞因素,使系统变得更
加复杂和敏感,这是引起系统振荡、性能下降甚至导
致系统不稳定的重要因素,其稳定性分析与控制已引
起国内外许多学者的广泛关注.文献 [4]通过合理选
取Lyapunov泛函并合理加入三重积分项降低所得稳
定性判据的保守性.文献 [5-6]针对具有非线性扰动
的中立时滞和时变时滞系统进行了稳定性分析.文
献 [7]针对具有参数不确定性的线性中立型时变时
滞系统,利用 Jensen不等式,充分利用负定项的信息,

使稳定性结果的保守性更低.文献 [8]通过选取可微
的Lyapunov-Krasovskii泛函讨论了非线性中立时滞
系统的稳定性.文献 [9]仅针对时滞系统展开研究,其
形式较为简单,而实际系统大多是参数变动的不确定
系统,且文中引入了太多的自由变量,所得结果仍然
较为保守.

滑模变结构控制方法(sliding mode control-SMC)
是一类特殊的非线性鲁棒控制方法,因其呈现出对
匹配参数不确定性以及外界扰动具有完全鲁棒性的

优点,同时设计方法简单易于实现,所以广泛地应用
于不确定时滞系统的控制中.文献 [10]仅针对一类
线性不确定变时滞系统利用Lyapunov方法和Shur补
引理设计滑模变结构控制器,而实际被控对象大多
是非线性的.文献 [11]在传统的滑模面上针对非匹
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配不确定时滞系统设计积分型SMC的方法,给出了
基于线性矩阵不等式 (LMI)的滑模面存在的充分条
件.文献 [12] 针对参数不确定的时滞系统设计了时
滞相关的线性滑平面,实现控制要求.文献 [13]对于
一类时变时滞系统,基于新型非线性滑模面设计滑模
控制器.文献 [14]通过使用朗伯W函数 (lambert W
function),针对不确定系统设计滑模控制器.文献 [15-
17]考虑了马尔可夫跳跃系统的状态估计和滑模控
制问题,在含有不确定因素的情况下构造一个滑模
面,设计了滑模控制器,以确保相关的马尔可夫系统
满足到达条件.而通常的滑模控制在趋近模态中,系
统不具备滑动模态的优良品质,易受到参数摄动和外
界干扰的影响.因此,有学者针对积分滑模面进行了
深入研究,取消趋近模态,使系统状态从一开始便处
于滑模面上,从而实现全局滑模控制,使系统对不确
定性具有全局鲁棒性[18].文献 [19]针对时滞系统设
计了积分型滑模面以研究保守性问题.文献 [20] 针
对一类存在时变状态时滞的不确定性系统,引入一种
带状态时滞项的积分型滑模面,以消除趋近模态,实
现全程滑模控制,基于一种新颖的自由权矩阵时滞转
换模型,降低了保守性.
目前,上述控制设计都是针对状态中带有时滞的

系统而没有考虑在状态的导数中含有时滞的影响因

素.而中立型系统与原来的系统相比较,更加贴近现
实系统,因此有广泛的理论研究意义和实际的控制应
用价值.文献 [19-20]所研究的时滞系统只是本文研
究的中立时滞系统的一种特例 (D = 0的情况),即本
文所研究的系统更具一般性.通过充分利用时滞下
界信息构造Lyapunov函数,结合牛顿-莱布尼茨公式,
利用LMI工具箱求解器 feasp进行计算,与文献相比
结果显示保守性降低.最后针对中立时变时滞系统
设计带有中立时滞项的积分型全局滑模面,滑模控制
器与自适应相结合并用饱和函数代替符号函数来减

少抖振现象.仿真结果显示控制器方法行之有效.

1 系统描述及相关引理

考虑如下一类带有外部干扰和不确定性的时变

时滞中立系统:

ẋ(t) = Dẋ(t− d) + (A+∆A)x(t)+

(Aτ +∆Aτ )x(t− τ(t)) +Bu(t) + f(x, t),

(1)

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−τ(t), 0].

其中:x(t) ∈ Rn为系统的状态;u(t) ∈ Rm为系统

的输入;∆A,∆Aτ为系统参数摄动; f(x, t)为系统的

外部扰动; d为中立时滞标量; τ(t) ∈ [τ1, τ2]为不确

定状态时变时滞,有确定的上下界,但其变化率未知,
ϕ(t) ∈ Rn为连续的初始函数向量;D,A,Aτ和B为

适当维数的常数矩阵.系统满足如下假设.
假设1 (A+Aτ , B)完全可控,B列满秩,且状态

变量可观测.
假设2 不确定项满足匹配条件,即

∆A(t) = BE, ∆Aτ = BEτ , f = BF,

因此有

ξ(x, t) = B[Ex(t) + Eτx(t− τ(t)) + F ],

则系统(1)可转化为

ẋ(t)−Dẋ(t− d) =

Ax(t) +Aτx(t− τ(t)) +Bu(t) + ξ(x, t). (2)

假设3 存在未知正常数q1, q2满足

∥ξ(x, t)∥ ⩽ q1 + q2∥x(t)∥, (3)

其中∥ · ∥表示范数.
引理1 (Schur补定理)[21] 对于一个给定的矩阵

S =

[
S11 S12

S21 S22

]
.

其中:S11 = ST
11, S22 = ST

22.下面两个条件是等价的:
1) S < 0;
2) S22 < 0, S11 − S12S

−1
22 S21 < 0.

引理2 (Jensen不等式)[22] 给定实数α, β及正定

矩阵S,如果α > β,则下列不等式成立:[ w α

β
ω(σ)dσ

]T
S
[ w α

β
ω(σ)dσ

]
⩽

(α− β)
w α

β
ωT(σ)Sω(σ)dσ.

2 全局滑模变结构控制器设计

2.1 带有中立时滞项的积分型全局滑模面

对于系统(1),设计如下积分滑模面:

S(x, t) =

PH(t) + PDx(−d)−w t

0
P (A−BK)x(θ)dθ−w t

0
PAτx(σ − τ(σ))dσ−Px(0). (4)

其中:H(t) = x(t)−Dx(t−d);P ∈ Rm×n满足PB非

奇异 (显然P的选择不是唯一的,只需要满足PB非

奇异即可);K ∈ Rm×n为常数矩阵.对于任意初始条
件x(0),都能满足S(x(0), 0) = 0,满足全局滑模变结
构控制.对式(4)沿(1)求导,得到

Ṡ(x, t) =

PḢ(t)− P (A−BK)x(t)− PAτx(σ − τ(t)) =
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P [ẋ(t)−Dẋ(t− d)]− P (A−BK)x(t)−

PAτx(σ − τ(t)) =

P [(A+∆A)x(t) + (Aτ +∆Aτ )x(t− τ(t))+

Bu(t) + f(x, t)]− P (A−BK)x(t)−

PAτx(σ − τ(t)).

令S(x, t) = 0, Ṡ(x, t) = 0,解得等效控制律为

ueq(t) =

− (PB)−1P [BKx(t) + ∆Ax(t)+

∆Aτx(t− τ(t)) + f(x, t)]. (5)

将式 (5)代入 (1),并由假设1可以得到理想滑动运动
方程

ẋ(t)−Dẋ(t− d) =

(A+∆A)x(t) + (Aτ +∆Aτ )x(t− τ(t))+

Bueq(t) + f(x, t) =

(A+∆A)x(t) + (Aτ +∆Aτ )x(t− τ(t))−

B(PB)−1P [BKx(t) + ∆Ax(t)+

∆Aτx(t− τ(t)) + f(x, t)] + f(x, t), (6)

其中Ac = A−BK.由式(6)可知,滑模运动对满足匹
配的不确定性以及外部扰动均表现出全程鲁棒性.

2.2 滑模稳定性分析以及主要结论

定理1 对于给定的标量 τ2 > τ1 ⩾ 0,如果存在
如下矩阵:

W =WT > 0, Q = QT > 0, Q1 = QT
1 > 0,

Q2 = Q2
T > 0, Z1 = Z1

T > 0, Z2 = Z2
T > 0,

M = [M1
T,M2

T,M3
T, 0, 0]T,

N = [N1
T, N2

T, N3
T, 0, 0]T,

使得如下线性矩阵不等式成立:

Θ1 =

[
Θ τ12M

τ12M
T −τ12Z2

]
< 0, (7)

Θ2 =

[
Θ τ12N

τ12N
T −τ12Z2

]
< 0; (8)

则满足假设1∼假设3的时变时滞不确定中立系统
(1),在式 (4)确定的滑模面上的理想滑动模态 (6)满足
渐近稳定条件.其中

Θ =
ψ11 ψ12 −DWAc M1 + Z1 −N1

∗ ψ22 ψ23 M2 −N2

∗ ∗ −Q M3 −N3

∗ ∗ ∗ −Q1 +Q2 − Z1 0

∗ ∗ ∗ ∗ −Q2

+


AT

c

AT
τ

0

0

0

 (τ1
2Z1 + τ12Z2)[Ac Aτ 0 0 0], (9)

τ12 = τ2 − τ1, (10)

ψ11 =WAc +AT
c W +Q+Q1 − Z1, (11)

ψ12 =WAτ −M1 +N1, (12)

ψ22 = −M2 −MT
2 +N2 +NT

2 , (13)

ψ23 = −DWAτ −M3 +N3, (14)

∗为对称的转置矩阵.
证明 取Lyapunov-Krasovskii泛函如下:

V =

6∑
i=1

Vi. (15)

其中

V1 = HT(t)WH(t),

V2 =
w t

t−d
xT(s)Qx(s)ds,

V3 =
w t

t−τ1
xT(θ)Q1x(θ)dθ,

V4 =
w t−τ1

t−τ2
xT(θ)Q2x(θ)dθ,

V5 =
w 0

−τ1

w t

t+θ
τ1ẋ

T(σ)Z1ẋ(σ)dσdθ,

V6 =
w −τ1

−τ2

w t

t+θ
ẋT(σ)Z2ẋ(σ)dσdθ.

将式(15)沿(6)求导,得到

V̇ =

2HT(t)WḢ(t) + xT(t)Qx(t)−

xT(t− d)Qx(t− d) + xT(t)Q1x(t)−

xT(t− τ1)Q1x(t− τ1)+

xT(t− τ1)Q2x(t− τ1)− xT(t− τ2)Q2x(t− τ2)+

[Acx(t) +Aτx(t− τ(t))]T(τ2Z1 + τ12Z2)×

[Acx(t) +Aτx(t− τ(t))]−
w t

t−τ1
τ1ẋ

T(σ)Z1ẋ(σ)dσ −
w t−τ1

t−τ2
ẋT(σ)Z2ẋ(σ)dσ.

(16)

由引理2可得

−
w t

t−τ1
τ1ẋ

TZ1ẋ(σ)dσ ⩽

− [x(t)− x(t− τ1)]TZ1[x(t)− x(t− τ1)]. (17)

令

ζ(t) = [xT(t), xT(t− τ(t)), xT(t− d),

xT(t− τ1), xT(t− τ2)]T,
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由牛顿-莱布尼茨公式,得到

−
w t−τ1

t−τ2
ẋT(σ)Z2ẋ(σ)dσ =

−
w t−τ(t)

t−τ2
ẋT(σ)Z2ẋ(σ)dσ−

w t−τ1

t−τ(t)
ẋT(σ)Z2ẋ(σ)dσ+

2ζT(t)M
[
x(t− τ1)− x(t− τ(t))−

w t−τ1

t−τ(t)
ẋ(σ)dσ

]
+

2ζT(t)N
[
x(t− τ(t))− x(t− τ2)−

w t−τ(t)

t−τ2
ẋ(σ)dσ

]
. (18)

由式(16)∼ (18)得到

V̇ ⩽

ζT(t)Θζ(t)−
w t−τ1

t−τ(t)
[2ζT(t)Mẋ(σ) + ẋT(σ)Z2ẋ(σ)]dσ−

w t−τ(t)

t−τ2
[2ζT(t)Nẋ(σ) + ẋT(σ)Z2ẋ(σ)]dσ =

1

τ12

w t−τ1

t−τ(t)
[ζT(t)Θζ(t)− 2τ12ζ

T(t)Mẋ(σ)−

τ12ẋ
T(σ)Z2ẋ(σ)]dσ+

1

τ12

w t−τ(t)

t−τ2
[ζT(t)Θζ(t)− 2τ12ζ

T(t)Nẋ(σ)−

− τ12ẋT(σ)Z2ẋ(σ)]dσ =

1

τ12

w t−τ1

t−τ(t)

 ζ(t)
ẋ(σ)

T

×

 Θ −τ12M

−τ12MT −τ12Z2

 ζ(t)
ẋ(σ)

dσ+

w t−τ(t)

t−τ2

 ζ(t)
ẋ(σ)

T  Θ −τ12N

−τ12NT −τ12Z2

 ζ(t)
ẋ(σ)

dσ ⩽

− 1

τ12
(τ(t)− τ1)λmin(−Θ1)∥x(t)∥2−

1

τ12
(τ2 − τ(t))λmin(−Θ2)∥x(t)∥2 ⩽

[
− 1

τ12
(τ(t)− τ1)−

1

τ12
(τ2 − τ(t))

]
×

min{λmin(−Θ1), λmin(−Θ2)}∥x(t)∥2. (19)

令ε = min{λmin(−Θ1), λmin(−Θ2)} > 0,则有

V̇ ⩽ −ε∥x(t)∥2, (20)

即理想滑动模态(6)是渐近稳定的. 2
2.3 自适应滑模控制器设计

设计滑模控制律使得系统保持在滑模面上,将控
制律分为两部分,即

u(t) = ucon + udis. (21)

其中ucon 为连续控制部分,设计为

ucon = −Kx(t). (22)

下面设计不连续控制部分,由假设3可得,系统
不确定性上界表达式中q1和q2是未知的,取 q̂1和 q̂2

为对应的估计值,参数偏差为

q̃1 = q̂1 − q1, q̃2 = q̂2 − q2. (23)

取自适应律

˙̂q1 = ∥S∥ · ∥P∥, ˙̂q2 = ∥S∥ · ∥P∥ · ∥x(t)∥. (24)

设计不连续控制律为

udis = −(PB)−1[ε+ q̂1∥P∥+ q̂2∥P∥∥x∥] · sign(S),
(25)

其中ε为正常数.
将式 (22)和 (25)代入 (21),得到完整的自适应滑

模变结构控制律

u(t) = −Kx(t)− (PB)−1[ε+ q̂1∥P∥+

q̂2∥P∥∥x∥] · sign(S). (26)

下面对式 (26)的有效性进行证明.取Lyapunov
函数

V =
STS + q̃21 + q̃22

2
, (27)

沿式(2)对其求导,得到

V̇ = STS + q̃1 ˙̃q1 + q̃2 ˙̃q2 =

ST[PBKx(t) + PBu(t) + Pξ(t)] + q̃1 ˙̃q1 + q̃2 ˙̃q2 =

ST[−(ε+ q̂1∥P∥+ q̂2∥P∥∥x∥) · sign(S) + Pξ(t)]+

q̃1 ˙̃q1 + q̃2 ˙̃q2 ⩽

− (ε+ q̂1∥P∥+ q̂2∥P∥∥x∥)∥S∥1+

∥S∥∥P∥(q1 + q1∥x∥) + ∥S∥∥P∥(q̃1 + q̃1∥x∥).

因为∥S∥1 ⩾ ∥S∥,所以有 V̇ ⩽ −ε∥S∥.当S ̸= 0时,有
V̇ < 0,即对于满足假设1和假设3的时变不确定中
立系统 (1),采用由式 (26)确定的控制律,能够保证系
统状态在有限时间内到达并保持在滑模面(4)上.

由于控制律 (26)中符号函数可能导致严重的抖
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振,一种降低抖振的方法是利用饱和函数代替符号函
数,有

sat(S) =


1, S > ∆;

kS, |S| ⩽ ∆;

−1, S < −∆.

(28)

其中: k = 1/∆,∆为边界层.最后可以得到控制律

u(t) = −Kx(t)− (PB)−1[ε+ q̂1∥P∥+

q̂2∥P∥∥x∥] · sat(S). (29)

3 数值仿真

文献 [19-20]所研究的时滞系统只是本文研究的
中立时滞系统 (1)的一种特例 (D = 0的情况),参数如
下:

A =


0 1 0

0 0 1

−1 −1 1

 , Aτ =


0 0.5 0

0 0 0.5

0.5 0.5 0.5

 ,

B =


1

1

2

 ,
其中时滞上下界τ1, τ2可由定理1确定.为了验证定
理1的保守性较小,在不同 τ1的情况下,采用不同方
法得到τ2的结果如表1中所示.由表1可见,相比文献
[19-20],本文结论的保守性更小.

表 1 不同τ1下各个方法对应的上界τ2

方法

τ1

0.3 0.5 0.8 1.0 2.0

方法1[19] τ2 1.566 0 1.741 0 2.015 1 2.203 2 3.181 6

方法2[20] τ2 2.097 5 2.267 2 2.531 4 2.713 3 3.672 7

定理1 τ2 2.181 0 2.317 0 2.553 0 2.732 0 3.726 0

考虑不确定性中立时变时滞系统(1),参数如下:

A =


0 1 0

0 0 1

−1 −1 1

 , Aτ =


0 0.5 0

0 0 0.5

0.5 0.5 0.5

 ,

B =


1

1

2

 , D =


0.1 0 0

0 0.1 0

0 0 0.1

 , d = 1.

为验证中立时滞系统滑模控制器在更小保守性

情况下的可行性,根据定理1,仿真实验中选取时变时
滞为τ(t) ∈ [2, 3.7],如图1所示,时变时滞其上下界满
足要求,但对其变化率情况未知.

0 10 20 30

t / s

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

τ

图 1 时变时滞τ(t)

给定

ξ(t) = B{1.2 + 0.3 sin(6t)+

[−0.1 sin(2t) 0 0.2 sin(2t)]x(t)},

可得系统开环响应如图2所示.由图2可见,开环系统
是不稳定的.

0 10 20 30

t / s

x
1

x
2

x
3

-2

2

6

10

x
/ 

1
0

1
4

图 2 系统开环响应

下面验证自适应滑模控制器的镇定作用.取滑
模面系数为

G = [1 1 2],

K = [12.454 5 13.272 7 − 6.363 6],

其中K的选择是考虑将闭环系统矩阵特征值通过极

点配置求得,再根据实际情况微调矩阵K,直到对系
统性能满意为止.相应地取Ac的特征值为

Ac = [−9.322 4 − 1.338 8 + 0.495 7→

← −1.338 8 − 0.495 7j].

给定初始条件x(0) = [1 1 1],在控制律 (26)的
控制下,系统状态、滑模面以及控制律如图3∼图5所
示.为减小抖振,采用控制律 (29)进行仿真,此时系统
状态、滑模面以及控制律如图6∼图8所示.

0 10 20 30

t / s

x
1

x
2

x
3

-2

-1

0

1

x

图 3 制律 (26)作用下的系统状态变量x(t)
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0 10 20 30

t / s

-0.5

0

0.5

1.0

1.5

2.0

s

图 4 控制律 (26)作用下的滑模面s

0 10 20 30

t / s

-20

-15

-10

-5

0

5

u

图 5 控制律 (26)作用下的控制律u

0 10 20 30

t / s

x
1

x
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3

-2

-1

0

1

x

图 6 控制律 (29)作用下的系统状态变量x(t)
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t / s

0

0.5

1.0

1.5

2.0

s

图 7 控制律 (29)作用下的滑模面s

0 10 20 30

t / s

-0.5

0

0.5

1.0

1.5

2.0

u

图 8 控制律 (29)作用下的控制律u

与文献 [19-20]相比,通过充分利用时滞下界的
信息,合理选取Lyapunov泛函,定理1中的方法降低

了时滞保守性 (由表1可见).针对图1选取更小保守
性情况下的时变时滞,在本文所设计的中立型滑模控
制器的作用下,不确定中立时滞系统状态变量x(t)能

达到收敛,并且超调不大 (由图3和图6都可见).与图
4和图5相比,图7和图8中的滑模面和控制律抖振得
到了抑制,控制效果更好,故设计的控制器是行之有
效的.

4 结 论

本文研究了一类含有不确定性的中立时变时滞

系统的保守性与滑模控制器设计问题,更具有一般
性.利用时滞下界的信息构造Lyapunov泛函,得到新
的稳定性判据,降低了保守性.充分设计带有中立时
滞项的积分型滑模面,并与自适应的方法相结合,实
时估计出不确定性的上界,使整个动态过程对不确定
性以及扰动均表现出完全的鲁棒性.通过数值仿真
中饱和函数与符号函数的对比,削弱了系统抖振,改
善了控制效果.
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