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具有可行联盟的合作对策的最小二乘解
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摘 要: 最小二乘解是基于最小平方优化方法得到的使联盟中局中人的分配值之和与联盟收益的期望偏差最小
的分配方案.为了拓展最小二乘解的适用范围,构建可行联盟集合限制下最小二乘解的最优化模型,根据凸规划
理论探讨该最小二乘解的存在性及唯一性条件,进而利用拉格朗日乘子法给出求解最小二乘解的矩阵方程,并基
于此探讨解的具体表达式和一些重要性质.同时,基于不可分开的局中人获得相同分配值这一分配准则,在最小
二乘解的基础上提出对称最小二乘解,并讨论其唯一性条件及相关性质.值得指出的是,当且仅当其可行联盟集
合为非奇异时,具有可行联盟的合作对策存在唯一的最小二乘解.所提出的最小二乘解可为局中人合作具有限制
时的收益分配问题提供理论依据和决策参考.
关键词: 合作对策；合作限制；最小平方法；可行联盟；分配
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The least square value for cooperative games with feasible coalitions
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(1. School of Management and Economics，Beijing Institute of Technology，Beijing 100081，China；2. Guangzhou
Zhongda Holding Company Limited，Guangzhou 510275，China；3. School of Management，Capital Normal University，
Beijing 100089，China)

Abstract: The least square value for classical cooperative games provides a kind of least square optimization method
of allocating benefits to the players, which minimizes the expected deviation between the payoffs and the worths of
all coalitions. This paper constructs an optimization model for the least square value of cooperative games in which
cooperation among players is based on a set system of feasible coalitions. The existence and uniqueness of the least
square value are investigated on the basis of the convex programming theory. Meanwhile, an equivalent matrix equation
for solving the least square value is obtained by using the Lagrange multiplier method, and then, based on this equation,
the expression and several important properties of the value are discussed. Besides, the so-called symmetric least square
value is proposed by employing a distribution rule that the inseparable players gain the same payoffs, and its properties
are also studied. It is worth noting that the class of cooperative games with feasible coalitions has a unique least square
value if and only if the rank of the set of feasible coalitions is full. These results can provide theoretical perspective and
decision-making reference for distributing the worth of players when not all coalitons can be formed.
Keywords: cooperative game；restricted cooperation；least square method；feasible coalition；distribution

0 引 䀰

合作对策是局中人通过合作取得尽可能大的收

益的决策分析模型,其核心问题是合理分配合作获
得的收益.对于经典合作对策, Ruiz等[1]利用最优化

方法提出了使得联盟分配值 (联盟中局中人获得的
分配值之和)与联盟收益的期望偏差最小的分配方
案,并称之为最小二乘解.随后, Ruiz等[2]讨论了该解

的稳定性,并设计了其求解算法.有趣的是,最小二

乘解与满足有效性、对称性、线性的解有着密切联

系,很多单值解可看作它的特例,如: Shapley值[3]、CIS
值、ENSC值、Solidarity值、预核仁等,因此最小二乘
解引起了众多学者的关注.文献 [4]提出了最小二乘
解和Shapley值新的表达式,探讨了它们之间的关系;
文献 [5-6]将最小二乘解应用于局中人作用大小的排
序.另外,学者们从收益形式、联盟系数等角度对最
小二乘解进行了拓展研究.文献 [7]在其专著中论述
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了区间值收益情形下最小二乘解的解法;基于区间
值距离和最小平方法,文献 [8]建立了以联盟分配与
联盟支付值之差的平方和为最小的数学优化模型,
并提出了该模型的一种有效求解;类似地,文献 [9]对
n人梯形模糊数支付合作对策的最小平方求解模型

与方法进行了研究;针对最小二乘预核仁解这一特
殊的最小二乘解,文献 [10]将其拓展到区间值支付情
形,并提出了两种二次规划求解方法,该方法能快速、
有效地获得其区间值最小二乘预核仁解和核仁解;
进一步,文献 [11]在联盟收益满足类尺寸单调性的前
提下探讨了区间值最小二乘预核仁解的解法及相关

性质;文献 [12]引入联盟自私系数对最小二乘解的最
优化模型中的目标函数进行变形,提出了理想解的概
念,并探讨了其与最小二乘解的关系.
上述经典合作对策和模糊值 (区间值或梯形模

糊数)合作对策均假设局中人之间的合作没有约束,
即所有联盟都可以形成.然而,在现实生活中,局中人
在选择合作伙伴时往往受到诸多因素的制约,诸如:
法律、利益冲突、矛盾、竞争、行业规则、合作偏好、地

理环境、上下级关系等,这使得并非所有联盟都可以
形成.鉴于此,学者们利用集合系统、联盟划分、图等
描述局中人的合作关系,构建了很多限制合作对策模
型.其中,用集合系统F(N)表示局中人可以形成的

联盟的集合的合作对策称为具有可行联盟的合作对

策,通常仅假设∅, N ∈ F(N).类似于最小二乘解,文
献 [13]利用最优化方法提出了其预核仁并进行了公
理化;文献 [14-15]根据分配值之间的优超关系提出
了Solidary值、广义核、核仁、谈判集等.然而,鲜有学
者研究此类对策的最小二乘解.
为了从局中人合作限制的角度拓展最小二乘解,

本文借鉴经典合作对策的最小二乘解的思想提出具

有可行联盟的合作对策的最小二乘解,探讨它的存在
性、唯一性条件、具体表达式和相关性质,并给出一
种修正的最小二乘解.本文将进一步完善具有可行
联盟的合作对策理论体系,可为特殊可行联盟结构下
相关单值解的研究提供理论参考,也促进最小二乘解
在经济和管理等领域得到更广泛应用.

1 经典合作对策及其最小二乘解

设N = {1, 2, . . . , n}为局中人集合,R为实数集.
二元组 (N, v)称为局中人N上的经典合作对策,其
中,特征函数v是定义在N的幂集2N上、取值在实

数集合R上的支付函数,即v : 2N → R,且v(∅) = 0.
将S ∈ 2N称为联盟,支付函数v(S)表示局中人组成

联盟S获得的收益.将局中人集合为N的经典合作

对策的集合记为GN .

定义1 设x : GN → Rn.对于任意的(N, v) ∈
GN ,称x(N, v) = (xi(N, v))i∈N为 (N, v)的解,其中
xi(N, v)表示局中人i ∈ N获得的分配值.
为了讨论方便,将联盟S的基数记为 |S|或s,将∑

i∈S

xi记作x(S).

定义2 [1] 设 (N, v)为经典合作对策, {α(S) ∈
R+ | S ⊆ N}为任意的一组权重系数,如果φ是最

优化问题

min
∑
S⊆N

α(S)(v(S)− x(S))2,

s.t.
∑
i∈N

xi = v(N) (1)

的解,则称φ为{α(S) | S ⊆ N}对应的最小二乘解.
Ruiz等[1]将权重系数α(S)解释为:联盟S形成

的概率、联盟S对分配的敏感度、联盟S在谈判过

程中的能力、联盟S的稳定程度等.联盟权重系数体
现了联盟之间的相对重要程度,它们等比例地增大或
缩小不影响最终的结果,因此所有联盟的权重系数之
和不需要等于1.
如果对于任意的S ⊆ N有α(S) ⩾ 0,且存在一

些联盟S ̸= N使得α(S) > 0,则称这组权重系数是
正的.如果权重系数仅与局中人个数有关,则称其是
对称的,此时将α(S)记为α(s).
定理1 [1] 对于任意一组正的、对称的权重系

数,最优化问题 (1)存在唯一的最优解φ = (φi)i∈N ,
且其表达式为

φi(N, v) =
v(N)

n
+

1

βn

[
nai(v)−

∑
j∈N

aj(v)
]
. (2)

其中

ai(v) =
∑

S⊆N,i∈S

α(s)v(S),

β =
∑

s∈{1,2,...,n−1}

α(s)
(n− 2)!

(s− 1)!(n− s− 1)!
.

式(2)可以写成
φi(N, v) =

v(N)

n
+

∑
S⊂N,S∋i

λs

s
v(S)−

∑
S⊂N,S ̸∋i

λs

n− s
v(S), (3)

其中λs =
s(n− s)

n
· α(s)

β
.

最小二乘解与很多单值解都存在联系,比如:当

α(s) =
(s− 1)!(n− s− 1)!

(n− 1)!
(s = 1, 2, . . . , n − 1)时,

式(2)为Shapley值.

2 可行联盟集合限制下的最小二乘解

在现实生活中,局中人形成联盟时往往受到诸多
因素的制约,并不是所有的联盟都能形成.本节引进
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具有可行联盟的合作对策,定义其最小二乘解,并探
讨该解的存在性和唯一性条件.

2.1 最小二乘解的概念

将局中人集合N可以形成的联盟的全体用集

合系统F(N)表示,即F(N) ⊆ 2N .对于任意的S ∈
F(N),称S为可行联盟.本文假设∅, N ∈ F(N),并将
集合N上这样的集合系统的全体记为Ω(N).为了方
便,后文将F(N)简记为F .
三元组(N,F , v)称为局中人N上的具有可行联

盟的合作对策,其中,特征函数v是定义在F上、取
值在实数集合R上的支付函数,即v : F → R,且
v(∅) = 0,支付函数v(S)表示可行联盟S ∈ F的收
益.将局中人集合为N的具有可行联盟的合作对策

的集合记为RGN .
例1 考虑合取许可结构 [16](N,L)和特征函数

v = u{1,2}.其中:N = {1, 2, 3}, L = {(1, 2), (1, 3)},L
表示局中人1是局中人2和局中人3的上级,局中人
2与局中人3之间无上下级关系.在合取许可结构中,
下级参与合作需得到全部上级的许可,故该对策的可
行联盟是∅, {1}, {1, 2}, {1, 3}, N ,特征函数为v(∅) =

v({1}) = v({1, 3}) = 0, v({1, 2}) = v(N) = 1.
定义3 设x : RGN → Rn.对于任意的(N,F ,

v),称x(N,F , v) = (xi(N,F , v))i∈N为 (N,F , v)的

解,其中xi(N,F , v)表示局中人i ∈ N获得的分配值.
定义4 设 (N,F , v) ∈ RGN .如果 (N,F , v)的

解x满足
∑
i∈N

xi = v(N),则称x满足有效性.

有效性表明局中人将大联盟的收益完全分配,
没有任何剩余.将满足有效性的解的集合记为X(N,

F , v),即

X(N,F , v) = {x ∈ Rn | x(N) = v(N)}.

定义5 设(N,F , v) ∈ RGN以及{α(S) ∈ R+ |
S ∈ F}为任意的一组权重系数,如果φ是最优化问

题

min
∑
S∈F

α(S)(v(S)− x(S))2,

s.t. x(N) = v(N) (4)

的解,则称φ为{α(S) | S ∈ F}对应的最小二乘解.
在不混淆的情况下,直接称其为最小二乘解.
本文假设联盟权重系数都为正数.显然,最优化

问题(4)是最优化问题(1)的直接扩展.

2.2 最小二乘解的存在性和唯一性条件

本小节探讨具有可行联盟的合作对策的最小二

乘解的存在性,并给出其唯一性的充要条件.

定义6 设联盟S ∈ 2N和n维向量 eS ∈ Rn为

eSi =

1, i ∈ S;

0, i ̸∈ S.

则称eS为联盟S的指示函数.对于F中所有可行联
盟的指示函数,其极大线性无关组的向量个数称为F
的秩,并用R(F)表示.

显然,R(F) ⩽ n.当R(F) = n时,称F为非奇异
的,否则称为奇异的.
例2 考虑N = {1, 2, 3, 4}上的集合系统.对于

F = {∅, {1}, {2}, {3}, {4}, N},有R(F) = 4;对于F ′

= {∅, {1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {1, 4}, N},有 R(F ′) = 3.
定理2 具有可行联盟的合作对策的最小二乘

解一定存在.
证明 本定理等价于最优化问题 (4)的解存在.

根据凸规划理论,因为X(N,F , v)是凸集,所以只需
证明W (x, v,F) =

∑
S∈F

α(S)(v(S)− x(S))2是关于

x ∈ X(N,F , v)的严格拟凸函数.
设x、y ∈ X(N,F , v)和实数κ ∈ (0, 1).不妨设

W (x, v,F) < W (y, v,F),并记A(S) = v(S)− x(S),

B(S) = v(S) − y(S).显然,κx + (1 − κ)y ∈ X(N,

F , v).于是

W (κx+ (1− κ)y, v,F) =∑
S∈F

α(S)[κA(S) + (1− κ)B(S)]2 =∑
S∈F

α(S)[B(S) + κ(A(S)−B(S))]2 =

W (y, v,F) +
∑
S∈F

α(S)[κ2(A(S)−B(S))2+

2κ(A(S)−B(S))B(S)] <

W (y, v,F) +
∑
S∈F

α(S)[κ(A(S)−B(S))2+

2κ(A(S)−B(S))B(S)] =

W (y, v,F) +
∑
S∈F

α(S)[κ(A(S)−

B(S))(A(S) +B(S))] =

W (y, v,F) + κ(W (x, v,F)−W (y, v,F)) <

W (y, v,F).

这表明W (x, v,F)是严格拟凸函数. 2
定理3 具有可行联盟的合作对策有唯一最小

二乘解,当且仅当其可行联盟集合是非奇异的.
证明 该定理等价于最优化问题(4)存在唯一最

优解,当且仅当R(F) = n.
必要性.设x是最优化问题 (4)的唯一解,并假设

R(F) ̸= n.对于关于y的方程组y(S) = x(S),∀S ∈
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F\{∅},因为R(F) ̸= n且x是其中的一个解,所以
该方程组存在无穷多个解.显然,这些解都是最优化
问题 (4)的最优解,而这与最优解x的唯一性矛盾.因
此,R(F) = n.
充分性.当R(F) = n时,假设最优化问题 (4)存

在最优解x和y,且至少存在一个非空的S ∈ F ,使得
x(S) ̸= y(S).由定理2的证明过程可得W

(x+ y

2
,

v,F
)
< W (x, v,F),这与x是最优化问题 (4)的最优

解矛盾.因此,对于所有的S ∈ F都有x(S) = y(S).
令 zi = xi − yi,对于方程组 z(S) = 0,∀S ∈

F\{∅}.因为R(F) = n,即上述齐次线性方程组的
系数矩阵是非奇异的,所以z = 0.从而x = y,即得
唯一性. 2
注1 具有可行联盟的合作对策对应于给定的

联盟权重系数的最小二乘解不唯一 (即无穷多个),当
且仅当其可行联盟集合是奇异的.

注2 联盟权重系数可由正数弱化为非负数.此
时,如果正权重系数对应的可行联盟全体构成的集合
是非奇异的,则其最小二乘解唯一.定理1和定理3均
为此结论的特例.

3 最小二乘解的矩阵解法

本节提出刻画最优化问题(4)的最优解的矩阵方
程,并基于此方程求解并分析最小二乘解的表达式.
构造最优化问题 (4)的拉格朗日函数,并利用其

一阶条件可得,最优化问题 (4)的最优解可由如下方
程组刻画:

∑
S∈F,i∈S

α(S)[x(S)− v(S)] =

∑
S∈F,j∈S

α(S)[x(S)− v(S)], i, j ∈ N ;

∑
i∈N

xi = v(N).

(5)

给定 i ∈ N ,将式 (5)中第1个等式两端对所有的
j ∈ N求和并化简,可得∑

S∈F,i∈S

nα(S)x(S)−
∑
S∈F

sα(S)x(S) =

∑
S∈F,i∈S

nα(S)v(S)−
∑
S∈F

sα(S)v(S).

上式可进一步写成

βixi +
∑

j∈N\{i}

(βij − βj)xj = (6)

∑
S∈F,i∈S

(n− s)α(S)v(S)−
∑

S∈F,i/∈S

sα(S)v(S),

其中



βi =
∑

S∈F,i∈S

(n− s)α(S),

βij =
∑

S∈F,i∈S,j∈S

nα(S),

βj =
∑

S∈F,j∈S

sα(S).

(7)

显然有

βi = (n− 1)βi −
∑

j∈N\{i}

βij , ∀i ∈ N. (8)

对于所有的i ∈ N都有式 (6)成立,即可得n个关

于x的方程.任取其中的n− 1个方程(因为任意一个
方程是由其他n − 1个方程相加再取相反数而得到

的)与
∑
i∈N

xi = v(N)组成方程组,则此方程组是式(5)

的同解变形.不妨取 i = 1, 2, . . . , n − 1,并将其写成
矩阵方程的形式

AX = B. (9)

其中

A =

β1 . . . β1(n−1)− βn−1 β1n− βn

β21− β1 . . . β2(n−1)− βn−1 β2n− βn

...
. . .

...
...

β(n−1)1− β1 . . . β(n−1)(n−1)− βn−1 β(n−1)n− βn

1 . . . 1 1


,

B =

∑
S∈F
1∈S

(n− s)α(S)v(S)−
∑
S∈F
1/∈S

sα(S)v(S)

∑
S∈F
2∈S

(n− s)α(S)v(S)−
∑
S∈F
2/∈S

sα(S)v(S)

...∑
S∈F

n−1∈S

(n− s)α(S)v(S)−
∑
S∈F

n−1/∈S

sα(S)v(S)

v(N)


,

X = [x1, x2, . . . , xn]
T.

结合定理2可知,方程 (9)的解 (即最小二乘解)一
定存在.下面基于该方程分析最小二乘解的表达式.
一般地,系数矩阵A的第k(k = 1, 2, . . . , n−1)行

的元素不一定满足βki − βi = βkj − βj , ∀i, j ∈ N .由
矩阵初等变换可知,不能只通过第n行将第k行主对

角线之外的元素全部化为0.这表明方程 (9)的解不
一定具有式(2)或(3)的统一形式.
特殊地,易得如下定理.
定理4 如果:
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1)对于规范任意的k ∈ {1, 2, . . . , n − 1}和任意
的 i, j ∈ N\{k},有

βki − βi = βkj − βj ̸= βk;

2)对于任意的i, j ∈ {1, 2, . . . , n− 1},有

βi +
∑

k∈N\{i,n}

(βki − βi) =

βj +
∑

k∈N\{j,n}

(βkj − βj) ̸=

∑
k∈N\{n}

(βkn − βn).

则方程(9)有唯一最优解,且其具体表达式为

xi =

βj − βij

βi − βij + βj
v(N) +

∑
S∈F,i∈S

(n− s)α(S)

βi − βij + βj
v(S)−

∑
S∈F,i/∈S

sα(S)

βi − βij + βj
v(S), ∀ i ∈ N. (10)

其中任意的j ∈ N\{i},且
βj − βnj = βj +

∑
k∈N\{j,n}

(βkj − βj),

βn = −
∑

k∈N\{n}

(βkn − βn).
(11)

注3 条件1)保证xi(i = 1, 2, . . . , n − 1)有式

(10)的表达式;条件2)保证xn有式 (10)的表达式.事
实上,式(11)也可根据(8)得到,即条件2)等价于βni −
βi = βnj − βj ̸= βn.因此,定理4的条件可合并为:对
于任意的k ∈ N有βki − βi = βkj − βj ̸= βk, ∀ i, j ∈
N .
注4 如果βi − βij = c,∀i, j ∈ N ,其中c ∈ R为

非零常数 (如果c = 0,则由式 (8)可知A的前n − 1行

元素均为0,即A是奇异的),则此时A是非奇异的,且
可推导出

βi = βj , βij = βkl, k, l ∈ N,

βi = βj , βi − βij + βj = nc ̸= 0.

由式(10)可知

xi =
1

n
v(N) +

∑
S∈F,i∈S

(n− s)α(S)

nc
v(S)−

∑
S∈F,i/∈S

sα(S)

nc
v(S), ∀i ∈ N. (12)

显然,如果权重系数是对称的,即当 |S| = |T |时,α(S)

= α(T ),并令λs =
s(n− s)

n
· α(S)

c
,则式(12)与(3)一

致,即文献[1]的最小二乘解是式(12)的特例.
例3 考虑 (N,F , v),其中N = {1, 2, 3, 4},F =

{∅, {1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {1, 4}, N},特征函数为 v(∅)
= 0, v({1, 2}) = 1, v({2, 3}) = 2, v({3, 4}) = 3, v({1,

4}) = 4, v(N) = 5.由式(7)和(9)可知,联盟权重系数
均为1的最小二乘解等价于如下方程的解:

4 0 −4 0

0 4 0 −4

−4 0 4 0

1 1 1 1



x1

x2

x3

x4

 =


0

−8

0

5

 .

解得

x =



7

2

−2

7

2

0


+ k


−1

1

−1

1

 , k ∈ R,

即对应于联盟权重系数均为1的最小二乘解有无穷
多个.由注1可知,其原因是R(F) = 3 < 4,即可行联
盟集合是奇异的.
例4 在例3的基础上,考虑F ′ = F

∪
{{1}}且

v({1}) = 1,易得R(F ′) = 4.此时,最小二乘解对应
的方程为

7 0 −4 0

−1 4 0 −4

−5 0 4 0

1 1 1 1



x1

x2

x3

x4

 =


3

−9

−1

5

 .

解得

x = A−1B =



1

2
0

1

2
0

−1

2

1

8
−5

8

1

2
5

8
0

7

8
0

−5

8
−1

8
−3

4

1

2




3

−9

−1

5

 =



1

1

2

1

5

2


.

从A−1的第4列可知,x1和x3中v(N)的系数为

0,即它们的取值与大联盟收益无关;而经典合作对策
的最小二乘解的表达式中v(N)的系数始终为1/n.
这直观说明了可行联盟限制情形与经典情形的最小

二乘解存在差异.

4 最小二乘解的性质

具有可行联盟的合作对策的最小二乘解不仅与

联盟权重系数、特征函数有关,而且与可行联盟集合
的结构和秩有关,这使得它的存在性和表达式与经典
情形有很大不同. Ruiz等[1]研究经典合作对策的最

小二乘解时假设联盟的权重系数是对称的,即权重系
数仅与联盟的基数有关.类似地,本节在联盟权重系
数是对称的前提下,探讨当最小二乘解唯一时该解满
足的性质.
为了方便,将RGN上满足R(F) = n的合作对
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策全体记为RGN
0 ;将对称的权重系数{α(s) | S ∈

F\{∅, N}, |S| = s}简记为α;将(N,F , v) ∈ RGN
0 对

应于权重系数α的最小二乘解记为LSα(N,F , v).
定义7 设(N,F , v), (N,F , w) ∈ RGN和a、b ∈

R.如果x(N,F , av + bw) = ax(N,F , v) + bx(N,

F , v),则称x满足线性.
线性表明局中人的分配值随着联盟收益同比例

变化,而且将联盟收益分开或合并讨论均不影响最终
分配.
定义8 设 (N,F , v) ∈ RGN .如果 i, j ∈ N满

足: 1)对于任意的S ⊆ N\{i, j}, S
∪
{i} ∈ F ,当且仅

当S
∪
{j} ∈ F ; 2) 对于任意的S

∪
{i}, S

∪
{j} ∈ F ,

有v(S
∪
{i}) = v(S

∪
{j}).则称i和j是可替代的.

定义9 设 (N,F , v) ∈ RGN .如果对于任意的
可替代局中人 i, j ∈ N有xi(N,F , v) = xj(N,F , v),
则称x满足平等对待性.

平等对待性表明两个局中人在对策中的作用无

差异,那么他们获得的分配值相同.平等对待性是经
典合作对策解的对称性的推广,其隐含条件是对应的
联盟权重系数也相同.
定义10 设(N,F , v) ∈ RGN和π : N → N .如

果x(πN, πF , πv) = πx(N,F , v),则称x满足匿名

性.其中πF = {S ⊆ πN∥π−1S ∈ F}, (πN, πF , πv)

的特征函数为v(πS) = v(S), ∀S ∈ F .
匿名性表明局中人的名称不影响它的分配值.
定义11 设 (N,F , v) ∈ RGN和b ∈ Rn.如果

v(S) =
∑
i∈S

bi, ∀S ∈ F ,则称 (N,F , v)为基于b的非

本质限制对策或简称非本质对策.
当R(F) = n时,非本质对策 (N,F , v)与b是一

一对应的;当R(F) < n时,非本质对策(N,F , v)对应

无穷多个b ∈ Rn.
定义12 设(N,F , v) ∈ RGN是基于b的非本质

限制对策.如果x(N,F , v) = b,则称x满足非本质对

策性.
非本质对策性表明局中人组成联盟不产生额外

的收益,那么他获得的分配值与其“贡献”相同(局中
人的“贡献”并非其单干时的收益).

定义 13 设 (N,F , v) ∈ RGN , a ∈ R, b ∈
Rn.如果x(N,F , av + b) = ax(N,F , v) + b,则称
x满足策略等价性.其中 (N,F , av + b)的特征函数

为(av + b)(S) = av(S) + b(S), ∀S ∈ F .
策略等价性与线性的解释类似.当a = 0时,策

略等价性退化为非本质对策性;当b = 0时,策略等价
性退化为数乘.

定理5 在RGN
0 上的最小二乘解满足有效性、

线性、平等对待性、匿名性、非本质对策性、策略

等价性.
证明 由定义5和式 (9)易知, LSα(N,F , v)满足

有效性、平等对待性、匿名性.下面证明其他性质.
设(N,F , v), (N,F , w) ∈ RGN

0 , a, b ∈ R和α为

联盟权重系数.由定理3可得, (N,F , v)、(N,F , w)

和(N,F , av + bw)的最小二乘解均唯一.基于式 (9),
设 (N,F , v)、(N,F , w)和 (N,F , av + bw)的最小二

乘解对应的矩阵方程分别为AX = B,AX = C

和AX = D.显然,系数矩阵A可逆,并且常数矩阵
D = aB+bC.于是LSα(N,F , av+bw) = aA−1B+

bA−1C = aLSα(N,F , v)+bLSα(N,F , w),即满足线
性.
设 (N,F , v) ∈ RGN

0 为基于b的非本质限制对

策.因为R(F) = n,所以 (N,F , v)的最小二乘解唯

一.考虑分配x(N,F , v) = b,对于所有的∀S ∈ F有
(x(S) − v(S))2 = 0,从而

∑
S∈F

α(S)(v(S)− x(S))2最

小.这表明b是最小二乘解,即满足非本质联盟性.
由线性以及非本质对策性可以推导出策略等价

性. 2
注5 当R(F) ̸= n时,有效性成立,但是匿名性、

平等对待性、线性、非本质对策性、策略等价性不一

定成立.例如:始终在一起的两个局中人是可替代的,
但是在最小二乘解中只需它们的分配值之和相同即

可,这显然不满足匿名性、平等对待性,进而可推出它
不满足其他性质.
定义14 设(N,F , v) ∈ RGN

0 和 i ∈ N .如果对
于任意的S, S

∪
{i} ∈ F有v(S

∪
{i}) = v(S),则称 i

为(N,F , v)的哑元.
定义15 设(N,F , v) ∈ RGN

0 且 i为(N,F , v)的

哑元.如果xi(N,F , v) = 0,则称x满足哑元性.
命题1 (N,F , v) ∈ RGN

0 的最小二乘解不一定

满足哑元性.
证明 反证法.考虑(N,F , v),其中F = {∅, {1},

{2}, {3}, {1, 2, 3}},且v(∅) = v({2}) = v({3}) = 0,

v({1}) = 1, v(N) = 4.由定义14可知,局中人2和局
中人3均为哑元.然而,该对策对应于联盟权重系数
为1的最小二乘解为 (2, 1, 1),即哑元2与哑元3的分
配值均非0. 2
注6 对于命题1证明过程中的对策,无论对称

权重取何值,其最小二乘解始终不满足哑元性.该性
质与经典情形存在差异,因为在经典合作对策中存在
满足哑元性的最小二乘解,且该解唯一 (即为Shapley
值).另外,对于模糊支付合作对策,由最小二乘解与
模糊Shapley值的关系可知,文献 [9]利用最小平方优
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化方法得到的解满足无关局中人性质 (定理4)和虚
拟局中人性质(定理5)存在一些问题.
给定的S ∈ F\{∅, N}.考虑 (N,F , v) ∈ RGN

0 ,
其特征函数为v(S) ̸= 0, v(N) ̸= v(S), v(T ) = 0,
且∀T ∈ F\{S,N},易证,该对策的最小二乘解满
足x(S) ̸= v(S),并且存在T ∈ F\{∅, S,N}使得
x(T ) ̸= 0.也就是说,联盟T的收益为0(称其为非本
质联盟),但联盟T中局中人的最小二乘解不一定为

0.这表明最小二乘解不满足非本质联盟可去性,即
非本质联盟影响最终收益.因此,收益为0的可行联
盟即使不影响可行联盟集合的秩,在计算最小二乘解
时也不可将其省略.

5 最小二乘解的修正

基于形成联盟时不可分开的局中人获得相同的

分配值这一分配准则,本节在最小二乘解的基础上提
出对称最小二乘解,并探讨其存在性、唯一性条件和
相关性质.

定义16 [7] 设F为可行联盟集合和 i、j ∈ N .
如果对于任意的S ∈ F ,有{i, j}

∩
S = {i, j}或者

{i, j}
∩

S = ∅,则称i与j在F中是同质的.
定义17 [7] 设(N,F , v) ∈ RGN .如果对于同质

的局中人 i、j ∈ N有xi(N,F , v) = xj(N,F , v),则称
x满足同质等对待性.
同质的局中人不能单独与其他局中人合作形成

可行联盟,它们必须作为整体而存在.如果合作对策
中存在同质局中人,则其可行联盟集合是奇异的,从
而其最小二乘解不唯一.同质等对待性表明局中人
如果在形成可行联盟时始终不可分开,则它们获得相
同的分配值.
定义 18 设 (N,F , v) ∈ RGN , α为权重系数,

LSα是 (N,F , v)对应于α的最小二乘解的集合.如
果x ∈ LSα满足xi(N,F , v) = xj(N,F , v),其中 i、

j ∈ N是同质的局中人,则称x为对称最小二乘解.
对称最小二乘解是当最小二乘解不唯一时的一

种修正解.然而,对称最小二乘解不一定存在,也不一
定唯一.下面利用同质关系对局中人集合N进行划

分,并基于此探讨对称最小二乘解的唯一性条件.
设 (N1(F), N2(F), . . . , Nk(F)(F)), k(F) ∈ N+,

满足:
1)局中人i、j ∈ N是同质的,当且仅当存在一个

t ∈ {1, 2, . . . , k(F)},使得i、j ∈ Nt(F);
2) 没有与局中人 i ∈ N同质的其他局中人,则

存在一个 t ∈ {1, 2, . . . , k(F)},使得 i ∈ Nt(F)且

|Nt(F)| = 1.
显然,上述划分唯一,且对于 l, h ∈ {1, 2, . . . ,

k(F)}, l ̸= h,有Nl(F)
∩
Nh(F) = ∅和

k(F)∪
i=1

Ni(F)

= N .
定理6 具有可行联盟的合作对策存在唯一的

对称最小二乘解,当且仅当R(F) = k(F) < n.
证明 设 (N1(F), N2(F), . . . , Nk(F)(F))是基

于(N,F , v) ∈ RGN中同质关系对N的划分,且满足|Ni(F)| > 1, i = 1, 2, . . . , d;

|Ni(F)| = 1, i = d+ 1, d+ 2, . . . , k(F).

如果k(F) = n,即不存在同质的局中人,则此时
不存在对称最小二乘解.
如果k(F) < n,则类似于熵对策的构造方法,将

(N,F , v)中同质的局中人看作一个整体,基于前述划
分构造新对策 (N[Ni],F[Ni], v[Ni]),其中

N[Ni] = N\
d∪

i=1

Ni(F)
∪
{i1, i2, . . . , id},

F[Ni] = {S\
k+s∪
i=k

Ni(F)
∪
{ik, . . . , ik+s}|

S
∩ d∪

i=1

Ni(F) =
k+s∪
i=k

Ni(F), S ∈ F},

v[Ni](S) =


v(S), S

∩
{i1, i2, . . . , id} = ∅;

v(S\T
∪ k+s∪

i=k

Ni(F)),

S
∩
{i1, i2, . . . , id} = T ̸= ∅.

显然,R(F[Ni]) = R(F)且 |N[Ni]| = k(F).由定
理3可知, (N[Ni],F[Ni], v[Ni])具有唯一的最小二乘解,
当且仅当R(F[Ni]) = |N[Ni]|,即R(F) = k(F).设
(xi1 , xi2 , . . . , xid , . . . , xik(F)

)是 (N[Ni],F[Ni], v[Ni])唯

一的最小二乘解.定义

yi =


xis , i ∈ Nis(F), is ∈ {id+1, id+2, . . . , ik(F)};

xis

|Nis(F)|
, i ∈ Nis(F), is ∈ {i1, i2, . . . , id}.

则y是 (N,F , v)的对称最小二乘解,并且x与y一一

对应,故y唯一. 2
定义19 设(N,F , v) ∈ RGN是基于b的非本质

限制对策,并设 i ∈ N是不与其他局中人同质的任意

局中人.如果xi(N,F , v) = bi,则称x满足类非本质

对策性.
定义 20 设 (N,F , v) ∈ RGN , a ∈ R和 b ∈

Rn.如果xi(N,F , av + b) = axi(N,F , v) + bi,其中
i ∈ N是与其他局中人不同质的任意局中人,则称x

满足类策略等价性.
基于式(9)、定理5和定义18易得如下定理.
定理7 如果 (N,F , v)的对称最小二乘解唯一,

则该解满足有效性、线性、平等对待性、匿名性、同质
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等对待性、类非本质对策性、类策略等价性.
例5 考虑(N,F , v),其中N = {1, 2, 3, 4},F =

{∅, {1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {1, 4}, N}.因为R(F) = 3 <

4,所以该对策对应于给定联盟权重系数的最小二乘
解有无穷多个.因为该对策中没有同质的局中人,所
以不存在对称最小二乘解.
例6 考虑 (N,F , v),其中N = {1, 2, 3, 4, 5, 6},

F = {∅, {1, 2}, {2, 3, 4}, {5, 6}, N}.此时,R(F) = 4

< 6,局中人5与局中人6是同质的 (k(F) = 5),而对
称最小二乘解有无穷多个.
例 7 考虑 (N,F , v),其中N = {1, 2, 3, 4, 5},

F = {∅, {1, 2}, {2, 3}, {1, 3}, {4, 5}, N}.此时,局中
人4与局中人5是同质的,R(F) = k(F) = 4 < 5,
故对称最小二乘解唯一.

6 结 论

本文从局中人合作限制的角度对经典合作对策

的最小二乘解进行扩展,提出了具有可行联盟的合作
对策的最小二乘解,并利用凸规划理论探讨了该最小
二乘解的存在性,给出了其唯一性条件,同时讨论了
该解的具体表达式和相关性质,并且提出了最小二乘
解的一种修正,即对称最小二乘解.本文构建的最小
二乘解相关理论可为特殊联盟结构下相关单值解的

研究提供参考,该解也可广泛应用于经济与管理等领
域.
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