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摘 要: 研究一类非线性系统的全局快速有限时间鲁棒控制问题.借助于符号函数技术和快速有限时间稳定性
理论,构造一个新的Lyapunov函数,确保所设计的非光滑控制器能够处理系统的多种不确定性,且可以缩短系统
状态的收敛时间.最后,通过一个仿真实例来说明所提出控制策略的有效性.
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Global fast finite-time robust control for a class of nonlinear systems
LIU Cai-yun1, SUN Zong-yao1†, MENG Qing-hua2, CAI Bin1, TAN Qing-quan3

(1. Institute of Automation，Qufu Normal University，Qufu 273165，China；2. School of Mechanical Engineering，
Hangzhou Dianzi University，Hangzhou 310018，China；3. Earthquake Administration of Beijing Municipality，Beijing
100080，China)

Abstract: This paper investigates the global fast finite time robust control problem for a class of nonlinear systems. A new
Lyapunov function is constructed based on the sign function technique and fast finite-time stability theory, which ensures
the proposed non-smooth controller can effectively deal with various uncertainties of the system to be investigated, and
the convergence time is shortened. Finally, a simulation example is presented to illustrate the effectiveness of the proposed
method.
Keywords: fast finite-time；robust control；sign function；non-smooth controller；uncertainties；convergence time

0 引 言

近几十年来,非线性系统的控制问题得到了快速
发展[1-3],其中有限时间稳定问题因具有收敛速度快、
精度高、鲁棒性好等特点,近年来受到了越来越多的
关注[4-7].另一方面,实际控制系统不可避免地受到外
界干扰的影响[8-11],因此必须尽可能地减小它们对输
出的影响.然而,当未知参数和扰动同时存在时,系统
的鲁棒控制问题并没有得到解决.因此,一个新的研
究问题被提出来:如何解决系统的全局快速有限时
间鲁棒控制问题,并缩短系统状态的收敛时间?

本文在设计过程中遇到的难点和主要贡献如

下: 1) 为实现系统的快速有限时间镇定, Lyapunov函
数的构造是十分困难的.即使找到合适的Lyapunov
函数,由于符号函数的存在也使得求导设计过程十分
复杂. 2) 通过减弱对非线性项函数的限制,使得本文
的适用范围更加广泛,实际意义更加鲜明.但是构造

反馈控制器时,允许多大的不确定性存在是本文需要
解决的重点问题,也是本文的难点. 3) 本文的收敛速
度较已有结果得到大大提高,且收敛时间依赖于初始
状态,解决了以往有限时间结果仅适用于初始值在零
点附近的情况.

1 预༷知䇶

下面给出本文用到的一些重要引理[11-14].
引理1 设c、d是正常数, γ(x, y)是给定的正实

值函数,对于任意的x ∈ R, y ∈ R,如下不等式成立:

|xcyd| ⩽ c

c+ d
γ(·)|x|c+d +

d

c+ d
γ(·)−c/d|y|c+d.

引理2 给定常数r ⩾ 0,对于任意的x ∈ R, y ∈
R,如下不等式成立:

|x+ y|r ⩽ cr(|x|r + |y|r).

其中:若 r ⩾ 1,则 cr = 2r−1;若 0 ⩽ r < 1,则
cr = 1.此外,若r为奇数且0 < r ⩽ 1,则有 |xr−yr| ⩽
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21−r|x− y|r.
引理3 给定奇整数p = c/d ⩾ 1,且d ⩾ 1,对于

任意的x ∈ R, y ∈ R,如下不等式成立:

|xp − yp| ⩽ 21−
1
d × |⌈x⌉c − ⌈y⌉c| 1d .

引理4 设f(x, y) : Rn ×Rm → R是一个连续

可微函数,且满足f(0, y) = 0,则存在一个正光滑函

数 f̂(x, y)使得 f(x, y) ⩽ f̂(x, y)

n∑
i=1

|xi|.

引理5 考虑如下自治系统:

ẋ(t) = f(x(t)), f(0) = 0, x ∈ U0 ⊆ Rn, (1)

其中f : U0 → Rn在包含原点的开邻域U0内是连续

的.同时,假设连续可微函数:W (x) : Rn → R+是正

定的,并且是径向无界的.假设W沿系统 (1)的解的
时间导数满足Ẇ +m1W

α1 +m2W
α2 ⩽ 0,其中m1、

m2 > 0且α1 ⩾ 1, 0 < α2 < 1为已知常数.于是,当
时间T ⩾ 0时,对于任意t ⩾ T都有x(t) = 0.其中

T =
1

m2(1− α2)
+
W 1−α1(x(0))− 1

m1(1− α1)
, α1 > 1;

1

m1(1− α2)
ln

(
1 +

m1

m2
W 1−α2(x(0))

)
, α1 = 1.

引理6 设p ∈ [1,∞).当 i = 1, 2, . . . , n时,对于
任意的xi ∈ R,如下不等式成立:

(|x1|+ . . .+ |xn|)p ⩽ np−1(|x1|p + . . .+ |xn|p).

2 非线性系统的控制设计

2.1 问题陈述和预备知识

本文研究如下非线性系统:
ẋi = di(t, x, u)xi+1 + fi(t, x, u) + gi(t, x, u)ω,

ẋn = dn(t, x, u)u+ fn(t, x, u) + gn(t, x, u)ω,

y = h(x1).

(2)

其中: i = 1, 2, . . . , n − 1;x ∈ Rn是系统状态且初始

条件满足x(0) = x0;u ≜ xn+1 ∈ R和y ∈ R分别为

系统的控制输入和输出; di(·) : R+ ×Rn ×R → R,
gi(·) : R+×Rn×R → Rs和 fi(·) : R+×Rn×R →
R为连续函数;函数h(x1)连续可微且满足h(0) = 0;
ω : R+ → Rs为连续时变干扰信号且满足ω ∈ L2.

本文目标是设计一个非光滑控制器u(t),若ω =

0,则闭环系统的状态快速收敛到零;若ω ̸= 0,则使得w t

0
|y(s)|2ds ⩽ ε2

w t

0
∥ω(s)∥2ds+ ζ(x0)

成立.其中: ε > 0是预先给定的任意小的实数, ζ ⩾ 0

是一个合适的非负常数.
为实现目标,本文给出如下假设:
假设1 对于 i = 1, 2, . . . , n,存在一个非负光滑

函数 f̄i(x̄i) : R
i → R且 f̄i(0) = 0,使得

|fi| ⩽
di(·)
2

|xi+1|+
i∑

j=1

|xj |
µij+

ri+γ

rj f̄i(x̄i).

其中: di(·)与式 (2)中定义相同; γ ∈ (−1/n, 0);µij ⩾
0; r1, . . . , rn定义为 r1 = 1, rj = rj−1 + γ, j =

1, 2, . . . , n.
假设 2 对于 i = 1, 2, . . . , n,存在连续函数

µi(x̄i)和正光滑函数λi(x̄i),使得λi(x̄i) ⩽ |di(·)| ⩽
µi(x̄i).
假设3 对于 i = 1, 2, . . . , n,存在一个非负连续

函数φi(x̄i)且φi(0) = 0,使得∥gi(·)∥ ⩽ φi(x̄i).
注1 与文献 [5]的假设条件相比,假设2不仅将

|di|的上界µi放宽为关于x1, . . . , xi的连续函数,而
且允许下界λi为关于x1, . . . , xi的光滑函数.同时,
假设2表明di为严格正或严格负.不失一般性,在接
下来的控制器设计过程中,本文仅考虑di > 0的情

况, di < 0的情况类似可得.
引入如下坐标变换:

z1 = x1, x∗1 = 0,

z2 = ⌈x2⌉
1
r2 − ⌈x∗2⌉

1
r2 , x∗2 = −ξ1(x1)⌈z1⌉r2 ,

...
...

zn= ⌈xn⌉
1
rn − ⌈x∗n⌉

1
rn , x∗n=−ξn−1(x̄n−1)⌈zn−1⌉rn ,

zn+1 = ⌈xn+1⌉
1

rn+1 − ⌈x∗n+1⌉
1

rn+1 = 0,

u(t) = xn+1 = x∗n+1 = −ξn(x)⌈zn⌉rn+1 . (3)

其中: ξi(x̄i) > 0 (i = 1, 2, . . . , n)是光滑函数.为了实
现控制器u(t)的设计,本文定义

Wk(x̄k) =
w xk

x∗
k

⌈
⌈s⌉

1
rk − ⌈x∗k⌉

1
rk

⌉2−rk+1ds,

其中k = 1, 2, . . . , n. Wk的性质由如下命题描述.
命题1 对于k = 1, 2, . . . , n,Wk连续可微且满

足
∂Wk

∂xi
= −

w xk

x∗
k

∣∣⌈s⌉ 1
rk − ⌈x∗k⌉

1
rk

∣∣1−rk+1ds·

(2− rk+1)
∂⌈x∗k⌉

1
rk

∂xi
, i = 1, 2, . . . , k − 1;

∂Wk

∂xk
= ⌈zk⌉2−rk+1 ;

ck1|xk − x∗k|
2−γ
rk ⩽Wk ⩽ ck2|zk|2−γ .

其中

ck1 =
rk

2− γ
2(2−rk+1)(rk−1)/rk , ck2 = 21−rk .

2.2 控制器设计

设计过程分为以下两步.
step 1:设V1(x1) = Ẇ1 + m1W

α1
1 ,其中α1 ⩾

1,m1为正常数.首先由引理4可知,存在一个正光滑
函数ψ0(x1)满足h(x1) ⩽ ψ0(x1)|x1|,从而不难证明
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V1 ⩽

⌈z1⌉1−γd1(x2 − x∗2) + ⌈x1⌉1−γd1x
∗
2 + ψ2

0z
2
1+

⌈z1⌉1−γf1 + ⌈z1⌉1−γg1ω +m1W
α1
1 − y2. (4)

注意到 |z1|1−γ |x∗2| = −⌈z1⌉1−γx∗2,即⌈z1⌉1−γx∗2 < 0.
则由假设1和引理2可得

⌈z1⌉1−γf1 ⩽ |z1|1−γ
(d1
2
|x2|+ |z1|µ11+1+γ f̄1(z1)

)
⩽

d1
2
|z1|1−γ |z2|1+γ − d1

2
⌈z1⌉1−γx∗2+

z21(1 + z21)
µ11
2 f̄1. (5)

其次,通过引理1不难证明,存在光滑函数φ̂1(x1)

使得

⌈z1⌉1−γg1ω ⩽ |z1|1−γφ1(x1)∥ω∥ ⩽

η∥ω∥2 + φ̂2
1

4η
z21(1 + z21)

−γ , (6)

其中η为稍后确定的正常数.同时,由命题1得

m1W
α1
1 ⩽ m1c

α1
12 z

2
1(1 + z21)

(2−γ)α1
2 −1. (7)

最后,将式(5)∼ (7)代入(4),得到如下不等式:

V1 ⩽ ⌈z1⌉1−γd1(x2 − x∗2) +
d1
2
|z1|1−γ |z2|1+γ−

y2 + ⌈z1⌉1−γ
(d1
2
x∗2 + ⌈z1⌉1+γϕ1

)
+ η∥ω∥2,

(8)

其中

ϕ1 =(1 + z21)
µ11
2 f̄1 +

φ̂2
1

4η
(1 + z21)

−γ+

m1c
α1
12 (1 + z21)

(2−γ)α1
2 −1 + ψ2

0 .

选择ξ1 =
−2(n+ λ+ ϕ1)

λ1
,则式(8)变为

V1 ⩽ − (n+ λ)z21 + ⌈z1⌉2−r2d1(x2 − x∗2)+

d1
2
|z1|2−r2 |z2|r2 + η∥ω∥2 − y2. (9)

在ξ1中引入常数λ > 0的目的是调节收敛速度.
step k(k = 2, . . . , n):假设在第k−1步,可以找到

函数Vk−1(x̄k−1)和正光滑函数ξ1, . . . , ξk−1,使得

Vk−1 ⩽ − (n+ λ− k + 2)

k−1∑
i=1

z2i + (k − 1)η∥ω∥2+

⌈zk−1⌉2−rkdk−1(xk − x∗k)+

dk−1

2
|zk−1|2−rk |zk|rk − y2, (10)

则当k = 2时,式 (10)即为 (8).接下来需要确定光滑
函数ξk.考虑Vk(x̄k) = Vk−1 + Ẇk + m1Wk,利用式
(10)及命题1不难证明

Vk ⩽ − (n+ λ− k + 2)

k∑
i=1

z2i + (k − 1)η∥ω∥2+

⌈zk−1⌉2−rkdk−1(xk − x∗k) + ⌈zk⌉2−rk+1 ẋk+

dk−1

2
|zk−1|2−rk |zk|rk +

k−1∑
i=1

∂Wk

∂xi
ẋi+

m1c
α1

k2 |zk|
(2−γ)α1 − y2. (11)

下面对式 (11)中的每一项进行估计.首先,由假
设2、引理3和引理4可知,存在光滑函数ϕk1使得

⌈zk−1⌉2−rkdk−1(xk− x∗k)+
dk−1

2
|zk−1|2−rk |zk|

1
rk ⩽

|zk−1|2−rkµk−1(x̄k−1)
1
2 21−rk |zk|rk+

µk−1

2
|zk−1|2−rk |zk|rk ⩽

1

4
z2k−1 + ϕk1z

2
k, (12)

其中

ϕk1 =
rk
2
(8− 4rk)

2−rk
rk

(
1 +

µ2
k−1

4

) 1
rk
+

rk
2
(8− 4rk)

2−rk
rk 2

2(1−rk)

rk (1 + µ2
k−1)

2
rk .

其次,存在光滑函数ϕk2 = m1c
α1

k2(1 + z2k)
(2−γ)α1

2 −1使

得

m1c
α1

k2 |zk|
(2−γ)α1 ⩽ ϕk2z

2
k. (13)

再次,经过复杂的计算,可以找到合适的光滑函
数ϕk3(x̄k)、ϕk4(x̄k)满足不等式

⌈zk⌉2−rk+1 ẋk ⩽

⌈zk⌉2−rk+1dk(xk+1 − x∗k+1) + ϕk3z
2
k +

η

2
∥ω∥2+

1

2

k−2∑
j=1

z2j +
1

4
z2k−1 + ⌈zk⌉2−rk+1dkx

∗
k+1+

dk
2
|zk|2−rk+1(|zk+1|rk+1 + |x∗k+1|),

k−1∑
i=1

∂Wk

∂xi
ẋi ⩽ ϕk4z

2
k +

1

2

k−1∑
i=1

z2i +
η

2
∥ω∥2. (14)

最后,将式(12)∼ (14)代入(11)得

Vk ⩽

− (n+ λ− k + 1)
k−1∑
i=1

z2i + (ϕk1 + . . .+ ϕk4)z
2
k+

dk
2
|zk|2−rk+1(|zk+1|rk+1 + |x∗k+1|) + kη∥ω∥2+

⌈zk⌉2−rk+1dk(xk+1 − x∗k+1)− y2+

⌈zk⌉2−rk+1dkx
∗
k+1. (15)

注意到 |zk|2−rk+1 |x∗k+1| = −⌈zk⌉2−rk+1x∗k+1,由此可
以推断出⌈zk⌉2−rk+1x∗k+1 < 0.因此选择

ξk = −2(n+ λ− k + 1 + ϕk1 + . . .+ ϕk4)

λk
,



第4期 刘彩云等: 一类非线性系统的全局快速有限时间鲁棒控制 1007

则式(15)变为

Vk ⩽ − (n+ λ− k + 1)

k∑
i=1

z2i + kη∥ω∥2−

y2 +
3µk(x̄k)

2
|zk|2−rk+1 |zk+1|rk+1+

⌈zk⌉2−rk+1dk(xk+1 − x∗k+1). (16)

重复上述归纳论证过程容易验证,当k = n时,
式(16)仍然成立,其中控制器为

u(t) = −
⌈ n∑

i=1

( n∏
j=i

ξ
1

rj+1

j ⌈xi⌉
1
ri

)⌉rn+1

. (17)

换言之,一旦ξi(i = 1, 2, . . . , n)被恰当地选取,并且定
义η = ε2/n,则式(16)可进一步表示为

Vn(x) ⩽ −(1 + λ)
n∑

i=1

z2i + ε2∥ω∥2 − y2, (18)

其中Vn =

n∑
i=1

(Ẇi +m1W
α1

i ).

3 主要结果

定理1 如果系统 (2)满足假设1∼假设3,则可
以找到非光滑的控制器(17)使得:

1)当ω = 0时,闭环系统的状态在有限时间内收
敛到零,且收敛速度比已有结果快;

2)当ω(t) ∈ L2时,∀t ∈ [0,∞),如下不等式成立:w t

0
|y(s)|2ds ⩽ ε2

w t

0
∥ω(s)∥2ds+ ζ(x0).

证明 证明过程分为两步.
step 1:W的正定性及径向无界性.定义W (x) =

n∑
i=1

Wi(x̄i),则由命题1知W (x) ⩾
n∑

i=1

ci1|xi − x∗i | ⩾

0,当且仅当只有xi = x∗i 时,W (x) = 0.当 i = 1

时,因x∗1 = 0,故x1 = 0.因此,利用递推法可得,当
且仅当x1 = . . . = xn = 0时,有W (x) = 0,即
W是正定的.接下来采用归纳法证明W (x)是径向无

界的,即当x → ∞时,有W → ∞.当n = 1时,显
然W = W1是径向无界的.当m ⩾ 2, . . . , n,假设

n = m时,
m∑
i=1

Wi是径向无界的,即∥x̄m∥ → ∞时,有

m∑
i=1

Wi → ∞.显然, ∥x̄m+1∥ → ∞意味着∥x̄m∥ → ∞

或者 |xm+1| → ∞.假设∥x̄m∥ → ∞,则
m+1∑
i=1

Wi ⩾
m∑
i=1

Wi → ∞.假设 |xm+1| → ∞,则x∗m+1的连续性

保证了
m+1∑
i=1

Wi ⩾ cm+1,1|xm+1 − x∗m+1| → ∞.因此,

可以证明W是径向无界的.
step 2:理论分析.对于 i = 1, 2, . . . , n,由hi、ξi、

fi、gi、di和ω为连续函数可得,当 tm > 0时,包含式
(3)和 (17)的闭环系统的状态在 [0, tm)上有定义.下
面证明tm = ∞.实际上,由式(18)不难得到

Ẇ (x(t)) ⩽ ε2∥ω(t)∥2, ∀t ∈ [0, tm).

对上式两边同时积分,并由ω ∈ L2知

W (x) ⩽W (x0) + ε2
w t

0
∥ω(s)∥2ds ⩽

W (x0) + ε2
w ∞

0
∥ω(s)∥2ds <∞. (19)

对于每一个有限的 t,W的上界是有限的,且只有当
t → ∞时,W → ∞.因此,利用反证法容易验证闭环
系统的状态不可能存在一个有限的逃逸时间,从而,
当 tm = ∞时状态有定义,即系统状态在 [0,∞)上有

定义.下面将分两种情况进行分析.
1)当ω = 0时.由命题1和引理2可以推得

W
2

2−γ ⩽
( n∑

i=1

ci2|zi|2−γ
) 2

2−γ ⩽ 2
n∑

i=1

z2i . (20)

同时,由引理6知

m1W
α1 ⩽ m1 · nα1−1

n∑
i=1

Wα1

i . (21)

选取m11 =
m1

nα1−1
,m12 =

λ+ 1

2
和α2 =

2

2− γ
,利用

式(18)、(20)和(21),不难得到

Ẇ +m11W
α1 +m12W

α2 ⩽

Ẇ +m1

n∑
i=1

Wα1

i + 2m12

n∑
i=1

z2i ⩽

− y2 ⩽ 0. (22)

因此,由引理 5可知,系统状态在有限时间内收敛到
零.当α1 = 1时,利用引理5得到的有限时间为

T (m11, λ) =
(γ− 2)/γ

m11
ln

(
1+

m11

m12
W

1
(γ−2)/γ (x0)

)
.

此外,可以通过调节参数m11和λ来调节T .当α1 > 1

时,由引理5得

T =
(γ − 2)/γ

m12
+
W 1−α2(x0)− 1

m11(1− α1)
.

2) 当ω ̸= 0时.由式 (19)知Wi ∈ L∞,因此通过
递推法容易证明,闭环系统状态在 [0,∞)上是全局一

致有界的.同时,通过式(18)进一步推断出w t

0
|y(s)|2ds ⩽

ε2
w t

0
∥ω(s)∥2ds−

w t

0

(
Ẇ (s)+(1+λ)

n∑
i=1

z2i (s)
)

ds ⩽

ε2
w t

0
∥ω(s)∥2ds+ ζ(x0),

其中ζ(x0) =W (x0). 2
注2 本文中的快速有限时间镇定与已有文献

[7,13]有很大的不同,虽然两者都是基于全局有限时
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间稳定性理论的,但固定时间镇定的收敛时间与初始
条件无关,而本文的快速收敛时间依赖于状态的初始
值,且可以通过设计参数进行调节.值得注意的是,系
统 (2)在满足上述假设1∼假设3的情况下,如果将条
件ω ∈ L2修改为ω ∈ L2m,其中m是正整数,则定理1
的结论仍然成立.

4 结 论

本文基于符号函数和增加幂次积分法设计非光

滑控制器,解决了一类非线性系统的全局快速有限时
间鲁棒控制问题.并且本文的收敛时间不仅依赖于
初始状态,而且还可以通过改变设计参数进行调节,
从而缩短了系统状态的收敛时间.仿真实例表明了
本文方法的有效性.
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