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时滞乘积型Lyapunov泛函的时变时滞系统稳定性新判据
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摘 要: 应用新的Lyapunov泛函研究时变时滞系统的渐近稳定性问题.首先,基于Bessel-Legendre积分不等式和
改进的自由矩阵积分不等式,提出两个新的时滞乘积型Lyapunov泛函,其充分利用时滞d(t)与二次型函数的乘积

信息以及时滞h − d(t)与二次型函数的乘积信息;然后,采用Bessel-Legendre积分不等式和改进的逆凸组合方法
估计时滞乘积型Lyapunov泛函导数的积分项,得到两个低保守性的时滞相关稳定性判据;最后,通过两个数值算
例进行验证,结果表明,与最近相关方法相比,所提出方法可获得更大的允许时滞上界,进一步表明了所提出方法
的可行性和低保守性.
关键词: 时变时滞系统；时滞乘积型Lyapunov泛函；稳定性；积分不等式；时滞上界
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New criteria for stability time-varying delay systems based on delay-
product-type Lyapunov functionals
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Abstract: The problem of stability for time-varying delay systems is investigated using a new Lyapunov functional. Two
delay-product-type Lyapunov functionals are firstly proposed based on Bessel-Legendre integral inequality and improved
free-matrix-based integral inequality. The functional utilizes the information on both the delay d(t) times quadratic
function and the delay h − d(t) times quadratic function. Then, by using the Bessel-Legendre integral inequality and
the improved reciprocally convex method to estimate the derivative of Lyapunov functional, some less conservative
stability criteria are derived for the considered time-varying delay systems. The feasibility and less conservativeness of
the obtained criteria are verified by two numerical examples. The results obtained show that the proposed methods can
provide a larger admissible delay upper bounds than some existing ones.
Keywords: time-varying delay systems；delay-product-type Lyapunov functionals；stability；integral inequality；delay
upper

0 引 言

时滞现象普遍存在于各类控制系统中,并影响控
制系统的稳定性.在实际应用中,时滞往往是损害系
统性能,导致系统不稳定的重要因素[1],因此对时滞
系统的研究具有重要的科学意义和应用价值,吸引了
国内外众多控制团队的研究兴趣与广泛关注[2-19].

Lyapunov泛函结合积分不等式方法是目前分
析时滞系统稳定性的主流方法,主要目的是获得低
保守性的稳定准则.衡量稳定准则保守性的关键指
标是最大允许时滞上界,即通过稳定条件得到的时

滞上界越大,保守性越小.两种手段可达到降低保
守性的目的:一是构造合适的Lyapunov泛函;二是尽
可能精确地估计Lyapunov泛函导数.构造一个合适
的Lyapunov泛函对于推导低保守性条件尤为重要,
Lyapunov泛函构造方法主要有增广型 Lyapunov泛
函[2-3]和时滞分段型Lyapunov泛函[4, 20],前者在泛函
向量中引入滞后状态、状态导数和状态积分以及多

重积分等有效信息,后者通过将时滞区间分割为多个
子区间,增加待定矩阵的自由度,以实现降低保守性
的目标.另外, Park等[5]在Lyapunov泛函中引入二次
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型多重积分项,也能起到降低保守性的作用.最近,一
些学者在Lyapunov泛函中考虑了二次型函数与时滞
的乘积信息[6-8],可有效捕获时滞和时滞变化率信息,
能有效降低稳定准则的保守性.
另一方面,对Lyapunov泛函导数进行精确估计

以获得低保守性准则也非常重要,因此众多学者致
力于这方面研究,提出了很多关于泛函导数的估计方
法[9-19].在早期的文献中,一般采用模型转换[9]和自

由权矩阵方法[10]处理泛函导数中二次型积分项,但
估计不够精确,保守性较大.而积分不等式方法能较
好地避免前两种方法在估计积分项时产生的保守性,
成为当前的主要估计方法.积分不等式大致可分为
Bessel-Legendre(B-L)型[12, 17]和自由矩阵型[13-16]积

分不等式,两类不等式各有其优缺点.前者需结合逆
凸组合方法[18-19]对泛函导数进行估计,与同阶数的
自由矩阵不等式相比,保守性大,但决策变量少;后者
估计泛函导数时无需结合逆凸组合方法,虽然保守性
相对较小,但引入了一系列自由权矩阵,决策变量多,
计算复杂度较大.综上,学者们在泛函导数的估计方
面取得很多成果,但在泛函的构造方法方面取得的成
果并不多,因此,如何构造低保守性的Lyapunov泛函
还有进一步研究空间.
本文针对时滞系统,在泛函中充分考虑时滞和二

次型函数的乘积信息,提出了两类新的Lyapunov泛
函,即基于Bessel-Legendre的时滞乘积型Lyapunov泛
函和基于自由矩阵的时滞乘积型Lyapunov泛函.利
用提出的Lyapunov泛函结合积分不等式方法,给出
两个新的基于线性矩阵不等式的时滞相关稳定判

据.最后,通过两个数值算例验证所得结果的保守性
更低,以进一步表明所提出方法的可行性和优越性.
本文采用如下记号:Rn、Rn×m分别表示实数

域的n维向量空间和n×m矩阵空间;符号H−1和

HT为矩阵的逆和转置;0和 I分别为合适维数的零

矩阵和单位矩阵;P > 0为矩阵是正定的对称矩阵;
Sym{X} = X + XT为矩阵X与矩阵X转置之和;
“∗”为矩阵中的对称项.

1 问题᧿䘠

考虑如下线性时变时滞系统:ẋ(t) = Ax(t) +Adx(t− d(t)),

x(t) = ϕ(t), − h ⩽ t ⩽ 0.
(1)

其中:x(t) ∈ Rn为系统状态;ϕ(t)为初始函数;A、Ad

为已知常数矩阵; d(t)为时变时滞,满足

0 ⩽ d(t) ⩽ h, − µ ⩽ ḋ(t) ⩽ µ, (2)

h和µ为已知常数.
引理1 [5] 对任意正定矩阵R ∈ Rn×n,常数a、

b,向量函数x : [a, b] → Rn,有w b

a
ẋT(s)Rẋ(s)ds ⩾ 1

b− a
ϖ̂T

0 (t)E
T
e R̂Eeϖ̂0(t). (3)

其中

R̂ = diag{R, 3R, 5R},

τ = b− a, ν̂0(t) = [xT(b) xT(a)]T,

Ee =


I −I 0 0

I I −2I 0

I −I 6I −12I

 ,

ϖ̂0 =[
ν̂T
0 (t)

1

τ

w b

a
xT(s)ds 1

τ2

w b

a

w b

s
xT(u)duds

]T
.

引理2 [19] 对正定矩阵R1, R2 ∈ Rn×n,任意向
量ϖ̂1(t)、̂ϖ2(t),标量γ ∈ (0, 1),任意矩阵N1和N2,有

Ê(γ) =
1

γ
ϖ̂T

1 (t)R1ϖ̂1(t) +
1

1− γ
ϖ̂T

2 (t)R2ϖ̂2(t) ⩾

ϖ̂T
1 (t)[R1 + (1− γ)(R1 −N2R

−1
2 NT

2 )]ϖ̂1(t)+

ϖ̂T
2 (t)[R2 + γ(R2 −NT

1 R−1
1 N1)]ϖ̂2(t)+

2ϖ̂T
1 (t)[(1− γ)N1 + γN2]ϖ̂2(t). (4)

引理3 对向量函数x : [a, b] → Rn,对称矩阵
R ∈ Rn×n, X̂11、X̂22、X̂33 ∈ R4n×4n,任意矩阵X̂12、

X̂13、̂X23 ∈ R4n×4n, Ĝ1、̂G2、̂G3 ∈ R4n×n,满足
X̂11 X̂12 X̂13 Ĝ1

∗ X̂22 X̂23 Ĝ2

∗ ∗ X̂33 Ĝ3

∗ ∗ ∗ R

 > 0,

则如下不等式成立:w b

a
ẋT(s)Rẋ(s)ds ⩾ −ϖ̂T

0 (t)[τX1 + X2]ϖ̂0(t). (5)

其中

X1 =

3∑
i=1

1

2i+ 1
X̂ii, X2 = Sym{[Ĝ1, Ĝ2, Ĝ3]Ee},

ϖ̂0(t)、τ和Ee定义见引理1.
证明 将文献 [14]引理 2的辅助函数 f1(s)和

f2(s)修改为

ς1(s) =
b+ a− 2s

b− a
,

ς2(s) =
6s2 − 6(b+ a)s+ b2 + 4ba+ a2

(b− a)2
.

将 ς1(s)和 ς2(s)替换为 f1(s)和 f2(s),则由类似文献
[14]引理2的证明过程可得引理3. 2
引理4 存在标量 h̄,对称矩阵Ω0、Ω1、Ω2,连续

函数φ(t) ∈ [0, h̄],定义函数F(φ(t)) = φ2(t)Ω0 +
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φ(t)Ω1 +Ω2,满足
1) F(0) = Ω2 < 0,
2) F(h̄) = h̄2Ω0 + h̄Ω1 +Ω2 < 0,
3) −h̄2Ω0 + F(0) < 0,

则如下不等式成立:

F(φ(t)) = φ2(t)Ω0 + φ(t)Ω1 +Ω2 < 0. (6)

证明 将函数F(φ(t))进行简单变换,有

φ2(t)Ω0 + φ(t)Ω1 +Ω2 =

(h̄− φ(t))2

h̄2
Ω2 +

φ(t)(h̄− φ(t))

h̄2
(−h̄2Ω0 +Ω2)+

φ(t)

h̄
(h̄2Ω0 + h̄Ω1 +Ω2),

显然,当条件1)∼条件3)成立时,有 F(φ(t)) < 0. 2
注1 在引理3中,提出一个改进的自由矩阵不

等式,通过合理设置自由矩阵参数可简化为文献 [15]
引理1和Bessel-Legendre积分不等式N = 1、2的情

形,具有更低的保守性.引理4提供了一种将非线性
矩阵不等式转换为线性矩阵不等式的方法,可解决
LMI工具箱不能直接处理非线性矩阵不等式的问题.

2 时滞乘积型Lyapunov泛函
为了使推导过程更为简洁,定义如下记号:

hd(t) = h− d(t), δ̇d(t) = 1− ḋ(t),

ρi(t) =
1

di(t)

w t

t−d(t)
[s− (t− d(t))]i−1x(s)ds,

ϱj(t) =
1

hj
d(t)

w t−d(t)

t−h
[s− (t− h)]i−1x(s)ds,

χ1(t) = [xT(t) xT(t− d(t)) xT(t− h)]T,

χ2(t) = [ẋT(t) ẋT(t− d(t)) ẋT(t− h)]T,

χ3(t) = [d(t)ρT
1 (t) hd(t)ϱ

T
1 (t) d(t)ρT

2 (t)]
T,

ϑ1(t, s) =[w t

s
x(u)du

w t

s
ẋ(u)du

w s

t−d(t)
ẋ(u)du

]T
,

ϑ2(t, s) =[w t−d(t)

s
x(u)du

w t

s
ẋ(u)du

w t−d(t)

s
ẋ(u)du

]T
,

η1(t) = [χT
1 (t) χT

3 (t) hd(t)ϱ
T
2 (t))]

T,

η2(t, s) = [xT(s) ẋT(s) ϑT
1 (t, s)]

T,

η3(t, s) = [xT(s) ẋT(s) ϑT
2 (t, s)]

T,

ξ(t) =

[χT
1 (t) χT

2 (t) ρT
1 (t) ϱT

1 (t) ρT
2 (t) ϱT

2 (t)]
T,

ei = [0n×(i−1)n In 0n×(10−i)n], i = 1, 2, . . . , 10.

基于Bessel-Legendre积分不等式N = 2的情形

和改进自由矩阵积分不等式,得到如下两类新的时滞

乘积型Lyapunov泛函.

2.1 基于B-L的时滞乘积型Lyapunov泛函
命题1 给定标量h,正定矩阵N1、N2 ∈ Rn×n,

如下函数可选取为时滞系统(1)的Lyapunov泛函:

VBL(t) = d(t)
(
J1(t)−

1

h
αT(t)ET

e N1Eeα(t)
)
+

hd(t)
(
J2(t)−

1

h
βT(t)ET

e N2Eeβ(t)
)
. (7)

其中:Ee定义见引理1,且有

N1 = diag{N1, 3N1, 5N1},

N2 = diag{N2, 3N2, 5N2},

J1(t) =
w t

t−d(t)
ẋT(s)N1ẋ(s)ds,

J2(t) =
w t−d(t)

t−h
ẋT(s)N2ẋ(s)ds,

α(t) = [xT(t) xT(t− d(t)) ρT
1 (t) ρT

2 (t)]
T,

β(t) = [xT(t− d(t)) xT(t− h) ϱT
1 (t) ϱT

2 (t)]
T.

证明 由于N1和N2是正定矩阵,N1和N2也是

正定的,已知0 ⩽ d(t) ⩽ h,得

VBL(t) ⩾

d(t)
(
J1(t)−

1

d(t)
αT(t)ET

e N1Eeα(t)
)
+

hd(t)
(
J2(t)−

1

hd(t)
βT(t)ET

e N2Eeβ(t)
)
.

此时,使用引理1可知VBL(t) > 0. 2
2.2 基于自由矩阵的时滞乘积型Lyapunov泛函
命题2 给定标量h,对称矩阵M1、M2 ∈ Rn×n,

X11、X22、X33、Z11、Z22、Z33 ∈ R4n×4n,任意矩阵
X12、X13、X23、Z12、Z13、Z23 ∈ R4n×4n, G1、G2、G3、

D1、D2、D3 ∈ R4n×n,满足
X11 X12 X13 G1

∗ X22 X23 G2

∗ ∗ X33 G3

∗ ∗ ∗ M1

 > 0, (8)


Z11 Z12 Z13 D1

∗ Z22 Z23 D2

∗ ∗ Z33 D3

∗ ∗ ∗ M2

 > 0. (9)

如下函数可选取为时滞系统(1)的Lyapunov泛函:

VFM(t) =

d(t)(J3(t) + αT(t)M1[d(t)]α(t))+

hd(t)(J4(t) + βT(t)M2[hd(t)]β(t)). (10)

其中:Ee定义见引理1,α(t)、β(t)定义见命题1,且有

J3(t) =
w t

t−d(t)
ẋT(s)M1ẋ(s)ds,
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J4(t) =
w t−d(t)

t−h
ẋT(s)M2ẋ(s)ds,

M1[d(t)] = d(t)X + Ge,

M2[hd(t)] = hd(t)Z +De,

X =
3∑

i=1

1

2i+ 1
Xii, Ge = Sym{[G1, G2, G3]Ee},

Z =
3∑

i=1

1

2i+ 1
Zii, De = Sym{[D1, D2, D3]Ee}.

证明 使用引理3可知VFM(t) > 0. 2
注2 所提出的时滞乘积型Lyapunov泛函充分

考虑了时滞d(t)和h − d(t)与二次型函数的乘积信

息,与现有的Lyapunov泛函相比,具有如下特点:
1) 时滞d(t)和h − d(t)在Laypunov泛函中以乘

积形式出现,其微分项包含时滞 d(t)信息和时滞变

化率 ḋ(t)信息,即 V̇BL(t)和 V̇FM(t)既与d(t)相关也与

ḋ(t)相关.因此,泛函VBL(t)和VFM(t)在减小稳定准

则保守性方面具有关键作用,原因在于它比传统的
Lyapunov泛函包含了更多的有效信息.

2)所提出的时滞乘积型Lyapunov泛函无需每一
个Lyapunov泛函项正定.如在VBL(t)中,−(d(t)/h)×
αT(t)ET

e N1Eeα(t) 和 −(hd(t)/h)β
T(t)ET

e N2Eeβ(t)

是负定的; 在 VFM(t) 中,−αT(t)M1[hd(t)]α(t) 和

−βT(t)M2[hd(t)]β(t)也是负定的,这些负定项在放
松时滞系统稳定条件时扮演着重要角色.

注3 与文献 [6-8]不同,提出的Lyapunov泛函是
基于Bessel-Legendre不等式N = 2的情形和改进自

由矩阵不等式提出的,包含了更多状态(滞后状态、状
态导数、状态积分和多重积分)信息以及它们的交叉
信息.

3 时滞系统稳定性准则

定理1 对于系统(1),给定时滞参数 h和 µ,时滞
d(t)满足条件 (2),存在合适维度的正定矩阵P、Q1、

Q2、R、N1、N2,任意矩阵H1、H2、F ,满足如下线性矩
阵不等式:

R− [ḋ(t)/h]N1 > 0, R+ [ḋ(t)/h]N2 > 0, (11)[
Φ[d(t)=0,ḋ(t)] ΞT

11E
T
e H2

∗ −RN2
[ḋ(t)]

]
< 0, (12)[

Φ[d(t)=h,ḋ(t)] ΞT
13E

T
e H

T
1

∗ −RN1
[ḋ(t)]

]
< 0, (13)[

−h2Υ0 + Φ[d(t)=0,ḋ(t)] ΞT
11E

T
e H2

∗ −RN2
[ḋ(t)]

]
< 0, (14)

那么系统是渐近稳定的.其中

Φ[d(t),ḋ(t)] = Φ1 + Φ2 + Φ3 + Φ4 + Φ5 + Sym{FΞs},

Φ1 = Sym{ΞT
1 PΞ2 +Ξ

(1)
5

T
Q1Ξ6 +Ξ

(1)
9

T
Q2Ξ10},

Φ2 = ΞT
3 Q1Ξ3 − δ̇d(t)Ξ

(1)
4

T
Q1Ξ

(1)
4 + h2eT

4 Re4+

δ̇d(t)Ξ
T
7 Q2Ξ7 −Ξ

(1)
8

T
Q2Ξ

(1)
8 ,

Φ3 = d(t)(eT
4 N1e4 − δ̇d(t)e

T
5 N1e5)+

hd(t)(δ̇d(t)e
T
5 N2e5 − eT

6 N2e6)−

(ḋ(t)/h)ΞT
11E

T
e N1EeΞ11+

(ḋ(t)/h)ΞT
13E

T
e N2EeΞ13,

Φ4 = − 1

h
Sym{ΞT

11E
T
e N1EeΞ12 +ΞT

13E
T
e N2EeΞ14},

Φ5 = −[(2h− d(t))/h]ΞT
11E

T
e RN1[ḋ(t)]EeΞ11−

[(h+ d(t))/h]ΞT
13E

T
e RN2[ḋ(t)]EeΞ13−

Sym
{
ΞT

11E
T
e

[h− d(t)

h
H1 +

d(t)

h
H2

]
EeΞ13

}
,

Υ0 = −δ̇d(t)Ξ
(0)
4

T
Q1Ξ

(0)
4 −Ξ

(0)
8

T
Q2Ξ

(0)
8 +

Sym{Ξ(0)
5

T
Q1Ξ6 +Ξ

(0)
9

T
Q2Ξ10},

RN1
= R− (ḋ(t)/h)N1, RN2

= R+ (ḋ(t)/h)N2,

RN1
[ḋ(t)] = diag{RN1

, 3RN1
, 5RN1

},

RN2
[ḋ(t)] = diag{RN2

, 3RN2
, 5RN2

},

Ξ1 =

[eT
1 eT

2 eT
3 d(t)eT

7 hd(t)e
T
8 d(t)eT

9 hd(t)e
T
10]

T,

∆1 = e1 − δ̇d(t)e2,∆3 = e1 − δ̇d(t)e7 − ḋ(t)e9,

∆2 = δ̇d(t)e2 − e3,∆4 = δ̇d(t)e2 − e8 + ḋ(t)e10,

Ξ2 = [eT
4 δ̇d(t)e

T
5 eT

6 ∆T
1 ∆T

2 ∆T
3 ∆T

4 ]
T,

Ξ3 = [eT
1 eT

4 0 0 eT
1 − eT

2 ]
T,

Ξ
(k)
4 = [keT

2 keT
5 dk(t)eT

7 k(eT
1 − eT

2 ) 0]T,

∆5 = [d(t)(e1 − e7)
T d(t)(e7 − e2)

T]T,

Ξ
(k)
5 = [kd(t)eT

7 k(eT
1 − eT

2 ) [d2(t)]keT
9 k∆T

5 ]
T,

Ξ6 = [0 0 eT
1 eT

4 − δ̇d(t)e
T
5 ]

T,

Ξ7 = [eT
2 eT

5 0 eT
1 − eT

2 0]T,

∆6 = [(e1 − e3)
T (e2 − e3)

T]T,

Ξ
(k)
8 = [keT

3 keT
6 (−1)1−khk

d(t)e
T
8 k∆T

6 ]
T,

∆7 = [hd(t)(e1 − e8)
T hd(t)(e2 − e8)

T]T,

Ξ
(k)
9 = [khd(t)e

T
8 k(eT

2 − eT
3 ) [h2

d(t)]
keT

10 k∆T
7 ]

T,

Ξ10 = [0 0 δ̇d(t)e
T
2 eT

4 δ̇d(t)e
T
5 ]

T,

Ξ11 = [eT
1 eT

2 eT
7 eT

9 ]
T,

∆8 = e1 − δ̇d(t)e2 − ḋ(t)e7, ∆9 = ∆3 − ḋ(t)e9,

Ξ12 = [d(t)eT
4 d(t)δ̇d(t)e

T
5 ∆T

8 ∆T
9 ]

T,

Ξ13 = [eT
2 eT

3 eT
8 eT

10]
T, Ξs = Ae1 +Ade2 − e4,

∆10 = δ̇d(t)e2 − e3 + ḋ(t)e8, ∆11 = ∆4 + ḋ(t)e10,

Ξ14 = [hd(t)δ̇d(t)e
T
5 hd(t)e

T
6 ∆T

10 ∆T
11]

T.

证明 构造如下时滞乘积型Lyapunov泛函:
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V (t) = Vo(t) + VBL(t). (15)

其中:VBL(t)定义见命题1,且有

Vo(t) = ηT
1 (t)Pη1(t) +

w t

t−d(t)
ηT
2 (t, s)Q1η2(t, s)ds+

w t−d(t)

t−h
ηT
3 (t, s)Q2η3(t, s)ds+

h
w t

t−h

w t

s
ẋT(u)Rẋ(u)duds.

计算Lyapunov泛函V (xt)的导数,有

V̇o(t) =

ξT(t)(Φ1 + Φ2)ξ(t)− h
w t

t−h
ẋT(s)Rẋ(s)ds, (16)

V̇BL(t) =

ξT(t)(Φ3 + Φ4)ξ(t) + ḋ(t)(J1(t)− J2(t)). (17)

其中: J1(t)和J2(t)定义见命题1,Φ1、Φ2、Φ3和Φ4定

义见定理1.满足条件 (11),使用引理1和引理2界定
V̇0(t)和 V̇BL(t)的积分项,有

ḋ(t)(J1(t)− J2(t))− h
w t

t−h
ẋT(s)Rẋ(s)ds =

− h
w t

t−d(t)
ẋT(s)[R− (ḋ(t)/h)N1]ẋ(s)ds−

h
w t−d(t)

t−h
ẋT(s)[R+ (ḋ(t)/h)N2]ẋ(s)ds ⩽

ξT(t)
(h− d(t)

h
ΞT

11E
T
e H2[RN2

[ḋ(t)]]−1HT
2 EeΞ11+

d(t)

h
ΞT

13E
T
e H

T
1 [RN1

[ḋ(t)]]−1H1EeΞ13

)
ξ(t)+

ξT(t)Φ5ξ(t), (18)

其中 RN1
[ḋ(t)] 和 RN2

[ḋ(t)] 定义见定理 1.由于
Ξsξ(t) = 0,对任意矩阵F ,满足

ξT(t)(ΞT
s F

T + FΞs)ξ(t) = 0. (19)

整理式(16)∼ (19),得

V̇ (xt) ⩽ ξT(t)Φ̄[d(t),ḋ(t)]ξ(t). (20)

其中

Φ̄[d(t),ḋ(t)] =

Φ[d(t),ḋ(t)] +
h− d(t)

h
Θ1(ḋ(t)) +

d(t)

h
Θ2(ḋ(t)),

Θ1(ḋ(t)) = ΞT
11E

T
e H2[RN2

[ḋ(t)]]−1HT
2 EeΞ11,

Θ2(ḋ(t)) = ΞT
13E

T
e H

T
1 [RN1

[ḋ(t)]]−1H1EeΞ13.

Φ̄[d(t),ḋ(t)]是关于d(t)、d2(t)和 ḋ(t)的非线性函数,使
用引理4,非线性矩阵不等式Φ[d(t),ḋ(t)] < 0,与如下线
性矩阵不等式等价:

Φ[d(t)=0,ḋ(t)] +Θ1(ḋ(t)) < 0, (21)

Φ[d(t)=h,ḋ(t)] +Θ2(ḋ(t)) < 0, (22)

− h2Υ0 + Φ[d(t)=0,ḋ(t)] +Θ1(ḋ(t)) < 0. (23)

使用Schur引理可知,线性矩阵不等式 (21)∼ (23)分
别与 (12)∼ (14)等价,即如果线性矩阵不等式 (12)
∼ (14)成立,则时滞系统(1)是渐近稳定的. 2
定理2 对于系统 (1),给定时滞参数h和µ,时滞

d(t)满足条件 (2),存在合适维度的正定矩阵P、Q1、

Q2、R、M1、M2,对称矩阵X11、X22、X33、Z11、Z22、

Z33,任意矩阵X12、X13、X23、Z12、Z13、Z23、G1、G2、

G3、D1、D2、D3、H1、H2、F ,满足线性矩阵不等式(8)
和(9)以及

R− [ḋ(t)/h]M1 > 0, R+ [ḋ(t)/h]M2 > 0, (24)[
Π[d(t)=0, ḋ(t)] ΞT

11E
T
e H2

∗ −RM2
[ḋ(t)]

]
< 0, (25)[

Π[d(t)=h,ḋ(t)] ΞT
13E

T
e H

T
1

∗ −RM1
[ḋ(t)]

]
< 0, (26)[

−h2Υ1 +Π[d(t)=0, ḋ(t)] ΞT
11E

T
e H2

∗ −RM2
[ḋ(t)]

]
< 0, (27)

则系统是渐近稳定的.其中

Π[d(t),ḋ(t)] = Φ1 + Φ2 +Π1 +Π2 + Sym{FΞs},

Π1 =

d(t)(eT
4 M1e4 − δ̇d(t)e

T
5 M1e5) + hd(t)(δ̇d(t)×

eT
5 M2e5 − eT

6 M2e6) + ḋ(t)ΞT
11(2d(t)X + Ge)Ξ11−

ḋ(t)ΞT
13(2(h− d(t))Z +De)Ξ13 + Sym{ΞT

11×

(d(t)X + Ge)Ξ12 +ΞT
13((h− d(t))Z +De)Ξ14},

Π2 =

− [(2h− d(t))/h]ΞT
11E

T
e RM1

[ḋ(t)]EeΞ11−

[(h+ d(t))/h]ΞT
13E

T
e RM2

[ḋ(t)]EeΞ13−

Sym
{
ΞT

11E
T
e

[h− d(t)

h
H1 +

d(t)

h
H2

]
EeΞ13

}
,

Υ1 = Υ0 + Sym{ΞT
11XΞ15 +ΞT

13ZΞ16},

RN1
= R− (ḋ(t)/h)M1, RM2

= R+ (ḋ(t)/h)M2,

RM1
[ḋ(t)] = diag{RM1

, 3RM1
, 5RM1

},

RN2
[ḋ(t)] = diag{RM2

, 3RM2
, 5RM2

},

Ξ15 = [eT
4 δ̇d(t)e

T
5 0 0]T,

Ξ16 = [δ̇d(t)e
T
5 eT

6 0 0]T.

证明 对时滞系统 (1)构造如下时滞乘积型
Lyapunov泛函:

V (t) = Vo(t) + VFM(t), (28)

其中Vo(t)和VFM(t)定义见定理1和命题2.计算泛函
VFM(t)的导数有

V̇FM(t) = ξT(t)Π1ξ(t) + ḋ(t)
(
J3(t)− J4(t)). (29)

其中: J3(t)和 J4(t)定义见命题 2,Π1定义见定理 2.
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满足条件 (24),使用引理 1和引理 2界定 V̇0(t)和

V̇FM(t)的积分项,有

ḋ(t)(J3(t)− J4(t))− h
w t

t−h
ẋT(s)Rẋ(s)ds =

− h
w t

t−d(t)
ẋT(s)[R− (ḋ(t)/h)M1]ẋ(s)ds−

h
w t−d(t)

t−h
ẋT(s)[R+ (ḋ(t)/h)M2]ẋ(s)ds ⩽

ξT(t)
(h− d(t)

h
ΞT

11E
T
e H2

[
RM2

[ḋ(t)]]−1HT
2 EeΞ11+

d(t)

h
ΞT

13E
T
e H

T
1 [RM1

[ḋ(t)]]−1H1EeΞ13

)
ξ(t)+

ξT(t)Π2ξ(t). (30)

结合式(16)、(19)、(29)和(30),并进行整理得

V̇ (xt) ⩽ ξT(t)Π̄[d(t),ḋ(t)]ξ(t). (31)

其中

Π̄[d(t),ḋ(t)] =

Π[d(t),ḋ(t)] +
h− d(t)

h
Θ3(ḋ(t)) +

d(t)

h
Θ4(ḋ(t)),

Θ3(ḋ(t)) = ΞT
11E

T
e H2[RM2

[ḋ(t)]]−1HT
2 EeΞ11,

Θ4(ḋ(t)) = ΞT
13E

T
e H

T
1 [RM1

[ḋ(t)]]−1H1EeΞ13.

Π̄[d(t),ḋ(t)]也是关于d(t)、d2(t)和 ḋ(t)的非线性函数,
使用引理4,若Φ[d(t),ḋ(t)] < 0与下式等价:

Π[d(t)=0,ḋ(t)] +Θ3(ḋ(t)) < 0, (32)

Π[d(t)=h,ḋ(t)] +Θ4(ḋ(t)) < 0, (33)

− h2Υ1 +Π[d(t)=0,ḋ(t)] +Θ3(ḋ(t)) < 0, (34)

则使用 Schur引理可知,线性矩阵不等式 (32)∼ (34)
分别与 (25)∼ (27)等价,若条件 (25)∼ (27)成立,则系
统(1)是渐近稳定的. 2

注4 基于自由矩阵的时滞乘积型Lyapunov泛
函引入一系列自由矩阵,放松了所得的稳定条件,
此外还考虑了更多的有效信息,如d2(t)αT(t)Xα(t)、

h2
d(t)β

T(t)Zβ(t)等,比基于Bessel-Legendre时滞乘
积型Lyapunov泛函获得的稳定准则的保守性更小.

4 数值例子

例1 考虑时滞系统(1),满足如下矩阵参数:

A =

[
−2 0

0 −0.9

]
, Ad =

[
−1 0

−1 −1

]
.

将定理 1和定理 2所得结果以及相关文献所得
结果列于表1,同时,将求解相应线性矩阵不等式所用
决策变量的数量(NoDVs)也列于表1.

由表1可见,本文所得的最大允许时滞上界比文
献 [7-8, 12-13, 19]更大,表明所提出的时滞型泛函相
对于现有方法具有一定的优越性.
当µ = 0.5时,定理2确保系统稳定的时滞范围

表 1 取不同µ时所得的最大时滞上界h

方法

µ

0.1 0.2 0.5 0.8
NoDVs

文献 [12] 4.703 6 3.834 0 2.420 4 2.137 8 10n2 + 3n

文献 [13] 4.788 3 4.060 7 3.055 7 2.615 0 65n2 + 11n

文献 [19] 4.910 − 3.233 2.789 54.5n2 + 6.5n

文献 [8] 4.844 1 4.141 9 3.117 1 2.698 3 70n2 + 12n

文献 [7] 4.829 7 4.125 0 3.155 5 2.730 7 114n2 + 18n

定理1 4.938 3 4.260 5 3.295 9 2.868 7 79n2 + 10n

定理2 4.942 8 4.272 1 3.325 9 2.903 8 247n2 + 22n

为h ∈ [0, 3.325 9],为了验证系统的稳定性,给定初始
条件

ϕ(t) = [1,−1]T,

d(t) =
3.325 9

2
+

3.325 9

2
sin

( 1

3.325 9
t
)
,

t ∈ [−3.325 9, 0],

得到系统的状态轨迹如图 1所示.对于给定条
件,由图1可知系统(1)是稳定的.

0 10 20 30 40
t / s

0 20 40
t / s

-1.0

-0.5

0

0.5

1.0

0

3x
t(
)

d
t(
)

x t1( )

x t2( )

图 1 例1的系统状态轨迹

近年来,时滞分段型Lyapunov泛函在降低系统
保守性方面也有不少研究成果[21-22],本文方法与之
比较仍然具有优势.为便于讨论,分别取µ = 0,µ =

0.5,µ = 0.9,采用定理1与时滞分段的方法[21-22]对例

1计算所得的最大时滞上界进行总结,结果如表2所
示.由表2可见,定理1比文献 [21]的完全时滞分段方
法和文献 [22]的时滞不均分段方法所得的时滞稳定
裕度更大,表明定理1在减小结论保守性方面与文献
[21-22]的方法相比更加有效.
由表2也可见,时滞分段方法随着时滞区间分段

数量m的增大,系统的保守性逐渐减小,但决策变量
的数量NoDvs急剧增加,即计算复杂度急剧增加.因
此,在选取m时,需要考虑兼顾保守性和计算复杂度
的问题.事实上,当m大到一定程度时再增加m,保守
性改善不很明显[21].另外,定理1的决策变量虽然比
文献 [21-22](m = 5)还多,这是由于综合考虑了系统
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的状态信息和时滞信息,但是极大减小了保守性,特
别地,当µ = 0.5时定理1所得时滞上界为3.295,相比
文献[21](m = 5)改善了33.83 %.

表 2 取不同µ时所得的最大时滞上界h

方法
µ

0.0 0.5 0.9
NoDVs

文献 [21](m = 2) 5.717 2.375 1.987 11.5n2 + 3.5n

文献 [22](m = 2) 5.821 − 2.109 13.5n2 + 5.5n

文献 [21](m = 3) 5.966 2.442 2.079 17n2 + 5n

文献 [22](m = 3) 5.904 − 2.217 20n2 + 8n

文献 [21](m = 5) 6.091 2.462 2.152 28n2 + 8n

文献 [22](m = 5) 6.025 − 2.468 32n2 + 13n

定理1 6.169 3.295 2.776 79n2 + 10n

例2 考虑时滞系统(1),满足如下矩阵参数:

A =

[
0 1

−1 −2

]
, Ad =

[
0 0

−1 1

]
.

使用文献 [7-8, 13, 19]的方法和定理 1与定理 2,
对不同µ计算出最大容许时滞上界,结果如表3所示.

表 3 取不同µ时所得的最大时滞上界h

方法
µ

0.1 0.2 0.5 0.8
NoDVs

文献 [13] 7.148 0 4.466 0 2.352 1 1.768 2 65n2 + 11n

文献 [19] 7.230 4.556 2.509 1.940 54.5n2 + 6.5n

文献 [8] 7.190 5 4.527 5 2.447 3 1.856 2 70n2 + 12n

文献 [7] 7.176 5 4.543 8 2.496 3 1.922 5 114n2 + 18n

定理1 7.332 5 4.671 9 2.636 9 2.045 9 79n2 + 10n

定理2 7.372 3 4.725 4 2.687 2 2.084 0 247n2 + 22n

由表3可见,使用所提出方法得到的结果优于文
献 [7-8, 13, 19]所得结果,表明了所提出方法的有效
性.
类似例1,当µ = 0.5时,h = 2.687 2,给定初始条

件

ϕ(t) = [2, − 1]T,

d(t) =
2.687 2

2
+

2.687 2

2
sin

( 1

2.687 2
t
)
,

t ∈ [−2.687 2, 0],

得到系统的状态轨迹如图 2所示,可知系统 (1)是稳
定的.
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0 50
t / s

0
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d
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x t1( )

x t2( )

0

1

2
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-2

x
t(
)
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图 2 例2的系统状态轨迹

就所得判据的计算复杂度而言,由表1和表3可
知,定理1使用决策变量的数量为79n2+10n,文献[7]
使用决策变量的数量为114n2 + 18n,表明定理1比
文献 [7]的计算复杂度更低.另外,虽然定理 1使用
决策变量的数量比文献 [8, 12-13, 19]更多,但所得结
果有了较大改善.例如,当µ = 0.8时,定理1对例1
的计算结果为2.868 7,相对于文献 [12]结果改善了
34.18 %.为了进一步降低所得结论的保守性,定理2
引入一系列松弛变量 (如Xij , Zij , i, j = 1, 2, 3),使决
策变量的数量达到247n2 + 22n,增加了计算的复杂
度.但所得结论的保守性比定理1更小,这验证了注4
的有效性,即定理2是以增加计算复杂度为代价来降
低所得结论保守性的.
另外,为了验证注2的有效性,在定理1(定理2)中

令VBL(t) = 0(VFM(t) = 0),对于例1和例2,当µ =

0.8时,采用相应的稳定判据计算所得最大时滞上界
分别为2.760 7和1.985 4.由所得结果知,VBL(t) = 0

和VFM(t) = 0在减小保守性方面具有重要作用.

5 结 论

针对时变时滞系统的稳定性问题,利用提出的时
滞乘积型Lyapunov泛函和积分不等式技术,推导出
两个新的时滞依赖稳定条件,并通过两个数值例子验
证了所提出方法的有效性和优越性.本文提出的时
滞乘积型Lyapunov泛函VBL(t)和VFM(t),也可以推
广到其他类型的时变时滞系统,如神经网络、基因
调控网络、网络控制系统、模糊控制系统等.
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