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基于延迟时间理论的n中取k系统检测区间模型
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摘 要: 延迟时间理论广泛应用于系统维修领域,能够更为细致和准确地反映系统的运行状态.不同于一般维修
理论只用一个阶段描述系统的故障过程,该理论将系统的故障过程分为两个阶段:正常阶段和缺陷运行阶段.系
统部件的状态有正常、缺陷和故障3种情况.延迟时间理论主要应用于单部件系统和串联系统的维修和检测,目
前尚未应用于n中取k系统.对此,运用延迟时间理论确定n中取k系统的最优维修检测区间,分别针对两种情况
进行分析:一种是系统中部件的初始缺陷发生时间服从指数分布的情况,一种是其服从非指数分布的情况.建立
单位时间维修费用模型和设计仿真过程,以单位时间维修费用最小为目标进行优化,求解系统的最优维修检测区
间.最后通过数值案例表明所提出方法的有效性.
关键词: n中取k系统；延迟时间；预防性维修；更新理论；仿真；检测周期
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Delay-time-based inspection model for k-out-of-n systems
LIU Xue-juan1†, ZHAO Fei2

(1. Donlinks School of Economics and Management，University of Science and Technology Beijing，Beijing 100083，
China；2. School of Management，Northeastern University at Qinhuangdao，Qinhuangdao 066004，China)

Abstract: The delay-time concept has been extensively applied in the field of maintenance. Unlike traditional
maintenance policy only considers one-stage system failure process, the delay-time concept defines a two-stage system
failure process: the normal stage from new to an initial defect and the following delay-time stage from this defective
point to failure. Previous works using delay-time concept have mainly focused on single-component systems and multi-
component systems with a series configuration, however, have not been applied to k-out-of-n systems. Therefore, this
paper proposes a delay-time-based inspection model for k-out-of-n systems and study the optimal inspection interval
that minimizes the long-term expected cost per unit time. Both exponential and non-exponential distributions for the
time-to-defect of the components are considered. Numerical examples are presented to illustrate the effectiveness of the
proposed model.
Keywords: k-out-of-n system；delay time；preventive maintenance；renewal theory；simulation；inspection interval

0 引 䀰

在企业的生产运作过程中,预防性维修是设备健
康管理的一个重要组成部分,即设备维修人员定期
或不定期地对设备进行检测、维护或维修以保障其

正常运转[1].其中检测活动是预防性维修管理中的
重要内容,即通过对设备的状态进行检查进而为维
修提供决策支持.有研究表明,预防性维修活动中约
80 %的任务都是由检测识别并解决的,由于检测区
间过长或者过短都会引起维修不足或过度维修等不

良影响,确定合理的检测区间对设备的维护及企业的
良好运营都有着至关重要的作用[2-3].延迟时间理论

在确定设备的检测区间方面应用广泛,其概念由英国
Salford大学的Christer教授在1973年提出[4].延迟时
间理论把系统的故障过程分为两个阶段:正常使用
阶段,从部件的最初使用时间到部件发生缺陷;缺陷
运行阶段,从部件的初始缺陷点到部件发生故障,此
阶段时间长度为延迟时间.在这两个阶段中,部件共
有3种状态:正常状态、缺陷状态和故障状态.如果在
延迟时间阶段对部件进行检测,则部件的缺陷会被
发现并进行维修或更换,避免故障的发生[4-5].目前,
延迟时间理论在系统检测方面的运用主要集中于两

类系统:单部件系统[6-7]和由多个部件组成的串联系
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统[8-10].而n中取k系统在实际中也是存在的[11],如冗
余机器人系统[12]等.运用延迟时间理论确定n中取k

系统的检测周期仅见Lu等[13]对2中取1冷备份系统
进行了分析,但该研究从建模到案例运算,限定了系
统为2中取1的冷备份系统,系统部件一个运行一个
冷备份,没有扩展到任意部件个数,且与本文所研究
的n中取k系统不是一类系统.

本文所研究的n中取k系统由Kontoleon于1980
年首次提出,并用于对石油管道、电信系统、计算
机环网络和空间中继站系统进行建模[14].该系统由
n个相同部件按照线性或环形方式组成,如果系统
中至少k个部件正常运转 (或发生故障),则系统正常
运转 (或发生故障).目前,关于n中取 k系统的研究

主要集中在可靠性计算的领域[15-16],而关于n中取k

系统预防性检测维修的研究则较少.如Sheu等[17]以

最小化单位维修时间为目标,对n中取k系统建立了

基于役龄更换的维修策略模型. Ushakumari等[18]基

于max(N,T )策略建立了n中取k系统的维修策略模

型,即系统役龄到达T且失效部件数达到N时,开始
对失效部件进行更新.王莹等[19]针对n中取k系统故

障率和维护成本随年龄增加而增加的现象,提出了两
阶段维护策略:在第 1阶段,对发生的一切故障采用
最小维护处理;在第 2阶段,对第 1类故障不做处理,
当发生第2类故障时通过替换使系统恢复正常,若到
达预防维护周期时仍无第2类故障发生,则对系统进
行预防性维护.不同于延迟时间理论中两阶段故障
过程的描述,以上研究对于系统中部件故障过程的描
述都是单阶段的,即部件只有正常和故障两种状态.
本文对n中取k系统的维修检测区间进行研究,

运用延迟时间理论描述系统中部件的故障过程,分别
针对两种情况展开分析:一种是系统中部件的初始
缺陷发生时间服从指数分布的情况,这种情况下系统
有故障更新和检测更新,即当系统中有n − k + 1个

部件发生故障时会导致系统故障,需要对系统进行更
新,检测更新是基于指数分布的无记忆性,在检测点
检测时,对缺陷和故障部件进行更新,则系统更新,此
时,部件故障数小于n − k + 1;另一种是系统中部件
的初始缺陷发生时间服从非指数分布的情况,当系统
中有n − k + 1个部件发生故障时仍对系统进行故

障更新,但检测更新是在检测到部件的故障和缺陷数
量大于等于n − k + 1时进行,此时,部件故障数小于
n− k + 1.针对以上两种情况,运用更新回报定理,分
别建立单位时间维修费用模型和设计模拟仿真流程,
以单位时间维修费用最小为目标,求得对n中取k系

统的最优维修检测周期.
综上所述,在以往的相关研究中,尚未见到延迟

时间理论在n中取k系统中的应用.本文的创新点在
于:运用延迟时间理论分两阶段描述n中取k系统中

部件的故障过程,并确定n中取k系统的最优维修检

测区间,同时建立仿真流程进行模拟.最后通过数值
案例说明本文方法的具体应用.

1 主要符ਧ说明及假设条件

1.1 主要符号说明

n:系统中部件数量;
U :部件的缺陷发生时间;
H:延迟时间;
X = U +H:部件发生故障的时间;
g(u):缺陷发生时间的概率密度函数;
F (h):延迟时间的累积分布函数;
T :检测区间长度;
k:系统运行所需最少的非故障部件数量;
f(h):延迟时间的概率密度函数;
Cs:单部件检测费用;
Cd:单部件缺陷更新费用;
Cf :单部件故障更新费用;
Cm:系统故障停机的处理费用.

1.2 假设条件

1)系统中各部件之间独立同分布;
2)检测是周期性的且完美的,即在检测时如果部

件有缺陷或故障则一定能被发现;
3)部件的缺陷或故障一旦被检测到,就会通过更

换和维修进行更新;
4)检测是针对系统的,即各个部件的检测时间相

同;
5)检测可以在系统运行中进行,而部件的维修或

更换需在系统停机时进行;
6)如果在两次相邻的检测之间,即某一检测区间

内,有n − k + 1个部件同时或相继发生故障,则系统
发生故障并停机(多于n−k+1个部件同时或相继发

生故障的情况不存在).
注1 假设条件1)∼假设条件3)常用在系统维

修及可靠性研究中,具有普适性.其中:假设条件1)也
可根据研究问题的需要进行非独立性质的扩充;关
于假设条件2),周期性的检测在相关研究以及实际中
是常见的,易于对系统进行管理,检测有完美及不完
美的情况,本文选择完美的情况进行研究.假设条件
4)是常见的一种整体式的 (block-based)检测方式;假
设条件5)与实际情况相符合;假设条件6)是基于本
文n中取k系统的性质而设定的.
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2 模型及仿真

2.1 情况1: 部件的缺陷发生时间服从指数分布

指数分布具有“无记忆性”特点,在系统的可靠
性研究以及文中所涉及的延迟时间理论研究中较为

常见.在实际中,有些部件或者系统在正常运行的状
态下无法或者很难检测出其所处于什么样的退化状

态,除非发生了缺陷或者故障才会被发现并更换[4],
尤其是电子元器件的检测方面,如冗余电源系统、磁
盘阵列系统等,其部件的缺陷发生时间运用指数分布
进行描述比较合理.
当部件的缺陷发生时间服从指数分布时,基于

其“无记忆性”的特点及假设条件3)可知,所有的部
件在检测时就会更新,即系统更新,检测周期为T .在
检测时,系统及部件所有可能的状态如表1所示.其
中:n1表示正常部件的数量,n2表示缺陷部件的数

量,n3表示故障部件的数量.当系统中有n − k+1个
部件发生故障时,系统将故障停机,需要对系统进行
更新,系统中部件的故障数量大于n − k+1的情况不
存在;其他情况为对系统进行检测更新,状态数量部
分是用3个组合相乘的形式进行描述, 3个组合分别
对应系统的正常、缺陷和故障几种状态,组合乘积表
示系统的状态数量.

表 1 系统和部件在检测点的状态组合

更新状态 系统状态 n1(正常) n2(缺陷) n3(故障) 状态数量

检测更新

系统有0个部件故障

n 0 0 Cn
nC

0
0C

0
0

n−1 1 0 Cn−1
n C1

1C
0
0

...
...

...
...

0 n 0 C0
nC

n
nC

0
0

系统有1个部件故障

n − 1 0 1 Cn−1
n C0

0C
1
1

n − 2 1 1 Cn−2
n C1

2C
1
1

...
...

...
...

0 n − 1 1 C0
nC

n−1
n C1

1

...
...

...
...

...

系统有(n − k)个部件故障

k 0 n − k Ck
nC

0
n−kC

n−k
n−k

k − 1 1 n − k Ck−1
n C1

n−(k−1)C
n−k
n−k

...
...

...
...

0 k n − k C0
nC

k
nC

n−k
n−k

故障更新 系统有n − k + 1个部件故障，系统故障停机

k − 1 0 n − k + 1 Ck−1
n C0

n−(k−1)C
n−(k−1)

n−(k−1)

k − 2 1 n − k + 1 Ck−2
n C1

n−(k−2)C
n−(k−1)

n−(k−1)

...
...

...
...

0 k − 1 n − k + 1 C0
nC

k−1
n C

n−(k−1)

n−(k−1)

由延迟时间理论可知,部件在检测点T被检测到

处于正常状态的概率为P (U ⩾ T ) =
w ∞

T
g(u)du,

被检测到处于缺陷状态的概率为P (U < T
∩

X ⩾
T ) =

w T

0
g(u)[1− F (T − u)]du,而在检测区间(0, T ]

内部件发生故障的概率为P (X < T ) =
w T

0
g(u) ×

F (T − u)du[4].所以,结合表1可知,检测更新情况下
的期望周期费用为

E(C1) =∑
(nCS + n2Cd + n3Cf )C

n1
n Cn2

n−n1
Cn3

n3
×[w ∞

T
g(u)du

]n1
[w T

0
g(u)[1− F (T − u)]du

]n2

×[w T

0
g(u)F (T − u)du

]n3

. (1)

其中:“
∑
”满足n1 + n2 + n3 = n, n3 ⩽ n − k.故

障更新情况下的期望周期费用为

E(C2) =

k∑
i=1

[(i− 1)Cd + (n− k + 1)Cf + Cm]×

Ck−i
n Ci−1

n−(k−i)C
n−(k−1)
n−(k−1)

[ w T

0
g(u)[1− F (T−

u)]du
](i−1)[ w ∞

T
g(u)du

](k−i)[ w T

0
g(u)F (T−

u)du
](n−k+1)

. (2)

所以,系统更新总的期望周期费用为

E(C) = E(C1) + E(C2). (3)

由式(1)可得检测更新情况下的期望更新周期长
度为

E(L1) =∑
TCn1

n Cn2
n−n1

Cn3
n3
×[ w ∞

T
g(u)du

]n1
[ w T

0
g(u)[1− F (T − u)]du

]n2

×
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0
g(u)F (T − u)du

]n3

. (4)

故障更新情况下,更新时刻不一定为T时刻,应
为检测区间(0, T ]内的某个时刻,记为t.由式(2),令

P (t) =[ w ∞

t
g(u)du

](k−i)[ w t

0
g(u)[1−F (t−u)]du

](i−1)

×[ w t

0
g(u)F (t− u)du

](n−k+1)

,

可知故障更新情况下的期望更新周期长度为

E(L2) =
k∑

i=1

Ck−i
n Ci−1

n−(k−i)C
n−(k−1)
n−(k−1)×(

TP (T )−
w T

0
P (t)dt

)
, (5)

其中(
TP (T )−

w T

0
P (t)dt

)
=

T
[ w ∞

T
g(u)du

](k−i)[ w T

0
g(u)[1−

F (t− u)]du
](i−1)[ w T

0
g(u)F (t− u)du

](n−k+1)

−
w T

0

([ w ∞

t
g(u)du

](k−i)[ w t

0
g(u)[1− F (t−

u)]du
](i−1)[ w t

0
g(u)F (t− u)du

](n−k+1))
dt.

所以,系统更新总的期望周期长度为

E(L) = E(L1) + E(L2). (6)

综上,由更新回报定理[20]可知,当部件的缺陷发
生时间服从指数分布时,系统的单位时间期望维修费
用为

C(T ) =
E(C)

E(L) . (7)

2.2 情况2: 部件的缺陷发生时间服从非指数分布

部件缺陷发生时间服从非指数分布的情况在实

际中比较常见,主要应用于能够检测到部件退化状态
的系统中.如:炼钢厂的转炉除尘风机系统,通过检测
风机转子的振幅情况,可以了解转子是否需要更换;
文献 [21]中案例部分的水泵系统,通过检测齿轮的振
动可以掌握水泵所处的状态并制定相应的维修措施.

当系统中部件的缺陷发生时间服从非指数分布

时,系统也有故障更新和检测更新两种情况.系统的
故障更新同样是当系统中有n − k + 1个部件发生

故障时,系统故障停机;系统的检测更新本文假设当
在某个检测点发现缺陷和故障的部件数量大于等于

n − k + 1时进行,此时,系统并未因故障停机,部件的
故障数小于n− k+1,但为了避免系统故障停机的发
生,应对系统进行预防性维修使其更新.

本节非指数分布的情况相对于 2.1节中指数分

布的情况要复杂得多,非指数分布不再具有无记忆
性,即使在检测时发现部件正常运转,部件也已经不
处于更新状态,所以,系统的更新可能要经过若干个
检测周期.如图1是一个系统检测更新的例子,有n −
k + 1个部件在 iT时刻检测时处于缺陷或者故障状

态,其他部件正常,此时,需要在iT时刻对系统进行更

新.而在 iT时刻之前,系统未发生故障,每次检测时
缺陷和故障的部件总数小于n− k+1,但每个部件都
可能发生了若干次故障以及被检测到有缺陷而被更

新,各种可能的情况数量庞大,达到指数级,此时,已
不适合建立模型求解系统的最优检测间隔区间.所
以,对于系统中部件的缺陷发生时间服从非指数分布
的情况,本文运用模拟仿真的方法对最优检测间隔区
间进行分析.

0 T ( 1)i T- iT

... ... ...
!"1
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..
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..
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0 T ( 1)i T- iT

... ... ...

!"2

..
.

..
.

0 T ( 1)i T- iT

... ... ...
!"n
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图 1 系统检测更新举例

根据系统故障更新和检测更新的规则,设计系统
检测的模拟流程,见图2,主要步骤如下.

step 1:初始设置(见图2(a)).
1)对系统进行初始化并输入相关参数值;
2)设置检测区间T合理的取值范围;
3)对于每个T值,都进行J次模拟;
4) 每次模拟之初,维修总费用CT和系统更新总

长度L设置为0.
step 2:开始模拟.
1) 每次模拟对每个部件均按相关分布及参数随

机生成初始缺陷点u和延迟时间h.
2) 通过模块A判断初始缺陷点u落入 iT内的数

量N1是否大于等于n− k+1,见图2(b).若否,则说明
系统还未达到需要进行故障或者检测更新的状态,通
过模块B继续下一个检测时点的判断;若是,则说明
系统达到了需要更新的状态,转入模块C.

step 3:系统更新方式判断.
模块C用来判断系统需要进行哪种更新,见图

2(c).
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图 2 系统检测模拟流程

1)将实际中不存在的情况剔除,即故障的部件数
量大于n − k + 1的情况,此时,不计算维修费用和系
统更新长度.

2)判断系统需要故障更新还是检测更新,如果满
足故障更新条件,即故障部件数量为n − k + 1,则转
入模块D;否则为检测更新情况,转入模块E.

step 4:故障更新情况.
见图2(d),模块D中对每个部件计算检测费用和

系统更新长度,并将费用合并为总费用,选择最后故
障部件的故障点为系统更新点,得出系统更新长度.

step 5:检测更新情况.
模块E对应于系统检测更新的情形,对每个部件

计算相关的检测费用并对费用进行合并,而系统更新
的长度为iT .

step 6:模拟完成.
无论是故障更新还是检测更新,通过模块D或

者模块E完成一次更新后,记录CT和L,一次模拟完
成.如果还未达到设定的模拟次数,则进行下一次模
拟.当所有模拟完成后,分别得到加总后的每次模拟
的CT和L,进而可得到单位时间维修费用,而最小的
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单位时间维修费用所对应的T即为最优检测区间.

3 数值案例

本节以3中取2系统为例,即对于n = 3个部件

的系统,至少需要k = 2个部件运转系统才能运转,如
果两个部件故障,则系统故障,并假设部件的延迟时
间服从指数分布,此假设已被实际数据证明了其合理
性[4,8].
文中案例选择Matlab软件进行计算,由于所建

立模型的复杂性,无法求得解析解,基于在实际应用
中,维修检测区间长度有限,可以结合所分析的系统,
给定一个可能的检测区间的取值范围以及时间单位,
在此范围内,遍历各个检测区间取值并求解相应的单
位时间期望费用,选取最小的单位时间期望费用所对
应的检测区间为最优检测区间.这种数值求解方法
不仅仅适用于本案例,具有普适性.

3.1 数值案例1 —–部件的初始缺陷发生时间服从
指数分布

设 3中取 2系统中部件的初始缺陷发生时间服
从参数为λu的指数分布,延迟时间服从参数为λh的

指数分布,费用单位为“元”,时间单位为“天”,相关
参数取值如表2所示.

表2 相关参数取值

λu λh Cs Cd Cf Cm

0.015 0.03 50 200 200 1 000

取检测区间T 的长度为 15∼ 35,步长为 1,由式
(1)∼ (7)和表2中的参数取值,计算得出单位时间期
望维修费用,如图3所示.可见,当检测区间长度为22
天时,单位时间期望维修费最小,为8.715元,所以,最
优解为C(22) = 8.715.即每隔22个单位时间对系统
进行检测并实施预防性维修为最优策略.
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图 3 数值案例1计算结果

最优检测区间的结果会受到参数值大小的影响,
当参数值变动时,最优检测区间 T 值也会发生变

化.以Cm为例进行敏感性分析,其他参数值不变,结
果如图 4所示.当Cm取值分别为 600、800、1 000、
1 200和 1 400时,检测区间T的最优解分别为C(25)

= 8.507,C(23) = 8.619,C(22) = 8.715, C(21) =

8.8,C(20) = 8.878,可见最优检测区间随着Cm的增

大而变小,说明随着系统故障处理费用的增加,需要
相应缩短检测区间的长度才能更好地保障系统的运

行以及减少系统故障带来的损失.
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图 4 对Cm进行敏感性分析的结果

3.2 数值案例2 —–部件的初始缺陷发生时间服从
非指数分布

由于威布尔分布具有较好的拟合性,在延迟时间
理论中得到广泛的应用[21-22].设3中取2系统中部件
的初始缺陷发生时间服从威布尔分布,威布尔分布的
概率密度函数如下式所示:

f(x;α, β) =

αβ(αx)(β−1)e−(αx)β , x ⩾ 0;

0, x < 0.

其中:x为随机变量,α和β为威布尔分布的参数.
分别设α = 0.04和β = 1.42,延迟时间及费用

参数见表 2,取模拟次数J = 50 000,检测区间T的

取值范围为10∼ 30,运用2.2节的模拟流程进行运算,
可得模拟结果如图 5所示,最优检测区间及费用为
C(18) = 11.1.

X: 18

Y: 11.1

!"#$%&T

'
(
)
&
*
+

!
"
,
-

14 18 22 26 3010

12.5

12.0

11.5

11.0

图 5 数值案例2模拟结果

4 结 论

运用延迟时间理论分别针对两种情况确定n中

取k系统的最优维修检测区间:一种情况是系统的初
始缺陷时间服从指数分布,基于更新回报原理建立了
单位时间维修费用模型;一种是非指数分布的情况,
鉴于其复杂性,设计了计算单位时间维修费用的模拟
仿真流程.最后分别针对两种情况进行数值运算,得
出了系统的最优维修检测区间,并运用灵敏度分析表
明了相关参数变动对结果的影响.文中的模型和仿
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真流程为使用n中取k系统的企业提供了一种新的

确定检测区间的方法,也使延迟时间理论有了更进一
步的运用.当然,文中假设系统中各部件是相互独立
的.进一步的研究需要放松此假设,各部件之间不再
相互独立,如单个部件的故障可以增加其他运行部件
的故障率等等.
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