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犹豫模糊信息相似性测度与群一致性测度及群决策应用

吕金辉1, 郭嗣琮1†, 郭芳芳2

(1. 辽宁工程技术大学智能工程与数学研究院，辽宁阜新 123000；
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摘 要: 针对目前关于犹豫模糊运算与测度的研究中存在的不足,首先给出犹豫模糊熵函数的定义,并将其作为
犹豫模糊信息不确定性测度,进而提出犹豫模糊信息特征向量概念,以信息特征向量为出发点对犹豫模糊距离测
度和相似性测度展开研究;为优化群决策过程,提出基于完全优先关系的群一致性测度概念并研究其性质;最后,
提出基于相似性测度和群一致性测度的群决策方法并结合算例验证所提出方法的有效性.
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Similarity measure of hesitant fuzzy sets and group consensus measure
and its application in group decision-making
LYU Jin-hui1, GUO Si-cong1†, GUO Fang-fang2

(1. Institute of Intelligence Engineering and Mathematics，Liaoning Technical University，Fuxin 123000，China；2.
School of Economics and Management，Huainan Normal University，Huainan 232038，China)

Abstract: In view of the shortcomings in the current research on hesitant fuzzy operations and measures, the hesitant
fuzzy entropy function is defined firstly, which is a measure of the degree of uncertainty of hesitant fuzzy information.
Then, the concept of hesitant fuzzy information characteristic vector is proposed. The hesitant fuzzy distance measure
and similarity measure are studied based on the information characteristic vector. In order to optimize the group decision
process, the concept of group consensus measure based on complete priority relation is proposed and its properties are
studied. Finally, the hesitant fuzzy group decision-making method based on similarity measure and group consensus
measure is given, and the effectiveness of the proposed method is verified by a numerical example.
Keywords: hesitant fuzzy entropy function；information characteristic vector；similarity measure；group consensus
measure；sorting compromise solution

0 引 䀰

作为模糊集[1]的一类扩展形式,犹豫模糊集[2-3]

允许集合中元素的隶属度有几个可能的值,因此,犹
豫模糊集能够更好地模拟决策者的犹豫偏好.犹豫
模糊集自提出以来便受到国内外学者的广泛关注,主
要研究工作集中在以下几个方面: 1)犹豫模糊环境
下各种测度方法的研究[4-9]; 2)犹豫模糊信息集成算
子的研究[10-13]; 3)犹豫模糊集理论的拓展[14-16].
需要指出的是,关于犹豫模糊集的运算、排序及

各种测度的研究往往要求犹豫模糊元具有相同的

长度,而在实际应用中,犹豫模糊元多表现为长度不
等.针对这种情况,经常采用的方法是:添加一些元素
到长度较短的犹豫模糊元中,使其与另一犹豫模糊

元等长.显而易见,这种方法必然会破坏原始数据结
构,改变数据信息.如何克服该方法的不足,成为犹豫
模糊集发展过程中亟待解决的问题.一些学者针对
此问题展开了相应的研究,文献 [17]提出了犹豫度概
念,并依此提出新的犹豫模糊距离测度和相似性测度
公式;文献 [18-19]在文献 [17]的基础上,对区间值犹
豫模糊集和双重犹豫模糊集的测度进行了研究.需
要指出的是,文献 [17]提出的犹豫度存在待完善之
处:犹豫度除了考虑犹豫模糊元中元素个数,还应考
虑元素间的差异程度.
犹豫模糊集作为一种崭新的不确定性决策信

息描述工具,在群决策问题中有着广泛的应用前景.
犹豫模糊群决策的研究主要集中在: 1)基于信息集
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成与测度研究的群决策方法[20-23]; 2)基于犹豫模糊
集与 TOPSIS或VIKOR等决策方法结合的群决策
方法[24-27]; 3)基于犹豫模糊行为的群决策方法[28-31];
4)决策信息为犹豫模糊偏好关系的群决策方法[32-34].
群共识性[35-39]研究已成为群决策中一个重要研

究方向.目前,关于群共识性的研究主要存在两方面
待完善之处: 1)相关问题研究主要面向基数决策信
息,通过适当地测度度量个体决策意见之间的偏差或
个体意见与群体意见之间的偏差,进而确定群共识水
平,而对于序数决策信息的群决策问题 (即已知专家
个体对方案集的排序结果),研究成果匮乏; 2)群共识
性阈值由决策者设定,具有较强主观性,缺少原则性
根据.
基于上述分析,首先,本文提出犹豫模糊熵函数

与犹豫模糊信息特征向量的概念,旨在解决犹豫模糊
集的运算、排序及各种测度的研究中需要等长度处

理数据的问题,并对犹豫模糊不确定测度、距离测度、
相似性测度展开研究;然后,定义群一致性测度,旨在
分析专家个体意见的共识性程度,达到优化决策过程
的目的;最后,基于相似性测度和群一致性测度,构建
一种犹豫模糊群决策方法,并通过算例验证所提出方
法的可行性和有效性.

1 预༷知识

定义1 [2-3] 设X = {x1,x2, . . . , xm}为一个给
定的非空集合,定义在集合X上的犹豫模糊集H是

从X到区间 [0, 1]上的一个子集的映射函数,记作

H = {⟨x, hH(x)⟩|x ∈ X}.

其中:hH(x)为区间 [0, 1]中几个不同的实数值的集

合,表达的是元素x属于集合H的几种可能的程度,
并称hH(x)为犹豫模糊数或犹豫模糊元,在不引起混
淆的情况下可简记为h = hH(x).犹豫模糊数可更详
细地表示为h = H{γ1, γ2, . . . , γl},其中 l表示犹豫模

糊数h中元素的个数.显然当 l = 1时,犹豫模糊集H

退化为传统模糊集.
定义2 [2-3] 设X = {x1,x2, . . . , xm}为一个给

定的非空集合,则称Hc = {⟨x, hc
H(x)⟩|x ∈ X}为犹

豫模糊集H的补集,其中

hc
H(x) =

∪
γ∈hH(x)

{1− γ}.

距离测度和相似性测度是模糊集理论中的重要

研究内容,具有广泛的应用背景,文献 [4]给出了犹豫
模糊集的距离测度和相似性测度的公理化定义.

定义3 [4] 设A、B为定义在X = {x1,x2, . . . ,

xm}上的两个犹豫模糊集,则A、B间的距离测度满

足如下条件:

1) 0 ⩽ d(A,B) ⩽ 1;
2) d(A,B) = 0,当且仅当hA(x) = hB(x), ∀x ∈

X;
3) d(A,B) = d(B,A).
定义4 [4] 设A、B为定义在X = {x1,x2, . . . ,

xm}上的两个犹豫模糊集,则A、B间的相似性测度

满足如下条件:
1) 0 ⩽ S(A,B) ⩽ 1;
2)S(A,B) = 1,当且仅当hA(x) = hB(x), ∀x ∈

X;
3)S(A,B) = S(B,A).
定义3中的1)是为方便利用距离测度定义相似

性测度而提出的,在实际中距离只要满足d(A,B) ⩾
0即可.

2 一类新的犹豫模糊熵

熵是信息不确定性程度的测度,一直以来都是不
确定性决策分析中的重要研究对象,针对现有犹豫模
糊熵测度存在的不足,给出犹豫模糊熵函数定义.
定义5 设犹豫模糊元h =

∪
γ∈h

{γ} = {γj}lj=1, l

为犹豫模糊元中元素个数,记

x =
1

l

l∑
j=1

(1− 2|γj − 0.5|).

y =


2

l(l − 1)

l∑
i、j=1,i<j

|γi − γj |, l > 1;

0, l = 1.

其中:x为犹豫模糊元h的模糊度, y为犹豫模糊元
h的犹豫度.则作用在犹豫模糊元h上的实值函数

E : H → [0, 1]可由二元函数E(x, y)表示,若E(x, y)

满足下列条件,则称E(x, y)为犹豫模糊熵函数:
1)E(x, y) = 0当且仅当x = 0且y = 0;
2)E(x, y) = 1当且仅当 (x, y) = (1, 0)或 (x, y)

= (0, 1);

3)
∂E

∂x
> 0且

∂E

∂y
> 0,

∂2E

∂x2
> 0且

∂2E

∂y2
> 0;

4)E(x, y) = E(y, x).
解释分析:
1) y = 0 ↔ l = 1,x = 0 ↔ h = {0}

∨
h =

{1}
∨
h = {0, 1},则x = 0

∧
y = 0↔ h = {0}

∨
h =

{1}. h = {0}或 h = {1},说明 h为清晰集,则熵
E(h) = E(x, y) = 0.

2)当 l > 1时,有

x =
1

l

l∑
j=1

(1− 2|γj − 0.5|) = 1

l(l − 1)

l∑
i、j=1,i<j

⩽

[(1− 2|γi − 0.5|) + (1− 2|γj − 0.5|)],



第8期 吕金辉等: 犹豫模糊信息相似性测度与群一致性测度及群决策应用 1989

y =
2

l(l − 1)

l∑
i、j=1,i<j

|γi − γj | =

2

l(l − 1)

l∑
i、j=1,i<j

|(γi − 0.5) + (0.5− γj)| ⩽

q
2

l(l − 1)

l∑
i、j=1,i<j

|(γi − 0.5)|+ |0.5− γj |,

可得x + y ⩽ 1,由此可得熵函数E(x, y)的定义域为

{(x, y)|x ⩾ 0, y ⩾ 0, x + y ⩽ 1};又因为熵函数
E(x, y)关于x, y凹增,所以 (x, y) = (1, 0)

∨
(x, y) =

(0, 1) → E(x, y) = 1,而 (x, y) = (1, 0) ↔ h =

{0.5}, (x, y) = (0, 1) ↔ h = {0, 1},又因为 l > 1,
所以当h = {0, 1}时,不确定性达到最大.
当 l = 1时,有 y = 0,则 (x, y) = (1, 0) →

E(x, y) = 1,即h = {0.5}时,不确定性最大.
h = {0, 1}是完全矛盾的信息,h = {0.5}是完全

模糊信息,两种情况下不确定性均达到最大.
3)保证了熵函数关于模糊度和犹豫度凹增,符合

人的认知特点,并且提高了区分度.
4)模糊性和犹豫性对于熵的影响一样大.
基于上述分析,函数E(x, y) = x2 + y2显然满足

上述条件,因此可作为一个熵函数
性质1 设犹豫模糊元h =

∪
γ∈h

{γ} = {γj}lj=1,

当 l = 1时,犹豫模糊元h退化为模糊数,则模糊数h

的熵E(h) = E(x, y).其中E(x, y)为犹豫模糊熵函

数.
证明

1)E(h) = E(x, y) = 0↔ x = 0
∧
y = 0↔ h =

{0}
∨

h = {1},即h = {0}或h = {1},h为清晰集.
2)根据条件 2)可得E(h) = E(x, y) = 1 ↔

(x, y) = (0, 1)
∨
(x, y) = (1, 0) ↔ h = {0, 1}

∨
h =

{0.5};又因为 l = 1,所以E(h) = E(x, y) = 1 ↔ h =

{0.5},即h = {0.5}时,不确定性最大.
3)根据条件3)可知,E(x, y)关于x单调递增,所

以γj越接近0.5,x =
1

l

l∑
j=1

(1− 2|γj − 0.5|)越大,模

糊值h的熵E(h) = E(x, y)越大. 2
性质1表明模糊熵是犹豫模糊熵函数的特例,犹

豫模糊熵函数同样可以适用于模糊集.
为了说明本文提出的熵函数在度量不确定性上

的优势,下面将与现有熵公式进行比较分析:目前犹
豫模糊熵常用公式有Xu和Xia[4]提出的熵公式以及

Farhadinia[40]提出的熵公式,其中

EXu(h) = −
1

l ln 2

l∑
i=1

(γi + γl−i+1

2
lnγ

i + γl−i+1

2
+

2− γi − γl−i+1

2
ln 2− γi − λl−i+1

2

)
.

这里 l为犹豫模糊数h中所含元素个数, γi为犹豫模

糊数h中第i大的元素.

EPa(h) =
Z(2d(h, {0.5}))− Z(1)

Z(0)− Z(1)
.

其中:Z : [0, 1] → [0, 1]为严格单调递减函数,可取
Z(t) = 1 − t,Z(t) =

1− t

1 + t
,Z(t) = 1 − t2,Z(t) =

1 − tet−1; d(h, {0.5}) =
1

l

l∑
i=1

|γi − 0.5|, γi ∈ h, l为

犹豫模糊数h中所含元素个数.
设犹豫模糊数h1 = H{0.2, 0.4},h2 = H{0.3,

0.5},h3 = H{0.1, 0.2, 0.3},h4 = H{0.4, 0.5, 0.6},h5

= H{0.3, 0.6},h6 = H{0.4, 0.5},h7 = H{0.3, 0.5,
0.6},h8 = H{0.2, 0.5, 0.7}.将Xu和Xia[4]提出的熵

公式以及Farhadinia[40]提出的熵公式与本文提出的

熵函数进行比较,结果见表1.

表 1 犹豫模糊熵值比较

h1 h2 h3 h4 h5 h6 h7 h8

EXu(h) 0.881 0.971 0.640 1 0.993 0.993 0.995 0.995
EPa(h) 0.6 0.8 0.4 0.867 0.7 0.9 0.8 0.6
EL(h) 0.4 0.68 0.177 0.774 0.58 0.82 0.68 0.556

由于Farhadinia提出的熵公式中仅考虑模糊度,
而忽略了犹豫度的影响,结果与本文提出的方法
及Xu提出方法的结果相差较大,通过表 1不难发
现,本文提出的方法区分度明显高于Xu提出的方
法,并且比较结果与其接近,个别结果不一致,例如
EXu(h4) > EXu(h6),而本文方法的比较结果为
ELv(h4) < ELv(h6),这是由于出发点不一致, Xu对于
两个犹豫模糊数的比较前提是要求二者所含元素个

数相等,对于所含元素个数不等的情况需要人为添加
元素,因此其提出的方法对于所含元素个数不一样的
两个犹豫模糊数熵的比较结果必然与直觉判断有一

定偏差.本文提出的熵测度函数不仅考虑模糊度对
熵值的影响,而且还考虑犹豫度对熵值的影响,能够
更加合理地刻画犹豫模糊数的不确定程度,因此其结
果也更符合直觉.

3 犹豫模糊距离测度与相似性测度

对于一个犹豫模糊元h =
∪
γ∈h

{γ} = {γj}lj=1,它

包含的最主要的信息是γ值的大小与不确定性程度,
这也是在具体应用中人们普遍关心的问题.基于此,
引入犹豫模糊信息特征向量定义.
定义6 设犹豫模糊元h =

∪
γ∈h

{γ} = {γj}lj=1,

则称二维向量(s(h), E(h))为犹豫模糊元h的信息特
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征向量,记作
h = (s(h), E(h)). (1)

其中: s(h) =
1

l

l∑
j=1

γj为犹豫模糊元h的大小;E(h)

为犹豫模糊元h的熵,代表其不确定性程度,可由定
义6计算得到
定义7 设X = {x1, x2, . . . , xm}为非空论域,

Aj = {⟨xi, hAj
(xi)⟩|xi ∈ X} (j = 1, 2)为定义在

X上的2个犹豫模糊集,其信息特征向量分别为Aj =

{(sAj
(xi), EAj

(xi))|xi ∈ X}, j = 1, 2.为方便行文,
记(sAj

(xi), EAj
(xi)) = (sij , Eij) = Aj(xi),则称

d(A1, A2) = R(A1, A2) +R(A2, A1) (2)

为A1、A2的距离测度,其中

R(A1, A2) =
1

m

m∑
i=1

( ∑
∆=s,E

[
∆i1 · log ∆i1

∆i2
+

(1−∆i1) · log 1−∆i1

1−∆i2

])
,

R(A2, A1) =
1

m

m∑
i=1

( ∑
∆=s,E

[
∆i2 · log ∆i2

∆i1
+

(1−∆i2) · log 1−∆i2

1−∆i1

])
,

这里∆ ∈ {s,E}为符号变量.
基于信息特征向量的距离测度是基于相对熵思

想提出的,容易验证其满足以下性质.
性质 2 设X = {x1, x2, . . . , xm}为非空论域,

Aj = {⟨xi, hAj
(xi)⟩|xi ∈ X} (j = 1, 2)为定义在X

上的2个犹豫模糊集,其距离测度为d(A1, A2),则有
1) d(A1, A2) ⩾ 0;
2) d(A1, A2) = 0,当且仅当A1(xi) = A2(xi), i =

1, 2, . . . ,m;
3) d(A1, A2) = d(A2, A1).
证明 令f(t) = − log t,由f

′′
(t) = 1/t2 > 0

可知, f(t)为定义域内的凹函数,即f(λ1t1 + λ2t2) ⩽
λ1f(t1)+λ2f(t2),其中λ1、λ2 ∈ (0, 1),λ1+λ2 = 1.当

且仅当 t1 = t2时,等号成立.假设 t1 =
∆i2

∆i1
, t2 =

1−∆i2

1−∆i1
, λ1 = ∆i1, λ2 = 1 − ∆i1,代入 f(λ1t1 +

λ2t2) ⩽ λ1f(t1) + λ2f(t2)可得

0 ⩽ ∆i1 · log ∆i1

∆i2
+ (1−∆i1) · log 1−∆i1

1−∆i2
.

当且仅当t1 =
∆i2

∆i1
=

1−∆i2

1−∆i1
= t2时

∆i1 · log ∆i1

∆i2
+ (1−∆i1) · log 1−∆i1

1−∆i2
= 0,

此时∆i1 = ∆i2.则有

R(A1, A2) =
1

m

m∑
i=1

( ∑
∆=s,E

[
∆i1 · log ∆i1

∆i2
+

(1−∆i1) · log 1−∆i1

1−∆i2

])
⩾ 0.

当且仅当∆i1 = ∆i2(∆ = s,E; i = 1, 2, . . . ,m)

时,R(A1, A2) = 0.
同理可得R(A2, A1) ⩾ 0,当且仅当∆i1 =

∆i2(∆ = s, E; i = 1, 2, . . . ,m)时,R(A2, A1) = 0.综
上可得1)、2)成立.
根据表达式本身可判断3)显然成立. 2
注意:性质2的2)中A1(xi) = A2(xi), i = 1, 2,

. . . ,m,并不等价于A1 = A2,例如取A1 = {⟨x,
{0.5}⟩},A2 = {⟨x, {0, 1}⟩},显然A1 ̸= A2.信息
特征向量表示分别为A1 = {⟨x, (0.5, 1)⟩},A2 =

{⟨x, {0.5, 1}⟩},根据性质 2中的 2)有 d(A1, A2) =

0.此时结果与人的直觉相符,因为完全模棱两可的
信息与完全矛盾的信息能够传达的信息量是一样的,
这也是本文提出的距离测度与其他犹豫模糊距离测

度的主要不同之处.
受TOPSIS思想启发,下面给出基于犹豫模糊距

离测度的犹豫模糊相似性测度公式.
定义8 设X = {x1, x2, . . . , xm}为非空论域,

Aj = {⟨xi, hAj
(xi)⟩|xi ∈ X} (j = 1, 2)为定义在X

上的2个犹豫模糊集,则称

S(A1, A2) =
d(A1, A

c
2)

d(A1, A2) + d(A1, Ac
2)

(3)

为A1、A2的相似性测度.
性质 3 设X = {x1, x2, . . . , xm}为非空论域,

Aj = {⟨xi, hAj
(xi)⟩|xi ∈ X} (j = 1, 2)为定义在X

上的2个犹豫模糊集,A1、A2的相似性测度为S(A1,

A2),则有
1) 0 ⩽ S(A1, A2) ⩽ 1;
2)S(A1, A2) = S(A2, A1);
3)S(A1, A2) = 0,当且仅当A1(xi) = Ac

2(xi),
i = 1, 2, . . . ,m;

4)S(A1, A2) = 1,当且仅当A1(xi) = A2(xi),
i = 1, 2, . . . ,m;

5)当且仅当 d(A1, A2) = d(A1, A
c
2)时,S(A1,

A2) = 1/2.
性质3由式(3)本身即可判定,证明过程略.
实际应用中,论域X中的不同元素具有不同的

地位,应赋予不同权重.下面给出考虑权重的相似性
测度公式

Sw(A1, A2) =
dw(A1, A

c
2)

dw(A1, A2) + dw(A1, Ac
2)
. (4)

其中

dw(A1, A2) = Rw(A1, A2) +Rw(A2, A1) =
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m∑
i=1

(
wi

∑
∆=s,E

[
∆i1 · log ∆i1

∆i2
+ (1−

∆i1) · log 1−∆i1

1−∆i2

])
+

m∑
i=1

(
wi

∑
∆=s,E

[
∆i2 · log ∆i2

∆i1
+

(1−∆i2) · log 1−∆i2

1−∆i1

])
.

这里wi为元素 xi(i = 1, 2, . . . ,m)的权重,且满足
m∑
i=1

wi = 1,wi ∈ [0, 1].显然,当wi =
1

m
(i = 1,

2, . . . ,m)时, dw(A1, A2) = d(A1, A2),Sw(A1, A2) =

S(A1, A2).

4 群一致性测度与排序妥协解

定义9 设专家集E = {e1, e2, . . . , eK}、方案集
X = {x1, x2, . . . , xM},已知专家ek(k = 1, 2, . . . ,K)

评价下方案间的完全优先关系排序为Sk : Sk(x
(1))

→ Sk(x
(2)) → . . . → Sk(x

(M)).其中:“→”表示
优先关系,即当 i < j时,有Sk(x

(i)) ≻ Sk(x
(j))

∨
Sk(x

(i)) = Sk(x
(j)).根据专家对方案集的排序建立

基于序数等级的划分A = {A1, A2, . . . , AM},其中
Ar ⊆ X(r = 1, 2, . . . ,M)为序数为r的方案构成的

方案子集,则Ar关于划分A的相对一致性测度为

PA(Ar) =
cnt(Ar)

O∑
r=1

cnt(Ar)

,

其中cnt(·)为计数函数.方案xmr ∈ Ar关于Ar的相

对一致性测度为

PAr
(xmr) =

φ(xmr)
M∑

m=1

φ(xmr)

.

其中:φ(xmr)表示认定方案xm的序数为r的专家个

数,PAr
(xmr)的本质是序数为r的方案集的可能性分

布.则定义专家集E对方案集X排序结果的一致性

测度为

GCD(E,X) =

O∑
r=1

M∑
m=1

P 2
Ar

(xmr) · PA(Ar). (5)

例如: 3位专家对3个方案进行排序: 1)若排序结
果分别为 e1 : x1 ≻ x2 ≻ x3, e2 : x2 ≻ x3 ≻
x1, e3 : x3 ≻ x1 ≻ x2,则A = {A1, A2, A3} =

{{x1, x2, x3}, {x1, x2, x3}, {x1, x2, x3}},PA(A1) =

PA(A2) = PA(A3) = 1/3,PA1
(x1) = PA1

(x2) =

PA1
(x3) = 1/3,PA2

(x1) = PA2
(x2) = PA2

(x3) =

1/3,PA3
(x1) = PA3

(x2) = PA3
(x3) = 1/3,根

据式 (5)可得专家对于方案的排序的一致性测度为
1/3. 2)若排序结果为e1 : x1 ≻ x2 ≻ x3, e1 : x1 ≻
x2 ≻ x3, e1 : x1 ≻ x2 ≻ x3,则A = {A1, A2,

A3} = {{x1}, {x2}, {x3}},PA(A1) = PA(A2) =

PA(A3) = 1/3,PA1
(x1) = 1,PA1

(x2) = PA1
(x3) =

0,PA2
(x2) = 1,PA2

(x1) = PA2
(x3) = 0,PA3

(x3) =

1,PA3
(x1) = PA3

(x2) = 0,根据式 (5)计算可得专
家对于方案的排序结果的一致性测度为1. 3)若排序
结果为 e1 : x1 ≻ x2 ≻ x3, e1 : x1 ≻ x2 ≻
x3, e1 : x3 ≻ x1 ≻ x2,则A = {A1, A2, A3} =

{{x1, x3}, {x1, x2}, {x2, x3}},PA(A1) = PA(A2) =

PA(A3) = 1/3,PA1
(x1) = 2/3,PA1

(x3) = 1/3,
PA2

(x1) = 1/3,PA2
(x2) = 2/3,PA3

(x2) = 1/3,
PA3

(x3) = 2/3,根据式 (5)计算可得专家对于方案的
排序结果的一致性测度为5/9.直觉易判定专家对于
方案的排序结果的一致性测度的关系应该满足2) >

3) > 1),与式(5)计算结果相符.
定理1 设专家集E = {e1, e2, . . . , eK}、方案集

X = {x1, x2, . . . , xM},专家集E对方案集X排序结

果的一致性测度为GCD(E,X),则有
1) 0 < GCD(E,X) ⩽ 1;
2)当cnt(Ar) = 1(r = 1, 2, . . . ,M)时, GCD(E,

X) = 1;
3)当cnt(Ar) = M ,φ(xmr) = 1且M = K →

+∞时, GCD(E,X)→ 0.
证明

1)由于
M∑
r=1

PA(Ar) = 1,

M∑
m=1

PAr
(xmr) = 1,显

然有0 < GCD(E,X) ⩽ 1.
2)由cnt(Ar) = 1可得PAr

(xsr) = 1, s ∈ {1, 2,
. . . ,M},PAr

(xtr) = 0, t ∈ {1, 2, . . . ,M}
∧
t ̸= s,所

以
M∑

m=1

P 2
Ar

(xmr) = 1,即

GCD(E,X) =
M∑
r=1

M∑
m=1

P 2
Ar

(xmr) · PA(Ar) =

M∑
r=1

PA(Ar) = 1.

3)由cnt(Ar) = M可得

PA(Ar) =
cnt(Ar)

M∑
r=1

cnt(Ar)

=
M

M ·M
=

1

M
.

由M = K,φ(xmr) = 1可得

PAr
(xmr) =

φ(xmr)
M∑

m=1

φ(xmr)

=
1

M
,

则有

GCD(E,X) =

M∑
r=1

M∑
m=1

P 2
Ar

(xmr) · PA(Ar) =
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M∑
r=1

M∑
m=1

1

M2
· 1

M
=

1

M
.

当M = K → +∞时, GCD(E,X)→ 0. 2
解释与分析: 2) cnt(Ar) = 1, r = 1, 2, . . . ,M ,

表明每个序数位置只有一个方案,是一种确定性排
序,说明专家对于该排序结果没有争议,显然应该有
GCD(E,X) = 1. 3) cnt(Ar) = M表明每位专家给出

方案集的排序结果中,不存在两个方案的序数相等的
情况;M = K,φ(xmr) = 1表明在任一序数位置上,
专家给出的方案各不相同,说明任意两位专家的意见
均不一致.显然,随着方案个数的增加一致性会减小,
因此M → +∞时, GCD(E,X)→ 0.
定义10 设专家集E = {e1, e2, . . . , eK}、方案

集X = {x1, x2, . . . , xM},已知专家 ek(k = 1, 2,

. . . ,K)评价下方案间的完全优先关系排序为Sk :

Sk(x
(1)) → Sk(x

(2)) → . . . → Sk(x
(M)).其中“→”

表示优先关系.则使
K∑

k=1

d(Sk, S)取得最小值的解S :

S(x(1)) → S(x(2)) → . . . → S(x(M))称为方案集的

排序妥协解,其中d(Sk, S)为优先排序关系Sk与S之

间的距离.
在完全优先关系排序下,每一对方案存在且仅

存在3种优先关系之一:xpPxq、xqPxp和xpIxq.其
中xpPxq ↔ Ppq ↔ xp ≻ xq,xpIxq ↔ Ipq ↔
xp = xq.假设Sk

pq与Spq分别表示在专家ek评价下和

妥协解中方案xp与xq间的优先关系,根据文献 [41]
可知,Sk

pq与Spq间的距离d(Sk
pq, Spq)定义如表2所示.

表 2 不同优先关系间距离

xpPxq xqPxp xpIxq

xpPxq 0 4 2
xqPxp 4 0 2
xpIxq 2 2 0

根据表2及专家个体评价下的完全优先关系排
序建立如下0-1规划模型以获取排序妥协解:

min
K∑

k=1

d(Sk, S) =

min
∑

p、q:p<q

K∑
k=1

[αpq · d(Sk
pq, Ppq)+

αqp · d(Sk
pq, Pqp)+βpq · [d(Sk

pq, Ipq)−

d(Sk
pq, Ppq)− d(Sk

pq, Pqp)]].

s.t. αpq + αqp ⩾ 1;

αpq ⩾ αpr + αrq − 1.5;

βpq = αpq + αqp − 1;

αpq, βpq ∈ {0, 1};

p、q、r = 1, 2, . . . ,M
∧
p ̸= q ̸= r.

其中:αpq = 1 ↔ Ppq,αpq = 0 ↔ Pqp,βpq = 1 ↔
αpq = 1

∧
αqp = 1.

在群一致性测度小于阈值的情况下,如果采用基
于权重的信息集结算法 (本质上具有决策补偿性,即
一个指标下的高评价值能够弥补另一个指标下的低

评价值)获取群决策结果,则多数情况下会与专家个
体结果分歧较大,排序妥协解的提出就是为了解决此
类问题.

5 基于犹豫模糊信息相似性测度和群一致

性测度的多因素群决策方法

5.1 问题描述

设X = {x1, x2, . . . , xM}为方案集,F = {f1, f2,
. . . , fN}为N 个相互独立的评价因素构成的因素

集,K个领域专家构成专家集E = {e1, e2, . . . , eK};
由于专家来自不同领域,不同专家从不同角度分析
决策问题,假设专家ek通过因素集Fk = {f (k)

1 , f
(k)
2 ,

. . . , f
(k)
l(Fk)
}评估方案,其中Fk ⊆ F ,

K∪
k=1

Fk = F , l(Fk)

为Fk中因素的个数.因素集Fk = {f (k)
1 , f

(k)
2 , . . . ,

f
(k)
l(Fk)
}的权重向量W (k) = (w

(k)
1 , w

(k)
2 , . . . , w

(k)
l(Fk)

)T

(k = 1, 2, . . . ,K)已知.决策者 ek(k = 1, 2, . . . ,K)

根据经验给出方案 xm(m = 1, 2, . . . ,M)在因素

fn(n = 1, 2, . . . , l(Fk))上的判断值h
(k)
mn,则构成K个

决策矩阵DMk = (h
(k)
mn)M×l(Fk)(k = 1, 2, . . . ,K).其

中:h(k)
mn为犹豫模糊数,表示专家ek认为方案xm在评

价因素fn下的表现满足决策要求的程度.

5.2 决策步骤

step 1:利用式 (1)将决策矩阵DMk转化为信息特

征向量决策矩阵

CVDMk = (s(h(k)
mn), E(h(k)

mn))M×l(Fk).

step 2:确定CVDMk的正理想方案x(k)+和负理

想方案x(k)− ,其中

x(k)+ =(x+
1 , x

+
2 , . . . , xl(Fk)+) =

(max
m

(s(h
(k)
m1)),min

m
(E(h

(k)
m1)), . . . ,

max
m

(s(h
(k)
m·l(Fk)

)), min
m

(E(h
(k)
m·l(Fk)

))),

x(k)− =(x−
1 , x

−
2 , . . . , xl(Fk)−) =

(min
m

(s(h
(k)
m1)),max

m
(E(h

(k)
m1)), . . . ,

min
m

(s(h
(k)
m·l(Fk)

)), max
m

(E(h
(k)
m·l(Fk)

))).

step 3:根据式 (4)计算方案 xm与正理想方案

x(k)+的加权相似度SW (k)(xm, x(k)+),方案 xm与负
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理想方案x(k)−的加权相似度SW (k)(xm, x(k)−).
step 4:根据 ζ(k)(xm)得到专家 ek对于方案集的

排序结果,其中

ζ(k)(xm) =
SW (k)(xm, x(k)+)

SW (k)(xm, x(k)+) + SW (k)(xm, x(k)−)
.

(6)

显然, ζ(k)(xm) ∈ [0, 1], m = 1, 2, . . . ,M ,且ζ(k)(xm)

值越大,表明专家ek认为方案xm越优.
step 5:根据式 (5)求得专家集对方案集进行排

序结果的一致性测度GCD(E,X),若GCD(E,X) >

0.5,则转至 step 6,否则根据优化模型 (6)计算专家个
体排序结果的妥协解.

step 6:由于本文提出的决策方法要求每位专
家根据自己经验和专长选择决策因素并提供决策

信息,则有理由认为各个专家在决策过程中具有
同等重要的地位.因此可将K个决策矩阵DMk =

(h
(k)
mn)M×l(Fk)(k = 1, 2, . . . ,K)综合为群决策矩阵

DM = (hmn)M×N ,其中hmn =
∪

fn∈Fk

h
(k)
mn.

step 7:根据式 (1)将决策矩阵DM转化为信息特
征向量决策矩阵CVDM,即

CVDM = (s(hmn), E(hmn))M×N .

step 8:确定CVDM的正理想方案x+和负理想方

案x−,其中

x+ = (x+
1 , x

+
2 , . . . , x

+
N ) =

(max
m

(s(hm1)),min
m

(E(hm1)), . . . ,

max
m

(s(hm·N )),min
m

(E(hm·N ))),

x− = (x−
1 , x

−
2 , . . . , x

−
N ) =

(min
m

(s(hm1)),max
m

(E(hm1)), . . . ,

min(s(hm·N )),max(E(hm·N ))).

step 9:根据式 (4)计算方案xm与正理想方案x+

的加权相似度 SW (xm, x+),方案 xm与负理想方案

x−的加权相似度SW (xm, x−).其中:W = (w1, w2,

. . . , wN ), wn =
w′

n

N∑
n=1

w′
n

, w′
n =

1

cnt(k)
∑

k,fn∈Fk

w(k)
n ,

cnt(k)表示满足fn ∈ Fk的Fk的个数.
step 10:根据ζ(xm)得到专家集对于方案集的排

序结果,其中

ζ(xm) =
SW (xm, x+)

SW (xm, x+) + SW (xm, x−)
. (7)

显然, ζ(xm) ∈ [0, 1], m = 1, 2, . . . ,M ,并且ζ(xm)值

越大,表明方案xm越优.

6 算例分析

为方便比较分析,本文引用文献[41]中算例. 3位
意向购房者构成专家集E = {e1, e2, e3},分别从f1 =

“价格”、f2 =“内部格局”、f3 =“交通”、f4 =

“环境”和f5 =“使用面积”5个方面因素对6套房
子X = {x1, x2, . . . , x6}进行评价.假设3位购房者
根据自身情况及偏好主要考虑的因素分别为F1 =

{f1, f2, f3}, F2 = {f2, f3, f4}和F3 = {f3, f4, f5},并
且Fk(k = 1, 2, 3)的权重向量分别为W (1) = (0.4,

0.3, 0.3)T,W (2) = (0.2, 0.4, 0.4)T,W (3) = (0.4, 0.4,

0.2)T.评价信息以犹豫模糊数的形式给出,决策矩阵
如下:

DM1 =

{0.2, 0.5, 0.8} {0.1, 0.2, 0.3} {0.4, 0.5, 0.6}
{0.3, 0.5, 0.6} {0.2, 0.4, 0.6} {0.5, 0.6, 0.7}
{0.5, 0.6} {0.2, 0.3} {0.7, 0.8}
{0.2, 0.4} {0.3, 0.4} {0.2, 0.3, 0.4}
{0.3, 0.8} {0.5, 0.6, 0.7} {0.5, 0.7, 0.9}
{0.3, 0.6, 0.7} {0.1, 0.5} {0.3, 0.5}


,

DM2 =

{0.5, 0.7} {0.3, 0.7} {0.2, 0.5, 0.9}
{0.6, 0.8} {0.1, 0.3} {0.1, 0.6}
{0.3, 0.4} {0.3, 0.6} {0.7, 0.8}
{0.2, 0.4, 0.6} {0.2, 0.3} {0.4, 0.5}
{0.2, 0.5} {0.6, 0.8} {0.1, 0.3}
{0.3, 0.6} {0.1, 0.2, 0.5} {0.3, 0.7}


,

DM3 =

{0.5, 0.6} {0.5, 0.6} {0.3, 0.6}
{0.5, 0.8} {0.4, 0.7} {0.2, 0.7}
{0.4, 0.7} {0.1, 0.6, 0.7} {0.2, 0.5}
{0.3, 0.5} {0.3, 0.6} {0.1, 0.3}
{0.1, 0.4, 0.6} {0.2, 0.8} {0.7, 0.9}
{0.4, 0.5} {0.4, 0.5, 0.7} {0.3, 0.5, 0.7}


.

对6套房子进行排序择优.
step 1:利用式(1)将决策矩阵DMk(k = 1, 2, 3)转

化为信息特征向量决策矩阵CVDMk(k = 1, 2, 3),有

CVDM1 =



(0.5, 0.52) (0.2, 0.18) (0.5, 0.77)

(0.47, 0.68) (0.4, 0.52) (0.6, 0.66)

(0.55, 0.82) (0.25, 0.26) (0.75, 0.26)

(0.3, 0.4) (0.35, 0.5) (0.3, 0.38)

(0.55, 0.5) (0.6, 0.66) (0.7, 0.43)

(0.53, 0.52) (0.3, 0.52) (0.4, 0.68)


,
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CVDM2 =



(0.6, 0.68) (0.5, 0.52) (0.53, 0.50)

(0.7, 0.4) (0.2, 0.2) (0.35, 0.5)

(0.35, 0.5) (0.45, 0.58) (0.75, 0.26)

(0.4, 0.52) (0.25, 0.26) (0.45, 0.82)

(0.35, 0.58) (0.7, 0.4) (0.2, 0.2)

(0.45, 0.58) (0.27, 0.36) (0.5, 0.52)


,

CVDM3 =



(0.55, 0.82) (0.55, 0.82) (0.45, 0.58)

(0.65, 0.58) (0.55, 0.58) (0.45, 0.5)

(0.55, 0.58) (0.47, 0.44) (0.35, 0.58)

(0.4, 0.68) (0.45, 0.58) (0.2, 0.2)

(0.37, 0.47) (0.5, 0.52) (0.8, 0.2)

(0.45, 0.82) (0.53, 0.68) (0.5, 0.61)


.

step 2:确定CVDMk(k = 1, 2, 3)对应的正理想方

案x(k)+和负理想方案x(k)−,具体结果见表3.
step 3:根据式 (4)计算方案xm(m = 1, 2, . . . , 6)

与正理想方案 x(k)+(k = 1, 2, 3)的加权相似度

SW (k)(xm, x(k)+)和与负理想方案x(k)−的加权相似

度SW (k)(xm, x(k)−),结果见表4.
step 4:根据式 (6)计算ζ(k)(xm)(k = 1, 2, 3, m =

1, 2, . . . , 6),专家ek(k = 1, 2, 3)对于方案集X的排序

结果见表5.
step 5:根据式 (5)和表4结果计算群一致性测度

GCD(E,X) = 0.42 < 0.5,根据表2、表4数据及式
(6)构建0-1规划模型,利用Lingo 11计算专家个体评
价结果的排序妥协解为S : x5 → x3 → x1 → x2 →
x6 → x4,即x5 ≻ x3 ≻ x1 ≻ x2 ≻ x6 ≻ x4.

表 3 各决策矩阵对应的正负理想方案

CVDM1 CVDM2 CVDM3

x(k)+ ((0.55, 0.4), (0.6, 0.18), (0.75, 0.26)) ((0.7, 0.4), (0.7, 0.2), (0.75, 0.2)) ((0.65, 0.47), (0.55, 0.44), (0.8, 0.2))
x(k)− ((0.3, 0.82), (0.2, 0.66), (0.3, 0.77)) ((0.35, 0.68), (0.2, 0.58), (0.2, 0.82)) ((0.37, 0.82), (0.45, 0.82), (0.2, 0.61))

表 4 各方案与正负理想方案的加权相似度

x(1)+ x(1)− x(2)+ x(2)− x(3)+ x(3)−

x1 0.43 0.65 0.55 0.45 0.50 0.49
x2 0.53 0.57 0.28 0.70 0.59 0.44
x3 0.59 0.52 0.61 0.42 0.40 0.56
x4 0.26 0.69 0.38 0.76 0.16 0.71
x5 0.65 0.34 0.34 0.56 0.71 0.43
x6 0.41 0.68 0.35 0.68 0.48 0.55

表 5 专家ek(k = 1, 2, 3)对方案集X的排序结果

e1 e2 e3

ranking x5 ≻ x3 ≻ x2 ≻ x1 ≻ x6 ≻ x4 x3 ≻ x1 ≻ x5 ≻ x6 ≻ x4 ≻ x2 x5 ≻ x2 ≻ x1 ≻ x6 ≻ x3 ≻ x4

决策结果分析: GCD(E,X) = 0.42 < 0.5说明

专家对于方案集的排序结果分歧较大,排序结果不满
足多数专家认可.对于买房,由于个人需求不同,对不
同房源的评价自然不同,很难达成共识,这是符合实
际情况的结果.如果决策者身份是开发商,则可以根
据客户背景,有针对性地进行房产开发设计;如果决
策者身份为购房者,则可以根据排序妥协解及自身情
况,在x5与x3间选购,减小决策压力.
与文献 [42]比较: 1)文献 [42]得到的排序结果为

x5 ≻ x6 ≻ x1 ≻ x2 ≻ x3 ≻ x4,通过表5的结果不难
发现, 3位专家中均认为x1 ≻ x6,显然,本文方法的结
果更有效; 2)文献 [42]未进行专家个体意见的共识性
分析,而是在个体意见分歧较大的背景下,通过信息
互补的信息处理方法得到群排序结果,显然结果不会
满足多数一致性原则.
为了更全面地展示本文方法的有效性,下面对文

献[43]中实例4.3利用本文方法进行决策分析:

W (1) = (0.13, 0.12, 0.12, 0.12, 0.12, 0.09,

0.07, 0.18, 0.05)T,

W (2) = (0.16, 0.14, 0.11, 0.09, 0.05, 0.09,

0.09, 0.18, 0.09)T,

W (3) = (0.14, 0.14, 0.12, 0.07, 0.05, 0.09,

0.14, 0.16, 0.09)T.

根据评价信息和权重信息容易得到 3位专家对于 3
个供应商的排序结果分别为S1 : x3 ≻ x2 ≻ x1, S2 :

x3 ≻ x2 ≻ x1, S3 : x1 ≻ x2 ≻ x3.根据式 (5)计算群
一致性测度GCD(E,X) = 0.64 > 0.5.满足多数一
致性原则,构造群判断信息矩阵

DM =


{0.3, 0.6, 0.7} {0.5, 0.7} {0.4, 0.6}
{0.3, 0.5} {0.4} {0.5, 0.6, 0.7}
{0.4, 0.5, 0.6} {0.4, 0.6} {0.5}

→
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←
{0.5, 0.6, 0.7} {0.5} {0.6, 0.7}
{0.2, 0.3, 0.4} {0.3, 0.5} {0.6}
{0.3, 0.4, 0.6} {0.4} {0.5, 0.6, 0.8}

→

←
{0.4, 0.6, 0.9} {0.6, 0.8} {0.7, 0.8, 0.9}
{0.6, 0.8} {0.7, 0.9} {0.6, 0.7, 0.8}
{0.5, 0.7, 0.8} {0.7} {0.6, 0.9}

 .

针对决策矩阵DM执行 step 8∼ step 10得到供应
商的排序为S1 : x3 ≻ x2 ≻ x1.

排序结果与文献 [43]一致,从一定程度上反映本
文所提出方法的有效性,显然,本文方法的计算过程
较文献[43]更为简便.

7 结 论

通过分析文献针对犹豫模糊群决策中两个关键

问题展开研究.首先,以犹豫模糊熵函数和犹豫模糊
信息特征向量为切入点,对犹豫模糊熵测度、距离
测度和相似性测度进行了研究;然后,定义了群一致
性测度并对其性质进行了研究;最后,提出了一种基
于犹豫模糊相似性测度和群一致性测度的多因素群

决策方法.通过对算例结果的分析可以发现,本文提
出的方法具有以下特点: 1)通过犹豫模糊信息特征
向量有效避免了在对犹豫模糊集测度研究等方面

需要长度处理数据的问题; 2)结合TOPSIS思想和相
对熵思想中的相似性测度,能够提高方案间的分辨
率; 3)专家根据自身专长和经验自由选择评价因素
并给出决策信息,可提高决策信息的可信度; 4)本文
基于划分思想提出了群一致性测度,各序数位置上方
案的分布通过专家支持率确定,因此可根据少数服从
多数原则,确定群共识性阈值为 0.5; 5)决策过程中,
先通过专家提供的基数决策信息得到序数结果,再基
于序数信息进行群一致性分析,本质上是一种同时考
虑基数决策信息和位置序数信息的群共识性判定过

程; 6)当个体排序结果的群一致性测度小于阈值时,
在不改变决策信息的情况下,以排序妥协解作为群决
策结果,能够克服传统的信息互补的决策方法无法兼
顾多数一致性的问题.基于犹豫模糊信息特征向量
对犹豫模糊集理论与应用的后续研究将是有意义的

课题.
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