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求解约束高维多目标问题的分解约束支配

NSGA-II优化算法

顾清华1,2†, 莫明慧2, 卢才武1, 陈 露2

(1. 西安建筑科技大学资源工程学院，西安 710055；2. 西安建筑科技大学管理学院，西安 710055)

摘 要: 针对多目标进化算法处理约束高维多目标优化问题时出现解的分布性和收敛性差、易陷入局部最优解问
题,采用Pareto支配、分解与约束支配融合的方法,提出一种基于分解约束支配NSGA-II优化算法 (DBCDP-NSGA-
II).该算法在保留NSGA-II中快速非支配排序的基础上,首先采用Pareto支配对种群进行支配排序;然后根据解的
性质采用分解约束支配 (DBCDP)惩罚等价解,保留稀疏区域的可行解和非可行解,提高种群的分布性、多样性和
收敛性;最后采用个体到权重向量的垂直距离和拥挤度距离对临界值进行再排序,直到选出N个最优个体进入下

一次迭代.以约束DTLZ问题中C-DTLZ1、C-DTLZ2、DTLZ8、DTLZ9测试函数为例,将所提出的算法与C-NSGA-
II、C-NSGA-III、C-MOEA/D和C-MOEA/DD进行对比分析.仿真结果表明, DBCDP-NSGA-II所得最优解分布更加
均匀,具有更好的全局收敛性.
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Decomposition-based constrained dominance principle NSGA-II for
constrained many-objective optimization problems
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Abstract: The distribution and convergence of solutions are poor when constrained many-objective optimization
problems are solved with multi-objective evolutionary algorithm, which tend to fall into local optimal solutions. We
propose a decomposition-based constrained dominance principle NSGA-II(DBCDP-NSGA-II) based on the fusion of
Pareto dominance, decomposition and constraint dominance. In the study, based on retaining the fast non-dominant
ranking in NSGA-II, Pareto dominance is employed firstly to dominate population. Then according to the nature of the
solution, the DBCDP is adopted to punish the equivalent solutions. The feasible and infeasible solutions in sparse
regions are preserved to improve the distribution, diversity and convergence of the population. Finally, the critical values
are reordered by the vertical distance and the crowding distance from the individual to the weight vector until N optimal
individuals are selected for the next iteration. Using constrained DTLZ as an example, the algorithm is compared with
C-NSGA-II, C-MOEA/D, C-MOEA/DD and C-NSGA-III. The results show that it has more uniform distribution and
better global convergence performance than the other four algorithms.
Keywords: constrained many-objective optimization；Deb’s constraint handling strategy；MOEA/D；NSGA-II；
distribution；convergence

0 引 言

高 维 多 目 标 优 化 问 题 (many-objective
optimization problems, MaOPs)[1]中的无约束问题研

究已较为广泛.而约束优化问题研究较少,主要原因
是增加了约束条件后,导致可行域不连通或者可行域
变得较为复杂[2].但在实际工程应用中,如复杂物流
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车辆调度[3]、城市水资源管理[4]等都是典型的约束高

维多目标问题,因此,研究约束高维多目标优化对实
际工业问题的解决具有重要的理论意义和实际价值.

为了求解约束MaOPs,其关键性问题之一是保
持目标与约束的平衡,大多数进化算法都是以此为
目的进行约束MaOPs求解[5].例如,惩罚函数法采
用惩罚因子来保持目标与约束之间的平衡,将约束
MaOPs转换为无约束MaOPs.文献 [6]引入惩罚函数
来惩罚非可行解,对多目标差分进化算法 (MOEA/D-
DE)[7]进行了改进以处理约束多目标问题.采用惩罚
函数简单且易实现,但是针对不同的约束条件,惩罚
函数中的参数往往难以确定.为了避免调整惩罚参
数,学者们提出了一种分别比较目标和约束的约束
处理方法,如Deb约束支配原则[8]、Epsilon约束处理
(EC)[9]、随机排序方法 (SR)[10] 等.由于Deb约束支
配原则简单且没有额外的参数,它是目前使用最多
的约束处理方法.由于解决约束问题时MOEAD-DE
需要两个惩罚参数,为此,文献 [11]对MOEAD-DE进
行了改进,引入Deb约束准则,提出了C-MOEA/D;同
时,通过在NSGA-III的精英选择算子中引入Deb约
束准则,扩展了NSGA-IIID在约束问题中的应用.文
献 [12]对MOEA/DD更新过程中融入了Deb约束准
则,而其他部分则保持不变,成功地将MOEA/DD引
入约束多目标领域,提出了C-MOEA/DD.这3种算法
在支配关系选择中,当两个解都是非可行解时,选择
保留稀疏区域的非可行解;当一个解为可行解,另一
个为非可行解时,仍选择可行解.这导致算法过于保
护可行解,摒弃在稀疏区域且靠近可行域的非可行
解.但是,在求解约束高维多目标问题时,保护在稀
疏区域且靠近可行域的非可行解对于提高种群的分

布性至关重要.文献[13]将Deb约束准则与NSGA-III
中参考点相融合,通过小生境技术和关联参考点判
断支配关系,提出了一种基于参考点的约束支配关
系 (RPCDP),该算法通过提高稀疏区域非可行解的
保护,从而提高最优解的分布性和收敛性.但RPCDP
支配没有融入Pareto支配,导致该算法过于依赖参考
点.在求解约束MaOPs时,以上算法在对解进行支配
排序方面仍存在局限性,需要进一步深入研究.
为了提高NSGA-II求解约束高维多目标问题的

收敛性、分布性和多样性,本文提出一种求解约束高
维多目标优化问题的分解约束支配NSGA-II优
化算法 (decomposition-based constrained dominance
principle NSGA-II),利用分解约束 (decomposition-
based constrained dominance principle, DBCDP)支配
概念,在保持NSGA-II中快速非支配排序的基础上,
通过基于分解中的权重向量,将目标空间均匀分割和

解到权重向量的距离与约束处理技术相融合,提高种
群的分布性和收敛性,然后通过保护稀疏区域的可行
解和非可行解提高种群的多样性.

1 基本概念

1.1 约束高维多目标优化问题的数学描述

约束高维多目标优化问题通用的数学模型[14]为

min F (x) = (f1(x), . . . , fM (x))T.

s.t. gj(x) ⩾ 0, j = 1, 2, . . . , P ;

hk(x) = 0, k = 1, 2, . . . , Q;

x ∈ Ω;

Ω =

n∏
i=1

[ai, bi] ⊆ Rn;

X = (x1, . . . , xn)
T ∈ Ω. (1)

其中:M为目标函数的个数且M大于3,P为不等式
约束的数目,Q为等式约束的数目,Ω为决策变量空
间,x为一个候选解,F为M个相互冲突的目标函数

向量,RM为目标函数空间.
满足所有约束条件的解称为可行解.当存在一

个约束条件不满足时,该解称为非可行解.高维多目
标优化问题的解不是唯一的,而是一组均衡解,称为
最优非劣解集或Pareto最优解集,并且这组解无差别.

1.2 NSGA-II基本思想

快速非支配排序遗传算法(NSGA-II)是在NSGA
的基础上增加了精英保留策略.首先随机产生N个

个体作为父代Pt,通过交叉变异得到N个子代Qt,将
子代与父代合并形成Rt = Pt

∪
Qt,从Rt中选出优

先级高的N个个体进入下一代.在选择之前,对Rt

进行非支配排序.令支配个体a的个数为Xa,支配集
合Sa,如果a ≻ b,则个体a支配集合Sa = Sa

∪
{b},

支配个体 b的个数Xb = Xb + 1.将X = 0的个体

放入F1中,F2为进化种群中去掉F1的支配个体的

非支配个体,F3为进化种群中去掉F2的支配个体

的非支配个体,以此类推.将每个解划分等级, I =

{F1

∪
F2

∪
. . .

∪
Fl−1}, T = {F1

∪
F2

∪
. . .

∪
Fl},当

集合 I的个数小于N时,T的个数大于N,Fl称为临

界层,使用拥挤度对临界层进行再排序,选出N个最

优个体进入下一代[8].
NSGA-II在进行支配排序时,仅依靠适应度函数

选择最优解.当目标维度增大时,这种支配关系会导
致选择压力在接近最优前沿时明显降低,使种群中出
现大量等价解和相同解.为此,本文提出在子代与父
代合并后,剔除相同解,然后进行交叉和变异,直到产
生2N个不同的解,再进行排序.在排序中,使用分解
和约束支配对Pareto支配出现的等价解进行惩罚,从
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而提高算法的选择压力.

1.3 基于分解的多目标优化算法

基于帕累托支配的算法在处理高维多目标问题

时性能较低,而基于惩罚的边界交叉方法 (PBI)性能
表现较优[15]. PBI主要是使用解与理想点之间的距离
在权重向量的投影d1和解到权重向量的距离d2来评

估解的性质. d1、d2的计算公式如下:

d1(x) =
∥(F (x))TRi∥

∥Ri∥
, (2)

d2(x) =
∥∥∥F (x)− d1(x)

Ri

∥Ri∥

∥∥∥. (3)

其中

W =

[
M + p− 1

p

]
, (4)

R = [R1, R2, . . . , RW ],

Ri = [R1
i , R

2
i , . . . , R

M
i ],

R1
i +R2

i + . . .+RM
i = 1, (5)

M为目标函数的个数,W为权重向量的个数,R为一
组具有 1/p的均匀间距的向量,Ri表示M维向量, p
为沿着每个目标坐标上的划分线,而

F (x) = (F1(x), F2(x), . . . , FM (x))T (6)

是解x的归一化目标向量.

2 DBCDP-NSGA-II算法
2.1 权重向量选取

使用Das等[16]提出的系统方法来生成一组均匀

分布的权重向量.在具有均匀间隔δ = 1/P (P = 5)

的三目标优化问题中生成权重向量,使用式 (4)得到
231个均匀分布的权重向量.

2.2 种群关联权重向量

在生成权重向量之后,对Rt种群个体的目标函

数值进行规范化.首先确定要归一化的总体中每个
目标函数fi的最小值fmin

i 和最大值fmax
i ,以构造向

量

Fmin = (fmin
1 , fmin

2 , . . . , fmin
M )T,

Fmax = (fmax
1 , fmax

2 , . . . , fmax
M )T; (7)

然后对于每个解x,用下面的公式计算归一化目标值
Fi(x):

Fi(x) =
fi(x)− fmin

i

fmax
i − fmin

i

. (8)

在Rt种群个体归一化之后,必须使每个个体关
联到d2距离最短的权重向量,并记录匹配到权重向
量的解的个数,使用RPj(u)表示分配给解u的权重

向量的解的个数,再根据RPj(u)判断解的密度.

2.3 分解约束支配策略

2.3.1 Deb约束支配
文献 [17]对约束优化问题存在的问题和求解方

法进行了概括,由Deb[18]提出的可行性法则的性能

表现最好.但在处理不连通的可行域或者前沿复杂
的可行域多目标问题时,如果x、y为非可行解,则仅
采用约束违反度选取最优个体,将使算法易陷入局部
最优;如果x为可行解, y为非可行解,则选取可行解
为较优个体,将使算法过于保护可行解. Deb约束支
配准则中,每个个体仅根据Pareto支配、约束违反度
两种信息来选取较优个体,这使在稀疏区域并靠近可
行区域的非可行解被淘汰,从而导致种群探索未知领
域的能力丧失.
约束违反度计算方法[7]为

VFD(x) =
P∑

j=1

⟨gj(x)⟩+
Q∑

k=1

|hk(x)|. (9)

其中:当g(x) < 0时, g(x) = −g(x);否则g(x) = 0.当
x满足约束条件中任何条件,即x在可行域内时, VFD
= 0;当x不完全满足约束条件,即x不在可行域内

时, VFD ̸= 0. VFD越小,x越靠近可行域.
2.3.2 分解约束支配准则

针对上述分析,本文将 Pareto支配、基于分解、
约束支配这3种方法相融合,提出一种新的支配方式
—–分解约束支配 (DBCDP支配).该支配先使用
Pareto支配对解进行快速排序,再通过分解和约束
支配对等价解进行惩罚. DBCDP支配主要是根据
Pareto支配、约束违反度、解的密度3种信息来选取
较优个体,提高对稀疏区域并靠近可行区域的非可行
解的保护.
由于u、v两个解的性质不同,分解约束支配可分

为以下3种情况:
1)当u、v两个解均为可行解并为等价解时,如果

u、v匹配到相同的权重向量,则根据d1的值判断解的

收敛情况,选出距离理想点最近的解;如果u、v匹配

到不相同的权重向量,则根据RPj的值判断解的密度,
选出距离理想点最近和密度最小的解.

2) 当u、v两个解都为非可行解并互不Pareto支
配时,如果u、v依附相同的权重向量,则根据约束违
反度的大小判断解与可行域的距离,选择靠近可行域
的解;否则,根据约束违反度和RPj的值选择稀疏区
域的解.

3) 当u为可行解, v为非可行解时,根据RPj的值
判断解的密度,选出稀疏区域的解,从而提高种群探
索未知领域的能力.
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根据以上3种情况的分析,分解约束支配关系定
义如下:给定一组权重向量R, u、v是种群P中的两

个解.如果下列语句之一成立,则解uDBCDP支配解
v:

1) u和v同为可行解:
1 uPareto支配v.
2 u和v是Pareto等价解:
i) RP(u) = RP(v)并且d1(u) < d1(v);
ii) RP(u) ̸= RP(v), d1(u) < d1(v)并且RPj(u)

< RPj(v).
如图1所示,u、v、y为可行解并且两两Pareto等

价,因 RP(y) = RP(v)并且 d1(y) < d1(v),故
y DBCDP支配v.因RP(u) ̸= RP(v), d1(u) < d1(v),
并且RPj(u) = 1 < RPj(v) = 2,故uDBCDP支配v.

d u2( )

d u1( )

d y1( )

d y2( )

u

y

v
d v1( )

d v2( )

!"#$

%&'
f1

f20

图 1 u、v、y为可行解分布图

2) u和v同为非可行解:
1 uPareto支配v.
2 u和v是Pareto等价解:
i) RP(u) = RP(v)且VFD(u) < VFD(v);

ii) RP(u) ̸=RP(v),VFD(u)<VFD(v)且RPj(u)
< RPj(v).
如图2所示,u、v、y为非可行解但两两Pareto等

价,因RP(y) = RP(v),VFD(u) < VFD(v),故
y DBCDP支配 v.因RP(u) ̸= RP(v),VFD(u) <

VFD(v),且RPj(u) = 1 < RPj(v) = 2,故uDBCDP
支配v.

u
y

v

!"#$ %&'
f

1

f
2

0

图 2 u、v、y为非可行解分布图

3) u为可行解, v 为非可行解且 RPj(u) <

RPj(v).
为了清楚地说明DBCDP支配的作用,图 3给出

了使用Pareto支配和DBCDP支配对DTLZ8测试问
题的19个随机生成解进行非支配排序的结果.对于
每一个解,在其右侧标记DBCDP支配排序,左边标记
帕累托支配秩(所在层数).
由图 3可知,构成第 1层非支配前沿的 4个帕累

托等价解 (A,B,C,D),当使用DBCDP支配排序时,
该前沿被细分为两个DBCDP支配前沿:第 1个是
C1 = {A,B,D},包含两个极端个体A和D以及具有

最小d1距离和与最不拥挤的权重向量相关联的解B;
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第2个是C2 = {C},其具有较大的距离d1和其相关

权重向量的较大密度.根据d1和RPj, DBCDP支配对
某些帕累托解的秩进行了惩罚.从图3中还可以看到
DBCDP支配有8层解,而Pareto支配有6层解,这表明
DBCDP支配选择压力比传统的帕累托支配更强.从
而进一步验证了DBCDP支配可以对帕累托等价解
进行惩罚.

2.4 DBCDP-NSGA-II算法流程

step 1: 初始值设定.初始种群Pt,决策变量数P ,
目标函数个数M ,种群个数N ,权重向量大小为H =

N ,迭代次数为 t = 0,最大迭代次数Dmax.在决策空
间中随机产生N个个体,构成初始种群Pt,并计算其
目标函数值和约束违反度.按照Das提出的基于惩罚
的边界交叉 (PBI)方法生成均匀分布的权重向量集
Zr.

step 2: 对种群Pt进行交叉变异,形成子代Qt,计
算子代Qt的目标函数值和约束违反度.将父代与子
代合并得到Rt,剔除相同解个体,再进行交叉变异,直
到产生2N个不同的个体.

step 3:为Rt中的每个解寻找权重向量:
1) 对Rt进行归一化处理 (找出Rt中每个目标函

数的最小值和最大值以形成Fmin和Fmax),计算Rt

的理想点Z∗.
2)计算垂直距离d1、d2,根据d2将每个个体分配

到其最近的权重向量,并计算每个个体到权重向量的
投影距离d1.求出每个权重向量关联解的个数.

step 4:排序:
1)根据DBCDP支配方式求每个个体的秩;
2)根据所求的秩进行严格排序.
step 5: 锦标赛选择.利用上述排序结果,将F1,

F2, . . . , Fl−1按顺序存储,再对临界层进行拥挤度排
序,直到选出N个最优个体,形成新种群Pt+1.

step 6:清除种群的秩.
step 7:如果t+1大于最大迭代次数,则结束运算;

否则,返回step 2.

3 实验仿真与分析

3.1 测试函数

本实验研究 DBCDP-NSGA-II在约束 DTLZ[19]

测试问题上的性能. DTLZ测试函数是用于评价高维
MOEAs性能最广泛的测试函数之一.本实验选取的
约束DTLZ测试问题主要分为两类:第1类为只有一
个约束条件的C-DTLZ1、C-DTLZ2;第2类为有M个

约束条件的DTLZ8、DTLZ9.
C-DTLZ1: C-DTLZ1测试函数的最优前沿值与

DTLZ1相同都为超平面,并且在逼近最优前沿时存
在由一个约束条件导致的不可行区域障碍,从而使算
法在收敛时困难增大.

C-DTLZ2:在DTLZ2问题中引入一个约束条件,
使DTLZ2的最优前沿变成不连通的最优前沿.只有
位于半径为 r的 (M + 1)超球体内的目标空间为可

行域.该函数可测试算法是否具有处理不连通前沿
的能力.

DTLZ8: DTLZ8测试函数的帕累托最优解是由
一条直线和一个超平面组成,其中直线由前(M − 1)

个约束条件确定,超平面由第M个约束条件决定.
DTLZ9: DTLZ9测试函数的帕累托最优解是前

(M − 1)个目标函数约束的交集.在二维空间的帕累
托最优解图中,最优解是单位圆的四分之一圆弧.大
多优化算法很难找到DTLZ9全局最优解,只能找到
某个区域的最优解.

C-DTLZ1、C-DTLZ2、DTLZ8、DTLZ9测试函数
的决策变量均为 [0, 1],表达式及性质见表1.

3.2 参数设置与算法对比

实验环境: Inter Core(TM)i5-2450M CPU,内存为
4 GB,Window10操作系统, MatlabR2017a版本.
参数设置:决策变量个数= 10×目标函数个数,

目标函数个数M = 5, 8, 12, 16, 20,种群大小为100.
文献 [15]使用覆盖PF*的权重向量来保护算法多样
性,所以权重向量的数量与种群大小相同.交叉方式
选择模拟二进制,交叉率= 0.5,突变率= 0.02.突变
步长= 0.1×(决策变量上限值−决策变量下限值),最
大迭代次数为100.
对比算法如下:为了验证本文所提出的DBCDP-

NSGA-II算法,选择引入Deb约束准则的NSGA-II(C-
NSGA-II)、C-NSGA-III、C-MOEA/D、C-MOEA/DD这
4种约束多目标优化算法进行对比实验研究.

3.3 性能指标

为了比较不同算法的性能,选择反向世代距
离 (IGD)[20]作为评价算法的性能指标. IGD可以测
量MOEA产生的所有近似解到真实 PF*的平均距
离. IGD的值越低,表示得到的解集合越接近PF*.此
指标能够综合评估算法的收敛性和分布性.

3.4 结果分析

本文给出了DBCDP-NSGA-II算法在C-DTLZ1、
C-DTLZ2、DTLZ8、DTLZ9测试问题上所得到的结
果,并与C-NSGA-II、C-MOEA/D、C-MOEA/DD和C-
NSGA-III进行比较.在结果比较中,使用Wilcoxon秩
和检验的方式[21]比较与检测算法之间的差异.在置
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表 1 C-DTLZ1、C-DTLZ2、DTLZ8、DTLZ9测试函数表达式及性质

测试函数 目标函数 约束条件 函数性质

C-DTLZ1

min f1(x) =
1

2
x1x2 . . . xM−1(1 + h(xM))

min f2(x) =
1

2
x1x2 . . . (1 − xM−1)(1 + h(xM))

... g(x) = 1 −
fM(x)

0.6
−

M−1∑
i=1

fi(x)

0.5
⩾ 0 线性最优面

min fM(x) =
1

2
(1 − x1)(1 + h(xM))

h(x)=100
(
10+

m∑
i=3

(xi−0.5)
2−cos(20π(xi−0.5))

)

C-DTLZ2

min f1(x)=(1+h(XM)) cos
(π

2
x1

)
. . . cos

(π

2
x(M−1)

)

凹函数

min f2(x)=(1+h(XM)) cos
(π

2
x1

)
. . . sin

(π

2
x(M−1)

)
... g(x)=max

{
Mmax
i=1

[
(fi(x)−1)2+

M∑
j=1,j ̸=i

f
2

j − r
2
]
,

min fM(x) =
(
1 + h(XM)

)
sin

(π

2
x1

) [ M∑
i=1

(fi(x) − 1/
√
M)

2 − r
2
]}

h(x) =
m∑

i=3

(xi − 0.5)
2

DTLZ8
min fj(x) =

1

⌊n/M⌋

⌊(jn)/M⌋∑
⌊(j−1)n/M⌋

xi gj(x) = fM(x) + 4fj(x) − 1 ⩾ 0

线性函数
j = 1, 2, . . . ,M j = 1, 2, . . . ,M − 1

gM(x)=2fM(x)+
(M−1)

min
i,j=1,i ̸=j

[fi(x)+fj(x)]−1⩾0

DTLZ9
min fj(x) =

⌊(jn)/M⌋∑
⌊(j−1)n/M⌋

(xi)
0.1

gj(x) = f2
M(x) + f2

j (x) − 1 ⩾ 0
非线性凹函数

j = 1, 2, . . . ,M j = 1, 2, . . . ,M − 1

信度为95 %的情况下,用符号“+”、“−”、“=”表

示统计检验的结果.“+”表示显著优于、“−”表示
显著劣于、“=”表示无差异于DBCDP-NSGA-II.例
如,表2中当M = 5时, C-NSGA-II的IGD平均值和标
准差“2.618 2e-1−”表示DBCDP-NSGA-II在置信度
为95 %的情况下,显著优于C-NSGA-II.

从表 2可知,在只有一个约束条件的C-DTLZ1、
C-DTLZ2 测试函数中, DBCDP-NSGA-II 求出 IGD

的结果相对较小,所求最优解显著优于C-NSGA-II、
C-NSGA-III、C-MOEA/D、C-MOEA/DD.而C-NSGA-
II和C-MOEA/D在C-DTLZ1、C-DTLZ2测试问题中
所求 IGD值较大,表明这两种算法没有准确地找到可
行域的位置.主要原因是当目标个数增加时,一个解
支配另一个解的能力下降,而且这两种算法过于强调
可行解支配非可行解,使算法易陷入局部最优解.在
C-DTLZ1的例子中当M = 5时, C-NSGA-III显著优

表 2 C-DTLZ1、C-DTLZ2测试函数的 IGD平均值和标准差

测试函数 决策变量数 目标数
C-NSGA-II C-NSGA-III C-MOEA/D C-MOEA/DD DBCDP-NSGA-II

平均值 标准差 平均值 标准差 平均值 标准差 平均值 标准差 平均值 标准差

C-DTLZ1 50 5 2.618 2e-1− 6.12e-1 5.058 9e-2+ 8.95e-1 5.693 0e-2− 3.21e-1 5.1561e-2+ 7.58e-1 5.173 7e-2 5.08e-1

C-DTLZ1 80 8 2.727 8e-1− 3.87e-1 1.990 1e-1− 4.54e-1 2.893 5e-1− 6.75e-1 1.564 6e-1− 6.62e-1 1.151 7e-1 6.92e-1

C-DTLZ1 120 12 1.992 5e-1− 3.39e-1 1.600 7e-1− 7.08e-1 1.802 2e-1− 4.01e-1 1.537 4E-1− 5.33e-1 1.358 9e-1 5.41e-1

C-DTLZ1 160 16 3.153 2e-1− 5.33e-2 2.375 4e-1− 4.46e-2 2.491 3e-1− 3.74e-2 2.324 8e-1− 8.48e-2 2.232 1e-1 4.30e-2

C-DTLZ1 200 20 3.957 7e-1− 7.70e-2 2.818 0e-1− 7.09e-1 3.253 0e-1− 4.32e-1 2.438 3e-1− 7.71e-1 2.393 5e-1 7.87e-1

C-DTLZ2 50 5 4.007 1e-1− 1.33e-1 1.912 6e-1− 8.05e-1 2.569 0e-1− 2.11e-1 1.899 7e-1− 5.24e-1 1.326 6e-1 5.99e-2

C-DTLZ2 80 8 3.592 5e-1− 3.39e-1 2.400 7e-1− 7.08e-1 3.802 2e-1− 2.01e-1 2.537 4e-1− 7.33e-1 2.286 7e-1 5.11e-2

C-DTLZ2 120 12 3.727 8e-1− 3.87e-1 2.693 5e-1− 6.75e-1 2.990 1e-1− 4.54e-1 2.564 6e-1− 6.62e-1 2.420 0e-1 3.74e-2

C-DTLZ2 160 16 3.618 2e-1− 6.12e-1 2.951 9e-1− 8.95e-1 3.693 0e-1− 9.21e-1 2.136 1e-1− 6.58e-1 2.108 9e-1 6.21e-2

C-DTLZ2 200 20 5.465 7e-1− 6.98e-2 3.894 5e-1− 6.96e-2 5.044 6e-1− 4.75e-2 3.690 9e-1− 7.10e-2 3.398 3e-1 6.62e-2
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于DBCDP-NSGA-II.对于凹函数C-DTLZ2,当M =

12, 16时, C-MOEA/DD取得仅次于DBCDP-NSGA-II
的最优值.主要原因是C-NSGA-III算法过于摒弃在
稀疏区域且靠近可行域的非可行解. C-MOEA/DD虽
然在锦标赛选择阶段保留了稀疏区域的非可行解,但
在支配阶段过于强调可行解支配非可行解. DBCDP-
NSGA-II在锦标赛选择、支配两个阶段都强调了保留
稀疏区域的非可行解.因此才能取得更好的结果.
从表3中可看出,对于第2类有M个约束条件的

DTLZ8、DTLZ9测试问题, DBCDP-NSGA-II求出IGD
的结果相对较小,所求最优解显著优于C-NSGA-II、
C-NSGA-III、C-MOEA/D、C-MOEA/DD.而C-NSGA-
II、C-MOEA/D仍没取得较好的最优解.在由一条直

线和一个超平面组成的DTLZ8例子中,当M = 12

时, C-MOEA/DD取得最优前沿值, C-NSGA-III结果
显著优于DBCDP-NSGA-II.当M = 5, 16, 20时, C-
MOEA/DD结果仅次于DBCDP-NSGA-II.对于Pareto
前沿由一条曲线组成的DTLZ9测试函数,当M =

5, 12时, C-MOEA/DD仅次于DBCDP-NSGA-II的结
果.当M = 16时, C-NSGA-III显著优于DBCDP-
NSGA-II的结果. C-NSGA-III、C-MOEA/DD 都通过
参考点将目标空间均匀分割,并将解与参考点一一
对应. DBCDP-NSGA-II采用了均匀分布的权重向量,
将解分配到离自己最近的区域内,不存在一一对应关
系,从而提高了种群的均匀分布.

表 3 DTLZ8、DTLZ9测试函数的 IGD平均值和标准差

测试函数 决策变量数 目标数
C-NSGA-II C-NSGA-III C-MOEA/D C-MOEA/DD DBCDP-NSGA-II

平均值 标准差 平均值 标准差 平均值 标准差 平均值 标准差 平均值 标准差

DTLZ8 50 5 4.684 6e-1− 4.16e-2 2.613 2e-1− 6.52e-2 3.668 6e-1− 2.14e-2 2.529 3e-1− 4.18e-2 2.279 6e-1 4.20e-2

DTLZ8 80 8 5.562 8e-1− 4.58e-2 2.468 6e-1− 7.79e-2 4.803 6e-1− 3.56e-2 2.889 0e-1− 5.73e-2 2.420 1e-1 5.95e-2

DTLZ8 120 12 5.759 1e-1− 4.57e-2 2.192 9e-1+ 7.50e-2 5.237 9e-1− 2.89e-2 2.045 4e-1+ 5.63e-2 2.660 6e-1 6.40e-2

DTLZ8 160 16 6.545 9e-1− 4.65e-2 3.726 3e-1− 5.71e-2 5.584 7e-1− 5.60e-2 3.603 6e-1− 4.38e-2 3.571 5e-1 6.05e-2

DTLZ8 200 20 7.799 6e-1− 4.76e-2 4.718 1e-1− 5.20e-1 7.030 3e-1− 5.43e-2 4.324 1e-1− 4.71e-2 4.287 6e-1 6.51e-2

DTLZ9 50 5 4.096 8e-1− 1.04e-1 3.629 6e-1− 6.50e-1 3.974 6e-1− 2.73e-1 3.569 0e-1− 6.62e-1 3.013 1e-1 6.90e-1

DTLZ9 80 8 5.545 1e-1− 2.01e-1 4.498 7e-1− 3.20e-1 5.143 8e-1− 2.04e-1 4.594 5e-1− 5.83e-1 4.212 0e-1 7.64e-1

DTLZ9 120 12 5.052 5e-1− 2.77e-1 3.530 8e-1− 5.13e-1 4.761 6e-1− 7.79e-1 3.520 0e-1− 6.35e-1 3.440 7e-1 5.31e-1

DTLZ9 160 16 5.932 9e-1− 4.20e-1 4.819 8e-1+ 6.21e-1 5.471 4e-1− 7.99e-1 4.881 3e-1− 7.59e-1 4.864 5e-1 6.91e-1

DTLZ9 200 20 6.792 1e-1− 6.43e-1 5.558 4e-1− 7.84e-1 6.868 9e-1− 4.55e-1 5.653 4e-1− 7.58e-1 5.265 1e-1 7.18e-1
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图 4 C-NSGA-II、C-NSGA-III、C-MOEA/D、C-MOEA/DD、DBCDP-NSGA-II在DTLZ8测试函数中的结果
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图 5 C-NSGA-II、C-NSGA-III、C-MOEA/D、C-MOEA/DD、DBCDP-NSGA-II在DTLZ9测试函数中的结果

图4从a、b、c这3个角度展示了当M = 3时迭

代 50次C-NSGA-II、C-NSGA-III、C-MOEA/D、C-
MOEA/DD、DBCDP-NSGA-II的DTLZ8测试函数结
果.这些结果显示: C-NSGA-II解的分布性差;而C-
NSGA-III、 C-MOEA/D、 C-MOEA/DD、 DBCDP-
NSGA-II的解在直线和超平面上分布较均匀.

图5从a、b、c这3个角度展示了当M = 3时迭代

50次C-NSGA-II、C-NSGA-III、C-MOEA/D、C-MOEA
/DD、DBCDP-NSGA-II的DTLZ9测试函数结果.这
些结果显示, C-NSGA-III、 C-MOEA/DD、DBCDP-
NSGA-II分布较广,并且DBCDP-NSGA-II在曲线的
端点处找到2个解.
从Wilcoxon秩和检验的结果中可以得出,在 20

组数学实验中, DBCDP-NSGA-II比C-NSGA-II优 20
次, DBCDP-NSGA-II比C-NSGA-III优17次, DBCDP-
NSGAII比 C-MOEA/D优 20次, DBCDP-NSGA-II比
C-MOEA/DD优 18次.由此可以看出,在 C-DTLZ1、
C-DTLZ2、 DTLZ8、 DTLZ9测试问题中, DBCDP-
NSGA-II相对于 C-NSGA-II、 C-NSGA-III、 C-
MOEA/D、C-MOEA/DD而言,在 IGD指标上取得了
较好的结果.
从表2和表3、图4和图5关于收敛性和分布性

的综合结果得知, DBCDP-NSGA-II具有较好的整体
性能.仿真结果表明,本文采用Pareto支配与基于分
解的方法相融合的DBCDP支配,成功地发挥了两种

方法各自的优势.

4 结 论

本文综合考虑Pareto支配、分解和约束支配3种
方法的优势,提出了一种分解约束支配NSGA-II优化
算法.在支配排序中,进行了Pareto支配排序,并从解
到权重向量的距离、解与理想点之间的距离在权重

向量的投影、解的密度3个方面对等价解进行了惩
罚和严格排序,从而保留稀疏区域的可行解和非可行
解,提高了种群的收敛性和分布性.综合分析了该算
法与其他 4种算法在测试函数约束DTLZ上的结果
比较,结果分析表明,所提出的算法能够提供整体性
能最优的结果.下一步的研究方向将以新型支配关
系来代替传统的Pareto支配求解约束高维多目标优
化问题.
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