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库存水平影响需求下变质品订购、定价和

保鲜技术投资的联合决策
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摘 要: 研究变质品的订购、定价和保鲜技术投资联合决策问题.假设产品需求同时受价格和库存水平的影响,系
统不允许缺货并放松期末库存水平为零的约束,零售商拥有有限的货架空间或存储空间,同时考虑零售商可以通
过投资保鲜技术减低产品的变质率,以平均利润最大化为目标构建库存水平影响需求下变质品的订购、定价和保
鲜技术投资联合决策模型.首先证明最优策略的存在性和唯一性,并给出零售商建立期末库存的条件;然后利用
最优解的相关性质设计一个求解模型的多阶段迭代算法;最后通过具体算例验证展示模型和算法的可行性和实
用性,并完成相关参数的敏感性分析,获得一定的管理启示.
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Abstract: This paper studies a joint ordering, pricing and preservation investment decision problem for perishable items.
It is assumed that the demand rate is dependent on price and inventory level simultaneously, shortages are not allowed
and the restriction of zero ending-inventory is relaxed. And meanwhile considering that the deterioration rate can be
controlled by employing a certain preservation technology and the retailer has limited shelf space or storage space. The
inventory model of the joint ordering, pricing and preservation investment decision for deteriorating items with inventory-
level-dependent demand is proposed with the goal of maximizing the retailer’s average profit. First, it is proved that the
optimal policy not only exits but also unique, and we also provide the conditions for retailer to build up inventory. Then,
an iterative algorithm is designed to find the optimal solution according to the relevant properties of the model. Finally,
the numerical example is given to illustrate the feasibility and practicability of the model and algorithm, and the sensitivity
analysis of relevant parameters is carried out and some managerial insights are derived.
Keywords: perishable items；inventory-level-dependent demand；ordering；pricing；preservation technology investment

0 引 言

经典的库存模型通常假设外部市场需求为

常数或时变情形.然而,在现实生活中超市和大卖
场等零售场所的货架上展示的某一种商品越多,其

销量越多. Levin[1]最早注意到上述现象,并将该现
象称为需求依赖库存水平 (inventory-level-dependent
demand).随后, Peterson等[2]也证实了这种库存现象,
并发现商品的销售量与其展示的库存水平存在近似
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正比的关系. Gupta等[3]首次将这种现象定量化并引

入到库存模型,认为需求率是初始库存水平的一个函
数.随后, Baker等[4]进一步修正了Gupta等[3]的模型,
认为需求率是瞬时库存水平的函数,并提出了一个指
数型的需求函数. Urban[5]对库存水平影响需求问题

进行了全面的评述.
变质品在日常生活中随处可见,例如水果、蔬菜、

肉类、牛奶等食物以及药品、挥发性液体等. Mandal
等[6]最早考虑变质品的库存水平影响需求问题,并提
出需求率是一个瞬时库存水平的线性函数. Dye等[7]

应用上述线性需求函数探讨了允许缺货且缺货部分

延迟订购的EOQ模型. Chang等[8]考虑不允许缺货

并放松期末库存水平为零的约束对文献[7]的模型进
行了拓展. Wu等[9]进一步考虑非瞬时变质产品,构建
了一个平均成本最小化的EOQ模型. Soni[10]考虑延

迟支付情形,探讨了一类库存水平影响需求的库存模
型. Pando等[11]针对具有时变库存持有成本的变质

品,以平均利润最大化为目标构建了库存水平影响需
求下库存模型. Tiwari等[12]和Shaikh等[13]考虑库存

水平影响需求分别探讨了两货栈情形和带全量价格

折扣情形下的变质品库存策略.
上述研究成果为零售商解决库存水平影响需求

下的库存控制问题提供了很好的参考,但上述研究均
假定产品的零售价格和变质率为外生变量.然而,在
市场竞争日益激烈的环境下,零售商通过调整价格
管理产品需求一直被认为是增加收益和保持竞争力

的一种最有效方法. Hou等[14]假设需求同时受到库

存水平和价格的影响,并且考虑了资金的时间价值,
研究了允许缺货情形下定价和订购的联合问题.霍
佳震等[15]在允许短缺并延迟订购情形下,构建了需
求受到库存水平影响下易逝品的联合定价和生产模

型.计国君等[16]考虑需求同时受库存水平和价格的

影响,构建了多个供应商、多个零售商情况下,供应
商库存外包予第三方的易逝品联合定价和库存决策

模型. Lu等[17]同样考虑需求受库存水平和价格的影

响,利用最大值原理研究了变质品的动态定价和库存
策略.曹裕等[18]基于预付款情形下研究了非瞬时变

质品的联合定价和批量问题. Feng等[19]、Chen等[20]

和Agi等[21]假定需求同时受价格、库存水平和时间

的影响,探讨了不同情形下变质品的订购和定价问
题. Hsieh等[22]、李贵萍等[23]和Li等[24]引入参考价格

的效应,探讨了易变质品的定价和库存控制问题.
产品的变质率可以通过对存储设备 (如冷藏等)、

包装技术 (真空包装、打蜡等)等进行有效的投资而

得到一定程度的控制. Richards[25]曾指出,零售业每
减少20 %的变质商品浪费,可以增加33 %的收益.因
此,研究变质品的保鲜技术投资问题同样具有重要的
现实意义. Lee等[26]考虑需求是库存水平的线性函

数,研究了允许缺货且缺货延迟订购情形下易逝品
的订购和保鲜技术投资问题. Mishra等[27]考虑有限

规划时域内零售商进行等周期补货,研究了变质品的
联合补货和保鲜技术投资策略. Bardhan等[28]针对非

瞬时变质产品,假定需求率是瞬时库存水平的指数函
数,研究了订购和保鲜技术投资的联合问题,其所建
模型不允许短缺且期末库存水平约束为零.

虽然学者们已经开始关注库存水平影响需求下

的变质品定价或保鲜技术投资问题,但是针对该情境
下变质品订购、定价和保鲜技术投资策略的综合优

化问题还较少有学者探讨.基于此,本文将考虑一个
不允许缺货的变质品库存系统,同时放松期末库存水
平为零的约束,且假定零售商拥有有限的存储空间,
产品的市场需求同时受库存水平和零售价格的影响,
以平均利润最大化为目标构建了相应的库存模型,目
的是为零售商寻找最优订购、定价和保鲜技术投资

策略.主要工作包括:
1)考虑产品需求受价格和库存水平的影响且产

品的变质率可通过投资保鲜技术得到控制,同时优化
变质品的订购、定价和保鲜技术投资决策;

2)放松零售商订购周期期末库存水平为零的约
束,并考虑零售商拥有有限的存储空间或货架空间这
一现实情境进行库存建模;

3)给出零售商持有期末库存的条件及最优策略
的相关性质,并设计相应的迭代算法完成对模型的求
解.

1 符号䈤明与假设

1.1 符号说明

本文建模用到的符号描述如下:A为零售商的固
定订货成本, c为单位产品的采购成本,h为单位产品
单位时间的库存持有成本, θ为产品的变质率且满足
0 < θ < 1, I(t)为 t时刻零售商产品的库存水平, q为
一个补货周期内零售商的订购量, ξ为零售商单位时
间的保鲜技术投资成本且满足 ξ ⩾ 0 (决策变量),E
为零售商单个补货周期的期末库存水平且满足E ⩾
0 (决策变量), p为产品的零售价格且满足p > c (决策
变量),T为零售商补货周期的长度且满足T > 0 (决
策变量), TP(T, p, ξ, E)为一个补货周期内零售商的

总利润, ATP(T, p, ξ, E)为一个补货周期内零售商单

位时间的平均利润.
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1.2 基本假设

1)考虑单一变质产品的库存系统,计划时域无限
且订货提前期为零.

2) 在一个补货周期内已变质产品必须立即离开
库存系统不会被修缮或补充.

3) 市场需求同时依赖于产品价格p和瞬时库存

水平I(t),本文采用Mandal等[6]提出的库存水平影响

需求的线性形式,定义需求函数为

D(p, I(t)) = α(p) + βI(t),

其中0 < β < 1表示库存水平对需求的影响大小.此
外,假设α(p)是关于价格p的任意非负、连续和递减

的凸函数,且收益率函数pα(p)是关于p的严格凹函

数,即pα′′(p) + 2α′(p) < 0.
4)产品的变质率θ(0 < θ < 1)为常数,但零售商

可以通过投资相应的保鲜技术 (如温控设备、真空包
装、打蜡等)降低产品的变质率,定义m(ξ)为零售商

单位时间的保鲜技术,投资成本为ξ时可使变质率减

少量.不失一般性,假设m(ξ)是关于ξ的单调递增凹

函数,且满足 lim
ξ→+∞

= θ,该假设暗示着资本的边际报

酬递减.
5)在实际生活中,大多数零售商店的货架空间或

存储空间是有限的,因此,假设零售商的最大货架空
间 (或存储空间)为W ,即在一个补货周期内的库存
水平需要满足I(t) ⩽ W .

6)库存系统不允许缺货.另外, Urban[5]指出:“当
考虑库存水平影响需求时,零售商倾向于订购更多的
产品,目的是获取增加的需求所带来的潜在利润,但
是结果也可能导致补货周期末零售商有库存剩余.”
基于此,本文将放松期末库存水平为0这一严格约束,
定义期末库存满足I(t) = E,其中E ⩾ 0.

2 模型构建

基于上述分析和假定,本文探讨的库存系统运作
过程如下:在 t = 0时刻,零售商向上游供应商订购q

单位的产品满足一个订货周期的需求,然后在市场需
求和产品变质的共同作用下,产品的库存水平不断下
降,直至当库存水平降低至I(t) = E时,零售商开始
下一订货周期运作.

具体地,在时间段 [0, T ]内,库存水平的变化满足
如下微分方程:

I ′(t) = −α(p)− βI(t)− [θ −m(ξ)]I(t). (1)

利用边界条件I(t) = E,可解得上述微分方程为

I(t) =
α(p)

β + θ −m(ξ)
[e(β+θ−m(ξ))(T−t) − 1]+

Ee(β+θ−m(ξ))(T−t). (2)

利用式(2)可知,补货周期内产品订购量为

q = I(0)− E =

α(p)

β + θ −m(ξ)
[e(β+θ−m(ξ))T − 1]+

E[e(β+θ−m(ξ))T − 1]. (3)

零售商一个补货周期内利润构成分别为:
1)采购成本cq;
2)库存持有成本

h
w T

0
I(t)dt =
hα(p)

[β + θ −m(ξ)]2
[e(β+θ−m(ξ))T−

(β + θ −m(ξ))T − 1]+

hE

β + θ −m(ξ)
[e(β+θ−m(ξ))T − 1];

3)固定订购成本A;
4)保鲜技术投资成本ξT ;
5)销售收益

p
w T

0
α(p) + βI(t)dt =

pα(p)T +
βpα(p)

[β + θ −m(ξ)]2
×

[e(β+θ−m(ξ))T − (β + θ −m(ξ))T − 1]+

pE

β + θ −m(ξ)
[e(β+θ−m(ξ))T − 1].

一个补货周期内零售商的总利润为

TP(T, p, ξ, E) =

(p− c)α(p)T +
α(p)[pβ − h− c(β + θ −m(ξ))]

[β + θ −m(ξ)]2
×

[e(β+θ−m(ξ))T − (β + θ −m(ξ))T − 1]+

E[pβ − h− c(β + θ −m(ξ))]

β + θ −m(ξ)
[e(β+θ−m(ξ))T − 1]−

A− ξT. (4)

进一步可知，零售商在一个订购周期的平均利

润为

ATP(T, p, ξ, E) =
TP(T, p, ξ, E)

T
. (5)

3 模型分析与求解

模型以平均利润函数ATP(T, p, ξ, E)最大化为

目标,其最优解是零售商变质品订购、定价和保鲜
技术投资的最优策略 (T ∗, p∗, ξ∗, E∗).考虑到该目
标函数的复杂性,很难利用解析方法求证目标函数
ATP(T, p, ξ, E)是关于决策变量 (T, p, ξ, E)的联合

凹函数并同时求出模型最优策略的显示解.因此,第
3.1节将首先对模型相关特性进行有效分析以证明最
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优解的存在性和唯一性,进而在第3.2节根据最优解
的相关性质设计一个相应的迭代算法.

3.1 模型的相关性质

定理1 对于任意给定的T、E和ξ,平均利润函
数ATP(p|ξ, T, E)是关于p的严格凹函数,且存在唯
一的最优零售价格p∗满足如下方程:

α(p)T + (p− c)α′(p)T+

βα(p) + α′(p)[pβ − h− c(β + θ −m(ξ))]

[β + θ −m(ξ)]2
×

[e(β+θ−m(ξ))T − (β + θ −m(ξ))T − 1]+

Eβ

β + θ −m(ξ)
[e(β+θ−m(ξ))T − 1] = 0. (6)

证明 对平均利润函数ATP(p|ξ, T,E)分别求

其关于价格p的一阶和二阶偏导数,得到
∂ATP(p|ξ, T,E)

∂p
=

1

T

{
α(p)T + (p− c)α′(p)T+

βα(p) + α′(p)[pβ − h− c(β + θ −m(ξ))]

[β + θ −m(ξ)]2
×

[e(β+θ−m(ξ))T − (β + θ −m(ξ))T − 1]+

Eβ

β + θ −m(ξ)
[e(β+θ−m(ξ))T − 1]

}
,

∂2ATP(p|ξ, T, E)

∂p2
=

1

T

{
2α′(p)T + (p− c)α′′(p)T+

2βα′′(p) + α′′(p)[pβ − h− c(β + θ −m(ξ))]

[β + θ −m(ξ)]2
×

[e(β+θ−m(ξ))T − (β + θ −m(ξ))T − 1]
}
.

由假设α(p)是关于价格p的任意非负、连续、递

减的凸函数,且pα′′(p)+2α′(p)< 0,易证∂2ATP(p|ξ,
T,E)/∂p2 < 0,即ATP(p|ξ, T, E)是关于p的严格凹

函数,因此存在唯一最优解p∗满足
∂ATP(p|ξ, T,E)

∂p
= 0,整理可得方程(6). 2
定理2 对于任意的T、E和p,平均利润函数

ATP(ξ|p, T,E)是关于ξ的严格凹函数,且存在唯一
的最优保鲜技术投资水平ξ∗满足如下方程:
m′(T )α(p)

T

{c[e(β+θ−m(ξ))T−(β+θ−m(ξ))T−1]

[β + θ −m(ξ)]2
+

2[pβ − h− c(β + θ −m(ξ))]

[β + θ −m(ξ)]3
× [e(β+θ−m(ξ))T−

(β+θ−m(ξ))T−1]+
T [pβ−h−c(β + θ −m(ξ))]

[β + θ −m(ξ)]2
×

[1−e(β+θ−m(ξ))T ]
}
+
m′(ξ)E

T

{c[e(β+θ−m(ξ))T − 1]

β + θ −m(ξ)
+

pβ − h− c(β + θ −m(ξ))

[β + θ −m(ξ)]2
[e(β+θ−m(ξ))T − 1]−

[pβ−h−c(β+θ−m(ξ))]T

β + θ −m(ξ)
e(β+θ−m(ξ))T

}
= 1. (7)

证 明 利用指数函数的泰勒展开式, 将
e(β+θ−m(ξ))T 分别展开到前 3项和前 2项,并忽略其
余更高阶项,即

e(β+θ−m(ξ))T =

1 + (β + θ −m(ξ))T +
1

2
[(β + θ −m(ξ))T ]2,

e(β+θ−m(ξ))T = 1 + (β + θ −m(ξ))T.

分别代入式(4),化简得到

TP(ξ|p, T,E) =

(p− c)α(p)T +
1

2
α(p)

[
pβ − h− c(β + θ −m(ξ))

]
+

E[pβ − h− c(β + θ −m(ξ))]−A− ξT.

易证

∂2TP(ξ|p, T,E)

∂ξ2
=

[1
2
α(p) + E

]
cm′′(ξ) < 0.

因为
∂2ATP(ξ|p, T,E)

∂ξ2
=

1

T

∂2TP(ξ|p, T,E)

∂ξ2
,所以

∂2TP(ξ|p, T,E)

∂ξ2
< 0,即平均利润函数ATP(ξ|p, T,

E)是关于 ξ的严格凹函数.因此,存在唯一最优解 ξ∗

满足∂ATP(ξ|p, T,E)/∂ξ = 0,整理可得方程(7). 2
定理1和定理2分别给出了在给定T、E和ξ (或

p)的情形下,最优零售价格p (或最优保鲜技术投资ξ)
存在且唯一的充分必要条件.因此,在实际商业运营
中,利用定理1和定理2的性质,零售商可以有效制定
产品的零售价格和保鲜技术投资水平以实现系统最

优.
引理1 对于任意给定的p和ξ,将决策变量T和

E所构成的可行域集合定义为

Ω =
{
(T,E) : T > 0, E ⩾ 0,

α(p)

[β + θ −m(ξ)]2
[e(β+θ−m(ξ))T − 1]+

Ee(β+θ−m(ξ))T ⩽ W
}
,

则有:
1)可行域集合Ω为凸集且是紧的;
2) 平均利润函数ATP(T,E|p, ξ)将在可行域集

合Ω的边界处取到全局最大值.
证明 1) 易证

α(p)

[β + θ −m(ξ)]2
[e(β+θ−m(ξ))T −

1] + Ee(β+θ−m(ξ))T 是关于 (T,E)的联合凸函数,且
T > 0与E ⩾ 0为线性约束,因此可行域集合Ω为

凸集.注意到,对于任意给定可行的T > 0和E ⩾ 0,
需要满足约束条件

α(p)

[β + θ −m(ξ)]2
[e(β+θ−m(ξ))T − 1]+
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Ee(β+θ−m(ξ))T ⩽ W,

排除T = +∞与E = +∞的情形.综上,可行域集合
Ω为凸集且是紧的.

2) 求平均利润函数ATP(T,E|p, ξ)关于E的一

阶和二阶偏导数,得到
∂ATP(T,E|p, ξ)

∂E
=

1

T

[pβ − h− c(β + θ −m(ξ))]

β + θ −m(ξ)
× [e(β+θ−m(ξ))T−1],

∂2ATP(T,E|p, ξ)
∂E2

= 0.

构造ATP(T,E|p, ξ)关于(T,E)的黑塞矩阵为

H =


∂2ATP
∂E2

∂2ATP
∂T∂E

∂2ATP
∂T∂E

∂2ATP
∂T 2

 =

 0
∂2ATP
∂T∂E

∂2ATP
∂T∂E

∂2ATP
∂T 2

 .

显然 |H| = −
(∂2ATP
∂T∂E

)2

< 0,可知ATP(T,E|
p, ξ)关于 (T,E)的黑塞矩阵不是负定矩阵,因此
ATP(T,E|p, ξ)不存在内部极大值点.由ATP(T,E|
p, ξ)在可行域集合Ω(紧凸集)上连续可微,根据
Weierstrass定理, ATP(T,E|p, ξ)在Ω上必存在全局

最大值.综上,平均利润函数ATP(T,E|p, ξ)必定在
可行域集合Ω的边界处取到全局最大值. 2
引理1表明,当p和 ξ已知时,最优补货周期T和

期末库存水平E将在Ω的边界处取得.进一步易知,
ATP(T,E|p, ξ)关于E的单调性与pβ−h−c(β+θ−
m(β))的正负有关.因此,存在以下两种情况:

1)当pβ − h− c(β + θ−m(β)) ⩾ 0时, ∂ATP(T,
E|p, ξ)/∂E ⩾ 0,即ATP(T,E|p, ξ)是关于E的增函

数,此时ATP(T,E|p, ξ)将在

E =
[
W +

α(p)

β + θ −m(ξ)

]
e−(β+θ−m(ξ))T−

α(p)

β + θ −m(ξ)

处取得最大值.
2)当pβ − h− c(β + θ−m(β)) < 0时, ∂ATP(T,

E|p, ξ)/∂E > 0,即ATP(T,E|p, ξ)是关于E的减函

数,此时ATP(T,E|p, ξ)将在E = 0处取得最大值.
事实上, pβ − h − c(β + θ − m(β))可以理解为持

有额外单位库存所获得的收益 (p − c)β与持有额

外库存需要付出的成本h + c(θ − m(ξ))之差.如果
pβ − h− c(β + θ −m(β)) ⩾ 0,则表明零售商持有额
外库存所带来的收益大于需要付出的成本,因此将商
品库存建立到最大允许水平对零售商而言是最优的

选择,反之,零售商将没有动力建立期末库存,这与现
实情形一致.

下面将分两种情况展开讨论:
1) pβ − h− c(β + θ −m(ξ)) ⩾ 0.
该情形下,零售商持有额外库存水平是有利的,

因此,零售商会将其商品库存建立到最大允许水平,
即

E =
[
W +

α(p)

β + θ −m(ξ)

]
e−(β+θ−m(ξ))T−

α(p)

β + θ −m(ξ)
.

将其代入式(5),目标函数ATP(T,E|p, ξ)可以重述为

ATP(T |p, ξ) =
1

T

{
(p− c)α(p)T+

α(p)[pβ − h− c(β + θ −m(ξ))]

[β + θ −m(ξ)]2
×

[e(β+θ−m(ξ))T − (β + θ −m(ξ))T − 1]+

[pβ − h− c(β + θ −m(ξ))]

β + θ −m(ξ)
×[

W (1− e−(β+θ−m(ξ))T ) +
α(p)

β + θ −m(ξ)
(2−

e(β+θ−m(ξ))T − e−(β+θ−m(ξ))T )
]
−A− ξT

}
. (8)

引理 2 对于任意给定的 p和 ξ,若 p和 ξ满足

pβ − h − c(β + θ − m(ξ)) ⩾ 0,则平均利润函数
ATP(T |p, ξ)存在唯一全局极大值点T1满足如下等

式:

A+
T [pβ − h− c(β + θ −m(ξ))]

β + θ −m(ξ)
×

{α(p)[e−(β+θ−m(ξ))T−

1] + [β + θ −m(ξ)]W e−(β+θ−m(ξ))T } =

α(p)[pβ − h− c(β + θ −m(ξ))]

[β + θ −m(ξ)]2
× [e(β+θ−m(ξ))T−

(β + θ −m(ξ))T − 1]+

[pβ − h− c(β + θ −m(ξ))]

β + θ −m(ξ)
×{

W [1− e−(β+θ−m(ξ))T ] +
α(p)

β + θ −m(ξ)
[2−

e(β+θ−m(ξ))T − e−(β+θ−m(ξ))T ]
}
. (9)

证明 根据式 (8),对ATP(T |p, ξ)求其关于T的

一阶导数,有
∂ATP(T |p, ξ)

∂T
=

L1(T )

T 2
.

其中

L1(T ) =

A+
Tα(p)[pβ − h− c(β + θ −m(ξ))]

β + θ −m(ξ)
×

[e(β+θ−m(ξ))T − 1]+
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T [pβ − h− c(β + θ −m(ξ))]

β + θ −m(ξ)
×

[(β + θ −m(ξ))W e−(β+θ−m(ξ))T+

α(p)(e−(β+θ−m(ξ))T − e(β+θ−m(ξ))T )]−
α(p)[pβ − h− c(β + θ −m(ξ))]

[β + θ −m(ξ)]2
×

[e(β+θ−m(ξ))T − (β + θ −m(ξ))T − 1]−
[pβ − h− c(β + θ −m(ξ))]

β + θ −m(ξ)
×{

W (1− e−(β+θ−m(ξ))T )+

[pβ − h− c(β + θ −m(ξ))]

β + θ −m(ξ)
[2− e−(β+θ−m(ξ))T−

e(β+θ−m(ξ))T ]
}
.

对L1(T )求关于T的一阶导数,有
∂L1(T )

∂T
=

− T [α(p) + (β + θ −m(ξ))W ][pβ−

h− c(β + θ −m(ξ))]e−(β+θ−m(ξ))T < 0.

可知,L1(T )是关于T ∈ (0,+∞)的单调递减函数,
且 lim

T→0+
L1(T ) = A, lim

T→+∞
L1(T ) = −∞,因此存在

唯一的T1满足
ATP(T |p, ξ)

∂T
= 0.在T = T1处,对

ATP(T |p, ξ)求其关于T的二阶导数,有
∂2ATP(T |p, ξ)

∂T 2

∣∣∣
T=T1

=

− pβ − h− c(β + θ −m(ξ))

T1
×

[α(p) + (β + θ −m(ξ))W ]e−(β+θ−m(ξ))T1 ⩽ 0.

由上式可知，不动点T1为ATP(T |p, ξ)的全局极
大值点.进一步,通过整理方程∂ATP(T |p, ξ)/∂T =

0可得到式(9). 2
2) pβ − h− c(β + θ −m(ξ)) < 0.
同理,在该情形下,零售商建立期末库存是不

利的.对零售商而言,期末库存水平为0是最优的结
果.将E = 0代入式 (5),目标函数ATP(T,E|p, ξ)可
以重述为

ATP(T |p, ξ) =
1

T

{
(p− c)α(p)T+

α(p)[pβ − h− c(β + θ −m(ξ))]

[β + θ −m(ξ)]2
×

[e(β+θ−m(ξ))T − (β + θ −m(ξ))T − 1]−A− ξT
}
.

(10)

引理3 对于任意给定的p和ξ,若满足pβ − h −
c(β+ θ−m(ξ)) < 0,则平均利润函数ATP(T |p, ξ)存

在唯一全局极大值点T2,且T2满足下式:

T2 =

T0, T0 < T̄ ;

T̄ , T0 ⩾ T̄ .
(11)

其中T0为∂ATP(T |p, ξ)/∂T = 0的解,且有

T̄ =

1

β + θ −m(ξ)
ln

[W (β + θ −m(ξ))

α(p)
+ 1

]
.

类似地，引理2和引理3分别给出了在给定零售
价格p和保鲜技术投资水平 ξ的情形下,零售商的最
优补货策略存在且唯一的充分必要条件,这就为零售
商管理库存水平影响需求的变质品订购问题提供了

决策依据.
证明 根据式 (10),对ATP(T |p, ξ)求其关于 T

的一阶导数,有
∂ATP(T |p, ξ)

∂T
=

L2(T )

T 2
.

其中

L2(T ) =

A+
Tα(p)[pβ − h− c(β + θ −m(ξ))]

β + θ −m(ξ)
×

[e(β+θ−m(ξ))T − 1]−

α(p)[pβ − h− c(β + θ −m(ξ))]

[β + θ −m(ξ)]2
×

[e(β+θ−m(ξ))T − (β + θ −m(ξ))T − 1].

对L2(T )求其关于T的一阶导数,有
∂L2(T )

∂T
= Tα(p)[pβ − h− c(β + θ −m(ξ))]×

e(β+θ−m(ξ))T < 0.

易知L2(T )是关于T的单调递减函数,且 lim
T→0+

L2(T )

= A, lim
T→+∞

L2(T ) = −∞,因此方程
ATP(T |p, ξ)

∂T
=

0在(0,+∞)上必存在唯一的零点T0.在T = T0处对

ATP(T |p, ξ)求其关于T的二阶导数,有
∂2ATP(T |p, ξ)

∂T 2

∣∣∣
T=T0

=

α(p)[pβ − h− c(β + θ −m(ξ))]

T0
e(β+θ−m(ξ))T0 < 0.

由上式可知,不动点T0为ATP(T |p, ξ)的全局极
大值点.又因为零售商的最大货架空间或存储空间
为W ,所以需要保证I(t) ⩽ W恒成立,即T ⩽ T̄ .综
上,全局极大值点T2满足式(11). 2
定理3 对于任意给定的p和 ξ,定义∆(p, ξ) =

pβ − h− c(β + θ −m(ξ)),则有:
1)如果∆(p, ξ) ⩾ 0,则零售商最优的补货周期T

满足式(9),即T ∗ = T1,最优期末库存水平为
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E∗ =
[
W +

α(p)

β + θ −m(ξ)

]
e−(β+θ−m(ξ))T1−

α(p)

β + θ −m(ξ)
; (12)

2) 如果∆(p, ξ) < 0,则零售商最优的补货周
期T满足式 (11),即T ∗ = T2,最优期末库存水平为
E∗ = 0.
由引理2和引理3可知定理3显然成立.
由定理3可见,当∆(p, ξ) ⩾ 0,即持有额外库存有

利时,零售商将会充分利用货架空间来展示更多的商
品,进而利用库存水平影响需求的效应以获得更多的
市场需求,反之零售商没有动力去持有期末库存.

3.2 算 法

基于定理1、定理2和定理3对模型目标函数相
关性质的分析,给出一个多阶段迭代算法以搜索该问
题的最优解.算法具体步骤如下.

step 1:令i = 1,初始化ξ(i) = ξ0 ⩾ 0 .
step 2:令j = 1,初始化p(j) = p0 ⩾ c.
step 3: 计算∆(ξ(i), p(j)),根据定理3执行以下两

个子步骤:
step 3.1:如果∆(ξ(i), p(j)) ⩾ 0,则

T (j) = T1,

E(j) =[
W +

α(p(j))

β + θ −m(ξ(j))

]
e−(β+θ−m(ξ(j)))T (j)

−

α(p(j))

β + θ −m(ξ(j))
.

将T (j)、E(j)、ξ(i)代入式(6),求解以确定p(j+1) =

p∗.同样地,将T (j)、E(j)、p(j+1)代入式 (7),求解以确
定ξ(i+1) = ξ∗.

step 3.2:如果∆(ξ(i), p(j)) < 0,则T (j) = T2, E
(j)

= 0.将T (j)、E(j)、ξ(i)代入式 (6),求解以确定p(j+1)

= p∗.同样地,将T (j)、E(j)、p(j+1)代入式 (7),求解以
确定ξ(i+1) = ξ∗.

step 4:若p(j)与p(j+1)相差的足够小,即 |p(j+1) −
p(j)| ⩽ 10−4,则最优解为 (T ∗, E∗, p∗) = (T (j), E(j),

p(j+1)),执行step 5,否则令j = j + 1,返回step 3.
step 5: 若ξ(i)与ξ(i+1)相差的足够小,即 |ξ(i+1) −

ξ(i)| ⩽ 10−4,则最优解为 (T ∗, E∗, p∗, ξ∗) = (T (j),

E(j), p(j+1), ξ(i+1)),执行step 6,否则令i = i + 1,返回
step 2.

step 6: 将最优策略 (T ∗, E∗, p∗, ξ∗)代入式 (5)和
(3),分别计算零售商最优平均利润ATP和最优订购
量q∗.

4 算例分析

本节通过具体的数值算例完成以下两部分工

作: 1)应用所提出模型和算法求解变质品订购、定价
和保鲜技术投资联合决策的最优策略,以验证模型和
算法的应用性和有效性; 2)对模型的主要参数进行
灵敏度分析,获得相应的管理启示.现考虑如下库存
系统:A = 150, θ = 0.2, h = 3, β = 0.3, c = 20,W =

300, α(p) = 1 000− 10p;零售商投入保鲜技术后可使
产品变质率减少的部分为m(ξ) = θ(1 − e−0.01ξ).此
外,本文算例参数的选取要求满足两个条件: 1)选取
的参数满足模型构建的所有基本假设; 2)基于选取
参数计算出来的最优解和最优平均利润是非负,即保
证问题是合理的、有意义的.

4.1 数值算例

首先选取两个初始搜索值 ξ0和p0,不失一般性,
令ξ0、p0满足m(ξ0) = θ/2、(p0−c)α′(p0)+α(p0) = 0,
代入相关参数经计算可得ξ0 = 69.314 7, p0 = 60.然
后根据第3.2节所提多阶段迭代算法,求解变质品订
购、定价和保鲜技术投资联合决策问题的最优解.表
1给出了算法迭代的具体过程.
根据表1,每步迭代均导致目标函数值ATP逐渐

增加,直至相邻两次迭代结果中决策变量间的差异
|p(j+1) − p(j)|和 |ξ(i+1) − ξ(i)|满足相应的阈值要求,
停止迭代计算,即问题达到最大值.由表1可知,问题
的最优策略为 ξ∗ = 219.627 5, p∗ = 62.933 8, T ∗ =

0.268 4, E∗ = 179.821 6,ATP = 17 390.966 7.为了
进一步验证算法的有效性,对不同的初始值 ξ0与p0

进行相关实验,选取 ξ0 = {0, 30, 60, . . . , 300}, p0 =

{20, 25, 30, . . . , 90},一共进行 165次仿真实验.实验
结果表明:不同的初始值进行迭代计算没有影响问
题的近似解,仅仅影响迭代计算的迭代次数.
图 1∼图 3分别为平均利润函数ATP关于零售

价格p、保鲜技术投资水平ξ和补货周期T的函数图

像.显然，平均利润函数ATP是关于p/ξ/T的严格凹

函数,验证了定理1、定理2以及引理1和引理2的正
确性.综上可知，通过上述算法求解的结果便是问题
的全局最优解.
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图 1 ATP(T (p), ξ(p), E(p), p)的图形
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表 1 算法迭代过程和计算结果

i j ξ(i) p(j) E(j) T (j) p(j+1) ξ(i+1) |p(j+1) − p(j)| |ξ(i+1) − ξ(i)| ATP(i)

1

1

69.314 7

60.000 0 153.60 0.298 7 62.709 6 210.266 4 2.709 6

145.672 5 17 150.67

2 62.709 6 165.01 0.290 1 62.871 6 214.726 5 0.162 0

3 62.871 6 165.65 0.289 6 62.880 6 214.972 7 0.009 0

4 62.880 6 165.68 0.289 6 62.881 1 214.986 4 0.000 5

5 62.881 1 165.68 0.289 6 62.881 1 214.987 2 0.000 0

2

1

214.987 2

60.000 0 169.73 0.273 9 62.788 5 215.698 8 2.788 2

4.584 6 17 390.21

2 62.788 5 179.19 0.268 9 62.926 5 219.391 7 0.138 0

3 62.926 5 179.63 0.268 7 62.932 9 219.563 4 0.006 4

4 62.932 9 179.65 0.268 7 62.933 2 219.571 4 0.000 3

5 62.933 2 179.65 0.268 7 62.933 3 219.571 8 0.000 0

3

1

219.571 8

60.000 0 169.92 0.273 6 62.789 4 215.763 0 2.789 4

0.055 1 17 390.96

2 62.789 4 179.36 0.268 7 62.927 0 219.447 6 0.137 6

3 62.927 0 179.80 0.268 5 62.933 5 219.618 5 0.006 5

4 62.933 5 179.82 0.268 4 62.933 8 219.626 5 0.000 3

5 62.933 8 179.82 0.268 4 62.933 8 219.626 9 0.000 0

4

1

219.626 9

60.000 0 169.92 0.273 6 62.789 4 215.763 8 2.789 4

0.000 6 17 390.97

2 62.789 4 179.36 0.268 6 62.927 0 219.448 3 0.137 6

3 62.927 0 179.80 0.268 4 62.933 5 219.619 2 0.006 5
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4.2 灵敏度分析

下面对相关参数进行灵敏度分析.保持其他参
数取值不变,每次仅改变某一个指定参数取值,变化

幅度分别为增加 (减小) 25 %和增加 (减少) 50 %,具体
计算结果如表2所示.
由表2可得到如下结果:
1) 当固定订购成本A增加时,T ∗和q∗将随之增

加,而p∗、ξ∗、E∗和ATP∗将随之减少.固定订购成
本的增加将导致零售商减低其订货频率 (即延长订
购周期的长度)并增加其订购量,然而,较长的订购周
期将导致更多的变质损失量,因此需要投入更多的保
鲜投资以减少变质损失.因为市场需求同时受价格
和库存水平的影响,较长的补货周期导致平均库存水
平处于相对较低的水平,所以零售商降低其商品的零
售价格以刺激更多的商品需求.此外,零售商的货架
空间或存储空间是有限的,因此订货量的增加必定引
致期末库存水平的减少.

2)当参数β的取值逐渐增加时, ATP∗、p∗、ξ∗和

E∗均随之增加,而T ∗和q∗均随之减小.易知,β取值
的大小反映了市场需求受到库存水平的影响程度,β
取值越大表明库存水平对市场需求的影响越大.因
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表 2 相关参数的灵敏度分析

参数 变化 / % p∗ ξ∗ T∗ E∗ q∗ ATP∗

A

−50 63.403 5 228.790 6 0.187 5 215.94 84.064 4 17 731.62

−25 63.149 6 223.903 4 0.231 1 196.45 103.554 9 17 546.78

+25 62.540 3 200.784 0 0.374 1 121.08 164.817 2 17 546.05

+50 62.338 2 195.264 6 0.413 9 103.19 181.983 3 17 125.01

β

−50 61.681 6 197.534 0 0.929 5 0 387.289 8 15 993.17

−25 61.602 3 183.480 0 0.535 2 55.26 228.428 7 16 640.06

+25 63.881 8 221.920 9 0.225 7 196.35 103.650 0 18 184.05

+50 64.843 6 223.154 8 0.196 6 207.45 92.549 1 19 017.08

c

−50 57.939 6 143.949 5 0.235 2 181.46 118.543 0 21 998.96

−25 60.437 8 188.891 2 0.250 9 180.88 119.121 8 19 628.21

+25 65.111 0 222.481 8 0.412 1 114.27 169.949 1 15 279.44

+50 67.225 2 222.988 0 0.589 1 56.32 224.298 5 13 293.33

h

−50 62.952 1 220.924 5 0.248 8 188.34 111.658 7 17 753.60

−25 62.944 3 220.326 7 0.258 0 184.32 115.678 3 17 571.50

+25 62.700 9 203.879 2 0.356 5 129.30 156.842 8 17 208.91

+50 62.619 7 200.203 6 0.389 0 114.91 170.646 9 17 031.34

k

−50 62.921 2 229.340 8 0.273 9 176.07 123.926 3 17 196.62

−25 62.929 8 254.204 0 0.270 2 178.61 121.394 5 17 318.23

+25 62.936 1 193.649 7 0.267 4 180.54 119.463 5 17 439.82

+50 62.937 6 173.582 0 0.266 8 181.01 118.993 0 17 475.13

W

−50 60.654 8 117.702 9 0.300 7 22.42 127.575 4 16 056.59

−25 61.800 8 181.658 2 0.280 3 102.73 122.274 4 16 699.13

+25 63.891 1 236.061 0 0.313 2 216.05 141.620 7 18 116.31

+50 65.021 3 258.871 4 0.297 1 291.39 137.552 7 18 875.39

此,随着β取值的增加,零售商会采取相应的措施将
库存水平维持在较高水平,结果导致零售商一方面
会加大保鲜技术投资水平,目的是减少产品的变质现
象所造成库存的损失,另一方面会加快订货频率 (缩
短订货周期),即采用“多批少量”的订货模式,目的
是保证平均库存水平不断增加,同时存储空间的约
束导致订购量的不断减少.此外,保鲜技术投资水平
的增加必定导致零售价格的增加,而补货周期的缩短
和需求的增加会导致平均利润的增加.特别地,当减
少50 %时,最优期末库存水平E∗ = 0.这是因为当
ph− β − c(β + θ −m(ξ)) < 0,即零售商持有相应库
存不利时,期末库存水平为0对零售商而言是最优的
选择.

3) 当单位采购成本c逐渐增加时, p∗、ξ∗、T ∗和

q∗均随之增加,而ATP∗和E∗随之减少.显然,单位
采购成本的增加暗示该商品更“值钱”,零售商为避
免产品的变质损失需要增加其保鲜技术投资并提高

其零售价格,同时零售商为弥补价格上涨导致的需求
减少会增加其订购量来刺激需求.

4) 当单位库存持有成本h增加时,T ∗和 q∗会增

加,而ATP∗、p∗、和E∗均随之减少.在需求同时依赖
于库存水平和价格的情形下,随着库存持有成本的增
加,零售商一方面通过降低价格来增大需求以减少库
存的持有量,另一方面,虽然维持较高的库存水平将
带来更多的需求,但同时也带来了更多的库存成本,
因此零售商必须改变其订货策略即采用“少批多量”

的订货模式,以保证其库存水平维持适当的水平.
5)当参数k增加时, ATP∗、p∗和E∗均随之增加,

而ξ∗、T ∗和q∗均随之减少.参数k取值越大保鲜技术

成本投资回报率便越高,因此,当参数k取值增加时,
零售商将适当地减少其保鲜技术投资,但是仍能获得
较好的保鲜效用.因为保鲜技术投资的效果变好,库
存的变质损失将随之降低,且平均库存水平随之增
加.这将导致零售商能够充分利用库存水平影响需
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求的事实,进而采用“多批少量”的订货模式以保证
其库存水平始终维持在较高的水平.

6) 当零售商的最大货架空间 (或存储空间)W增
加时,零售商将拥有更大的存储空间,持有更多的库
存,因此零售商需要增加保鲜投入以抑制产品的变
质并提高零售价格.另外,W的增加必定导致E∗的

增加,以实现零售商不断提高其平均库存水平的目
标.此外易知,最优补货周期T ∗同时依赖于E∗和W ,
且表现为随E的增加而减小,随W的增加而增加.因
此,随着W的增加,T ∗并不具有特定单调关系,进而
q∗也不具有特定单调关系.

5 结 论

本文针对一个产品需求同时受到库存水平和价

格影响且产品的变质率可通过投资保鲜技术得到降

低的变质品库存系统,同时假定该系统不允许缺货并
放松其库存水平为零的约束,以平均利润最大化为目
标,研究零售商在有限存储空间约束下变质品订购、
定价和保鲜技术投资的联合决策问题.针对该联合
决策模型的特征,证明了模型最优解的存在性和唯一
性,并给出了零售商持有期末库存的条件;同时根据
最优解的相关性质,设计了一个求解模型的多阶段迭
代算法.
研究发现:当持有单位额外库存获得的收益大

于相应的支出成本(即pβ−h−c(β+θ−m(ξ)) ⩾ 0)时,
零售商持有期末库存将获得更大的利润,即零售商应
该将初始库存建立到最大允许水平,反之零售商不需
要建立期末库存水平;当固定订购成本较大时,零售
商需要增加订购量以减低其订货频率,同时需要加大
保鲜技术投入水平来减少产品的变质损失,并降低产
品的零售价格以增加需求;当库存水平对需求率有
较大影响时,零售商可以充分利用库存水平影响需求
的效应,即零售商应该采用“多批少量”的订货模式;
当单位采购成本较高时,零售商需要加大保鲜技术投
资水平并提高零售价格,同时为了弥补价格上涨所导
致的需求减少,零售商需要增加其订购量以维持其较
高的库存水平来增加市场需求;当单位库存持有成
本较高时,零售商需要在“获得更多的需求”与“支
付更多的库存成本”之间找到一个平衡,选择“少批
多量”的订货模式并降低其零售价格,保证其平均库
存维持在适当水平,这对零售商是最优的策略;当保
鲜技术投资的回报率较高时,零售商不要投入太多的
保鲜技术投资,同时采用“多批少量”的订货模式,目
的是库存维持在较高水平,以便充分利用库存水平影
响需求现象;当零售商可利用的货架空间较大时,零

售商可以持有更多的库存,同时需要增加保鲜投入以
抑制产品的变质并提高零售价格.
总之,本文可为零售商解决库存水平影响需求下

变质品的订购、定价和保鲜技术投资联合决策问题

提供一定的指导意义和参考价值.
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