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摘 要: 控制系统的应用中存在状态不能直接测量或测量成本高的实际问题,给模型参数未知的系统完全利用
状态数据学习最优控制器带来挑战性难题.为解决这一问题,首先构建具有状态观测器且系统矩阵中存在未知参
数的离散线性增广系统,定义性能优化指标;然后基于分离定理、动态规划以及Q-学习方法,给出一种具有未知模
型参数的非策略Q-学习算法,并设计近似最优观测器,得到完全利用可测量的系统输出和控制输入数据的非策略
Q-学习算法,实现基于观测器状态反馈的系统优化控制策略,该算法的优点在于不要求系统模型参数全部已知,
不要求系统状态直接可测,利用可测量数据实现指定性能指标的优化;最后,通过仿真实验验证所提出方法的有效
性.
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Abstract: In the application of control systems, there is a practical problem that the state cannot be directly measured
or the measurement cost is high. In order to solve this problem, a linear discrete-time augmented system with unknown
parameters and a state observer is first constructed and the prescribed performance index is defined. Then, based on the
separation theorem, the dynamic programming theory and the Q-learning method, a novel off-policy Q-learning algorithm
is developed to approximate the optimal observer and the optimal controller for systems with unknown parameters and
unmeasured states, such that the control performance is minimized using only measured data. The advantage of this
algorithm is that it does not require all the system model parameters to be known and the system state to be directly
measurable. Finally, the simulation experiment verifies the effectiveness of the proposed method.
Keywords: off-policy Q-learning；optimal control；state observer；separation theorem；discrete-time systems；approximate
dynamic programming

0 引 言

根据系统外部变量 (输入变量和输出变量)的实
测值得出状态变量估计值的一类动态系统称为状态

重构器. 20世纪60年代初期,为了对控制系统实现状
态反馈或其他需要,人们提出了状态观测器的概念和
构造方法,通过重构的途径解决了状态不能直接测量
的问题.构成状态观测器的方法依需要的不同有所

差别,最简单的是开环状态观测器,开环观测器对外
界干扰的抗干扰性和对参数变动的灵敏度都很差,采
用闭环方式构成的状态观测器能够克服开环状态观

测器的缺点[1-3].目前状态观测器设计普遍采用依赖
系统模型信息的方法[4-6],系统模型存在未知参数,完
全利用可测量数据的状态观测器设计目前还较少见
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强化学习 (reinforcement learning, RL)是一种从
环境状态到动作映射的学习,并期望动作从环境中获
得的累积奖赏最大[7-10].从20世纪80年代末开始,随
着对强化学习的数学基础研究取得突破性进展,对
强化学习的研究和应用日益开展起来,强化学习成为
目前机器学习领域的研究热点之一,近年来在工程应
用、模式识别、图像处理、网络优化等领域都得到

了广泛应用[11].根据目标策略和行为策略是否一致
将强化学习分为策略 (on-policy)学习和非策略 (off-
policy)学习.如果在学习过程中,动作选择的行为策
略和学习改进的目标策略一致,则该方法称为策略
学习 (如Sarsa学习),否则称为非策略学习 (如非策略
Q-学习)[12-15].

采用强化学习方法不依赖系统模型参数信息,完
全利用数据学习状态反馈控制策略、优化控制系统

性能的研究成果较多,如线性系统最优二次调节、最
优跟踪控制等[16-19],这些方法都假定系统的状态可
以测量.然而,在实际应用中,系统的状态可能不是物
理量,不能直接测量,或是测量的成本非常高,这种情
况系统无法使用基于可测量的状态信息学习得到最

优控制器,并且所设计的状态反馈控制器无法实现对
系统控制和优化.对于具有未知参数的系统状态反
馈最优控制,且系统状态不能直接测量的问题,目前
还没有得到充分研究.文献 [17]利用系统当前和过
去的可测输出和输入数据估计当前系统状态,给出基
于强化学习方法的近似最优控制策略.此种方法对
于高阶系统而言计算复杂,且需要存储大量系统当前
和过去的输出和输入数据.

本文针对具有未知参数的线性离散系统,考虑系
统状态不可测的情况,提出一种非策略Q-学习算法,
给出了基于观测器状态反馈的控制器增益和状态观

测器增益学习算法.该算法不需要系统模型参数完
全已知,利用可测的当前时刻输出和输入数据优化
控制系统性能.算例仿真验证了所提出方法的有效
性.本文的创新性在于: 1)不同于模型依赖的状态观
测器设计方法[4-6],本文给出了系统模型存在未知参
数情况下,完全利用可测量数据的非策略Q-学习算
法学习最优状态观测器增益; 2)现有的无模型控制
器设计方法中往往假定系统状态直接可测[16-19],文
献 [17]研究了系统状态不可测情况下的无模型最优
控制器学习算法,不同于文献 [17],本文提出一种非
策略Q-学习算法,学习基于状态观测器的状态反馈
最优控制器增益.

1 具有状态观测器的最优控制问题䱀述

考虑如下具有未知模型参数的线性离散系统的

状态方程: xk+1 = A(θ)xk +B(θ)uk,

yk = C(θ)xk.
(1)

其中:xk = x(k) ∈ Rn、uk = u(k) ∈ Rm、yk = y(k)

∈ Rp分别为被控状态、控制输入和控制输出,A(θ)、
B(θ)和C(θ)为适维矩阵, k(k = 0, 1, . . .)为采样时

刻, θ为未知参数或未知向量.假设(A(θ), B(θ))能控,
(A(θ), C(θ))能观.
鉴于实际控制系统状态很难直接测量或者只能

测量部分状态信息,且测量成本较高,设计如下全维
状态观测器:x̂k+1 = A(θ)x̂k +B(θ)uk + L(yk − ŷk),

ŷk = C(θ)x̂k.
(2)

其中: x̂k为x的重构状态或估计状态, ŷk为观测器输
出,L为观测器增益矩阵.定义实际状态和状态估计
值之差为误差向量,有

ek = xk − x̂k. (3)

得到误差向量的动态方程为

ek+1 = (A(θ)− LC(θ))ek. (4)

选用基于观测器状态的静态反馈控制器

uk = Kx̂k. (5)

控制器(5)的目标是最小化如下二次性能指标:
1

2

∞∑
k=0

yT
k Qpyk + uT

kRpuk, (6)

其中Qp和Rp分别为半正定和正定矩阵.如此,本文
关注的最优控制问题可以表述如下.
问题1

min
uk

1

2

∞∑
k=0

yT
k Qpyk + uT

kRpuk;

s.t.式 (1)、(4)和(5). (7)

令ξk =

[
xk

ek

]
,由式(1)、(4)和(5)得到如下闭环增广控

制系统:

ξk+1 =

[
A(θ) +B(θ)K −B(θ)K

0 A(θ)− LC(θ)

]
ξk. (8)

由式 (8)可知,闭环系统的极点由A(θ) + B(θ)K和

A(θ) − LC(θ)的特征值确定,可以分别设计L和K,
从而配置闭环系统的极点.因此对于优化问题 1,分
离定理[20-21]成立.
注1 配置A(θ) +B(θ)K和A(θ)− LC(θ)特征
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值的方法较多,如极点配置、李雅普诺夫方法等.本
文关注的是在系统模型含有未知参数的情况下,如何
完全利用可测数据分别设计L和K,保证闭环系统稳
定,并优化性能指标(7).

2 最优观测器设计

本节主要给出不利用被控系统和观测器系统

矩阵A(θ)、B(θ)和C(θ)的最优观测器非策略Q-学
习算法学习最优观测器.引入观测器策略 wk =

L(yk − ŷk),定义如下优化问题.
问题2

min
wk

∞∑
k=0

(yk − ŷk)
T
Q1(yk − ŷk) + wT

k R1wk; (9)

s.t. ek+1 = A(θ)ek − wk. (10)

先给出基于系统模型的最优观测器策略w∗
k,得

到不利用系统矩阵数据驱动的最优观测器策略w∗
k

设计方法.所设计的最优观测器策略w∗
k不仅要保证

观测器误差收敛到零,而且能够优化性能指标(9).

2.1 依赖模型的最优观测器设计

由性能指标(9),最优值函数和最优Q函数为

V ∗
o (ek) = min

w

∞∑
i=k

eT
i Q̃1ei + wT

i R1wi; (11)

Q∗
o(ek, wk) = eT

k Q̃1ek + wT
k R1wk + V ∗

o (ek+1). (12)

其中

Q̃1 = C(θ)TQ1C(θ),

V ∗
o (ek+1) = min

w

∞∑
i=k+1

(eT
i Q̃1ei + wT

i R1wi).

得到最优值函数和最优Q函数的关系为

V ∗
o (ek) = min

uk

Q∗
o(ek, wk) = Q∗

o(ek, w
∗
k). (13)

引理1 [18] 对于优化问题2,如果观测器策略为
wk = L(yk − ŷk),则值函数V ∗

o 和Q函数Q∗
o可以表示

为如下二次型:

V ∗
o (ek) =

1

2
eT
kPoek, (14)

Q∗
o(ek, wk) =

1

2

[
ek

wk

]T

H1

[
ek

wk

]
. (15)

其中:Po为正定矩阵,且有

H1 =

[
Q̃1 +A(θ)

T
PoA(θ) −A(θ)

T
Po

∗ R2 + Po

]
=[

H1,ee H1,ew

H1,we H1,ww

]
, (16)

Po =

[
I

LC(θ)

]T

H1

[
I

LC(θ)

]
. (17)

基于动态规划,由式 (12)得到基于Q函数的贝尔
曼(Bellman)方程如下:[

ek

wk

]T

H1

[
ek

wk

]
=

eT
k Q̃1ek + wT

k R1wk +

[
ek+1

wk+1

]T

H1

[
ek+1

wk+1

]
=

eT
k Q̃1ek + wT

k R1wk+[
ek

wk

]T ([
I

LC(θ)

]
[A(θ) − I]

)T
H1·

([
I

LC(θ)

]
[A(θ) − I]

)[
ek

wk

]
. (18)

根据实现最优性能的必要条件,由∂Q∗
o/∂wk =

0可得 w∗
k = −H−1

1,ww(H1,we)
Tek,

L∗C(θ) = −H−1
1,ww(H1,we)

T.
(19)

其中 H1,we = −(A(θ)TPo)
T,

H1,ww = R1 + Po.
(20)

将式(19)代入(18),得到代数黎卡提方程[
ek

−H−1
1,ww(H1,we)

T
ek

]T

H1

[
ek

−H−1
1,ww(H1,we)

T
ek

]
=

eT
k Q̃1ek+eT

k (H
−1
1,ww(H1,we)

T)TR1H
−1
1,ww(H1,we)

Tek+[
ek

−H−1
1,ww(H1,we)

T
ek

]T ([
I

−H−1
1,ww(H1,we)

T

]
·

[A(θ) − I]
)T

H1

([ I

−H−1
1,ww(H1,we)

T

]
[A(θ) − I]

)
·[

ek

−H−1
1,ww(H1,we)

T
ek

]
. (21)

为求解式(21)中Q函数矩阵H1,给出如下算法.
算法1 基于模型的策略迭代算法.
step 1:初始化.给定保证估计误差稳定的观测器

增益L0,令j = 0, j为迭代指标.
step 2: 策略评估.通过式 (22)求解Q函数迭代矩

阵Hj+1
1 ,有

Hj+1
1 =[
Q̃1 0

0 R1

]
+

([
I

LjC(θ)

]
[A(θ) − I]

)T
Hj+1

1 ·

([
I

LjC(θ)

]
[A(θ) − I]

)
. (22)

step 3:策略更新.有
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wj+1
k = −(Hj+1

1,ww)
−1(Hj+1

1,we)
Tek. (23)

step 4: 如果∥Hj
1 −Hj+1

1 ∥ ⩽ ε(ε > 0),则算法停
止,否则令j = j + 1,转至step 2.

注 2 文献 [18-19]已经证明 lim
j→∞

Hj+1
1 = H1,

lim
j→∞

wj+1
k = w∗

k(其中H1为式(21)的解).

由算法1可知,学习Q函数矩阵H1要求系统矩

阵A(θ)和C(θ)精确已知.然而,实际控制系统模型中
含有未知参数,算法1无法执行.完全利用可测数据,
针对具有未知参数的系统设计最优观测器是本文研

究的目的.下一节将给出一种非策略的Q-学习算法,
在系统矩阵A(θ)、B(θ)和C(θ)中含有未知参数的情

况下,学习得到近似最优观测器增益.

2.2 最优观测器非策略Q-学习算法设计

引入两种操作,一种是定义一个与最优Q函数矩
阵相关的虚拟Q函数矩阵H̄1,有

H1 =

[
C(θ) 0

0 I

]T

H̄1

[
C(θ) 0

0 I

]
; (24)

另一种是在系统 (4)中引入一个辅助变量 wj
k =

−(Hj
1,ww)

−1(Hj
1,we)

Tek,得到

ek+1 = A(θ)ek − wk − wj
k + wj

k =

(A(θ)ek − wj
k) + (wj

k − wk). (25)

其中:wk用于产生系统数据,称为行为策略;wi
k为目

标策略,本文目的是wi
k收敛到最优观测器策略.由式

(16)和(24)得到

H1 =

[
Q̃1 +A(θ)

T
PoA(θ) −A(θ)

T
Po

∗ R1 + Po

]
=[

H1,ee H1,ew

H1,we H1,ww

]
=

[
C(θ) 0

0 I

]T

H̄1

[
C(θ) 0

0 I

]
=

[
C(θ) 0

0 I

]T [
H̄1,11 H̄1,12

∗ H̄1,22

][
C(θ) 0

0 I

]
=[

C(θ)
T
H̄1,11C(θ) C(θ)

T
H̄1,12

∗ H̄1,22

]
. (26)

沿着系统轨迹(25),结合式(22)和(26),得到[
yk − ŷk

wk

]T

H̄j+1
1

[
yk − ŷk

wk

]
−

(yk+1 − ŷk+1)
T

[
I

Lj

]T

H̄j+1
1

[
I

Lj

]
(yk+1 − ŷk+1) =

(yk − ŷk)
TQ1(yk − ŷk) + (wj

k)
TR1w

j
k+

2(yT
k − ŷT

k )
TH̄j+1

1,12(w
j
k − wk)+

wj
k(H̄

j+1
1,22 −R1)(w

j
k − wk)+

wT
k (H̄

j+1
1,22 −R1)(w

j
k − wk). (27)

令eyk
= yk − ŷk,式(27)改写为

θj(k)hj+1
o = ρjk. (28)

其中

ρjk = eT
yk
Q1eyk

+ wT
k R1wk,

hj+1
o =

[(vec(H̄j+1
1,11))

T (vec(H̄j+1
1,12))

T (vec(H̄j+1
1,22))

T]T,

θj(k) = [θj1 θj2 θj3],

θj1 = eT
yk

⊗ eT
yk

− eT
yk+1

⊗ eT
yk+1

,

θj2 = 4eT
yk

⊗ wk − 2eT
yk+1

⊗ (Ljeyk+1
)T−

2eT
yk

⊗ (Ljeyk
)T,

θj3 = 2wT
k ⊗ wT

k − (Ljeyk+1
)T ⊗ (Ljeyk+1

)T−

(Ljeyk
)T ⊗ (Ljeyk

)T. (29)

由式(26),式(23)改写为

wj+1
k = −(Hj+1

1,ww)
−1(Hj+1

1,we)
Tek =

− (H̄j+1
1,22)

−1(H̄j+1
1,12)

T(yk − ŷk),

Lj+1 = −(H̄j+1
1,22)

−1(H̄j+1
1,12)

T. (30)

定理1 如果矩阵C(θ)C(θ)T可逆,则存在唯一
矩阵H̄j+1

1 ,满足

Hj+1
1 =

[
C (θ) 0

0 I

]T

H̄j+1
1

[
C (θ) 0

0 I

]
(31)

和式 (27),使得式 (30)收敛到最优观测器策略,即
lim
j→∞

wj+1
k = w∗

k.

证明 首先证明如果矩阵H̄j+1
1 是迭代方程 (27)

的解,则由式 (31)得到的矩阵Hj+1
1 满足式 (22).已知

yk − ŷk = C(θ)ek和ek的动态式 (25),如果矩阵H̄j+1
1

是迭代方程(27)的解,则H̄j+1
1 保证下式成立:[

yk − ŷk

wk

]T

H̄j+1
1

[
yk − ŷk

wk

]
−

((A(θ)ek − wj
k) + wj

k − wk)
T·[

C(θ)

LjC(θ)

]T

H̄j+1
1

[
C(θ)

LjC(θ)

]
·

((A(θ)ek − wj
k) + wj

k − wk) =

(yk − ŷk)
TQ1(yk − ŷk) + (wj

k)
TR1w

j
k−

2eT
kA(θ)

TP j+1
o (wj

k − wk) + 2wj
kP

j+1
o (wj

k − wk)−

(wj
k − wk)

TP j+1
o (wj

k − wk). (32)

由引理 1的式 (17)和 (32)可知,式 (31)定义的矩阵
Hj+1

1 保证式 (22)成立.下面证明式 (27)存在唯一解
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H̄j+1
1 .假设式 (27)存在两个不同的解 H̄j+1

1 和W̄ j+1
1 ,

那么由式(31)能够得到矩阵Hj+1
1 和W j+1

1 ,其中

W j+1
1 =

[
C(θ) 0

0 I

]T

W̄ j+1
1

[
C(θ) 0

0 I

]
.

矩阵C(θ)C(θ)T可逆,有[
(C(θ)C(θ)

T
)
−1

0

0 I

][
C(θ) 0

0 I

]
W j+1

1 ·

[
C(θ)

T
0

0 I

][
(C(θ)C(θ)

T
)
−1

0

0 I

]
= W̄ j+1

1 ,

[
(C(θ)C(θ)

T
)
−1

0

0 I

][
C(θ) 0

0 I

]
Hj+1

1 ·

[
C(θ)

T
0

0 I

][
(C(θ)C(θ)

T
)
−1

0

0 I

]
= H̄j+1

1 .

如果矩阵Hj+1
1 与矩阵W j+1

1 相同,则矩阵 H̄j+1
1

与 W̄ j+1
1 相等,所以矩阵Hj+1

1 与矩阵W j+1
1 不相等.

然而式 (22)有唯一解,根据反证法,原假设式 (27)存
在两个不同的解H̄j+1

1 和W̄ j+1
1 不成立.由式(30)有

lim
j→∞

wj+1
k = lim

j→∞
{−(Hj+1

1,ww)
−1

(Hj+1
1,we)

T
ek} = w∗

k. 2
注3 定理1要求即使矩阵C(θ)中含有未知参

数,C(θ)C(θ)T也应能够判断是否可逆.
算法2 非策略Q-学习算法.
step 1:数据收集.给定保证估计误差稳定的观测

器增益wk,收集数据eyk
,存储到样本集合θj(k)和ρjk.

step 2: 初始化.给定初始观测器增益,保证估计
误差系统(4)稳定,令j = 0.

step 3: 执行Q学习.用最小二乘法估计式 (28)中
虚拟Q函数矩阵 H̄j+1

1 ,然后利用式 (30)更新观测器
增益Lj+1.

step 4: 如果∥Lj+1 − Lj∥ ⩽ ε(ε > 0),则算法停
止,否则令j = j + 1,转至step 3.

注4 利用算法2可以通过非策略Q-学习方法
较容易地学习最优观测器增益,算法2最重要的优点
是它独立于系统矩阵、不要求系统矩阵A(θ)、B(θ)

和C(θ)完全已知.另外,矩阵 H̄j+1
1 的引入使得仅利

用可测的输入和输出数据来学习最优观测器增益成

为可能.

3 最优控制器设计

根据分离定理,控制器增益矩阵K应保证A(θ)+

B(θ)K镇定,并且优化问题1中的性能指标 (7).因此,
给出如下优化问题.

问题3

min
uk

1

2

∞∑
k=0

yT
k Qpyk + uT

kRpuk; (33)

s.t. xk+1 = A(θ)xk +B(θ)uk,

uk = Kxk. (34)

问题3改写为

min
uk

1

2

∞∑
k=0

xT
k Q̃pxk + uT

kRpuk;

s.t.式(34). (35)

其中Q̃p = C(θ)TQpC(θ).
由性能指标(35),最优值函数和最优Q函数为

V ∗
x (xk) = min

uk

∞∑
i=k

xT
i Q̃pxi + uT

i Rpui, (36)

Q∗
x(xk, uk) = xT

k Q̃pxk + uT
kRpuk + V ∗

x (xk+1). (37)

得到最优值函数和最优Q函数的关系为

V ∗
x (xk) = min

uk

Q∗
x(xk, uk) = Q∗

x(xk, u
∗
k). (38)

引理2 [17] 对于可镇定的控制策略uk = Kxk,
最优值函数和最优Q函数可以表示为如下二次型:

V ∗
x (xk) =

1

2
xT(k)P2x(k), (39)

Q∗
x(xk, uk) =

1

2

[
xk

uk

]T

H2

[
xk

uk

]
. (40)

其中

H2 =

[
H2,xx H2,xu

∗ H2,uu

]
=[

A(θ)
T
P2A(θ) + Q̃p A(θ)

T
P2B(θ)

B(θ)
T
P2A(θ) B(θ)

T
P2B(θ) +Rp

]
; (41)

P2 =

 I

−K

T

H2

 I

−K

 ,

P2 = PT
2 > 0.

(42)

在系统矩阵A(θ)、B(θ)和C(θ)含有未知参数的

情况下,给出求解问题3的不要求系统矩阵完全已知
的策略Q-学习算法和非策略Q-学习算法.

3.1 策略Q-学习算法设计

采用动态规划方法,由式 (37)、(38)和 (40)得到基
于最优Q函数的贝尔曼方程[

x(k)

u(k)

]T

H2

[
x(k)

u(k)

]
=

xT(k)Q̃px(k) + uT(k)Rpu(k)+[
x(k + 1)

u(k + 1)

]T

H2

[
x(k + 1)

u(k + 1)

]
. (43)

根据实现最优性能的必要条件,执行
∂Qk

x(x(k), u(k))

∂u(k)
= 0,
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得到

u∗(k) = −(H2,uu)
−1H2,uxx(k), (44)

K∗ = −H−1
2,uu(H2,ux)

T. (45)

下面的算法 3给出了求解式 (43)中最优Q函数
矩阵H2的方法,注意到该方法不需要系统矩阵已知.

算法3 依赖策略的迭代算法.
step 1: 初始化:给定可镇定控制器增益矩阵K0,

令j = 0, j为迭代指标.
step 2:策略评估. uj

k = Kjxk,由式(43)可以得到[
x(k)

Kjx(k)

]T

Hj+1
2

[
x(k)

Kjx(k)

]
=

y(k)TQpy(k) + (Kjx(k))TRp(K
jx(k))+[

x(k + 1)

Kjx(k + 1)

]T

Hj+1
2

[
x(k + 1)

Kjx(k + 1)

]
, (46)

其中xk+1 = A(θ)xk + B(θ)uj
k.由式 (46)可以求解最

优Q函数迭代矩阵Hj+1
2 .

step 3:策略更新

Kj+1 = −(Hj+1
2,uu)

−1(Hj+1
2,ux)

T. (47)

step 4: 如果∥Hj
2 −Hj+1

2 ∥ ⩽ ε(ε > 0),则停止迭
代,否则转至step 2,继续执行算法.

注5 执行算法3, lim
j→∞

Hj+1
2 = H2且 lim

j→∞
Kj+1

= K∗[18-19],算法3要求系统添加探测噪声以满足持
续激励条件.采用策略Q-学习算法3,如果系统加入
探测噪声,则式 (46)的解H2可能会有偏差.而对于非
策略Q-学习算法,即使系统加入探测噪声,也会学习
得到无偏解[12-16,22-23].因此,在下面的第3.2节给出非
策略 Q-学习算法,以便找到最优控制器增益.

3.2 非策略Q-学习方法

在系统(34)中引入辅助控制策略uj
k,有

xk+1 = A(θ)xk +B(θ)uj
k −B(θ)uj

k +B(θ)uk =

A(θ)xk +B(θ)Kjxk +B(θ)(uk − uj
k) =

(A(θ) +B(θ)Kj)xk +B(θ)(uk − uj
k). (48)

其中:uk为用于产生系统数据的行为策略;uj
k为目标

策略,算法目标是当j → ∞时,uj
k收敛到u∗

k.沿着系
统(48)的轨迹,有[

xk

uk

]T

Hj+1
2

[
xk

uk

]
− (A(θ)xk +B(θ)uj

k)
T·

[
I

Kj

]T

Hj+1
2

[
I

Kj

]
(A(θ)xk +B(θ)uj

k) =

xT
k

[
I

Kj

]T

Hj+1
2

[
I

Kj

]
xk−

(xk+1 −B(θ)(uk − uj
k))

T

[
I

Kj

]T

Hj+1
2 ·[

I

Kj

]
(xk+1 −B(θ)(uk − uj

k)) =

xT
k

[
I

Kj

]T

Hj+1
2

[
I

Kj

]
xk − xT

k+1

[
I

Kj

]T

·

Hj+1
2

[
I

Kj

]
xk+1 + 2xT

k+1

[
I

Kj

]T

Hj+1
2 ·

[
I

Kj

]
B(θ)(uk − uj

k)− (uk − uj
k)

T

[
I

Kj

]T

·

Hj+1
2

[
I

Kj

]
B(θ)(uk − uj

k). (49)

由式(41)、(42)、(46),式(49)改写为

xT
k

[
I

Kj

]T

Hj+1
2

[
I

Kj

]
xk−

xT
k+1

[
I

Kj

]T

Hj+1
2

[
I

Kj

]
xk+1+

2xT
k+1P

j+1B(θ)(uk − uj
k)−

(uk − uj
k)

TP j+1B(θ)(uk − uj
k) =

yT
k Qpyk + (uj

k)
TRpu

j
k. (50)

进而有

xT
k

[
I

Kj

]T

Hj+1
2

[
I

Kj

]
xk−

xT
k+1

[
I

Kj

]T

Hj+1
2

[
I

Kj

]
xk+1+

2xT
kH

j+1
2,xu(uk − uj

k) + uT
k (H

j+1
2,uu −Rp)(uk − uj

k)+

(uj
k)

T(Hj+1
2,uu −Rp)(uk − uj

k) =

yT
k Qpyk + (uj

k)
TRpu

j
k. (51)

进一步处理,有

xT
kH

j+1
2,xxxk − xT

k+1H
j+1
2,xxxk+1−

2xT
k+1H

j+1
2,xuu

j
k+1 − (uj

k+1)
THj+1

2,uuu
j
k+1+

2xT
kH

j+1
2,xuu

j
k + uT

k (H
j+1
2,uu −Rp)−

(uj
k)

TRp(uk − uj
k) =

yT
k Qpyk + (uj

k)
TRpu

j
k. (52)

式(52)可以改写为

φj(k)hj+1
c = βj

k. (53)

其中

uj
k = Kjxk, u

j
k+1 = Kjxk+1,
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Kj+1 = −(Hj+1
2,uu)

−1Hj+1
2,ux,

βj
k = yT

k Qpyk + uT
kRpuk,

hj+1
c =

[(vec(Hj+1
2,xx))

T (vec(Hj+1
2,xu))

T (vec(Hj+1
2,uu))

T]T,

φj(k) = [φj
1(k) φj

2(k) φj
3(k)],

φj
1(k) = xT

k ⊗ xT
k − xT

k+1 ⊗ xT
k+1,

φj
2(k) = 2xT

k ⊗ uT
k − 2xT

k+1 ⊗ (uj+1
k )T,

φj
3(k) = uT

k ⊗ uT
k − (uj+1

k )T ⊗ (uj+1
k )T.

注6 [16,22-23] 如果Hj+1
2 是式 (46)的解,当且仅

当Hj+1
2 是式(53)的解.
注7 利用最小二乘法求解式 (53)中最优Q函

数迭代矩阵Hj+1
2 时,需要利用行为控制策略uk产生

的状态数据xk.然而,状态数据xk不可测量,由于本
文采用非策略Q-学习算法,可以取可镇定的观测器
行为策略wk和控制器行为控制策略uk作用系统 (1)
和 (2).比较yk和 ŷk,当 ŷk 接近yk时,用 x̂k代替xk,求
解式 (53),得到最优Q函数迭代矩阵Hj+1

2 ,进而得到
控制器增益Kj+1.
结合算法2和算法3给出算法4,得到近似最优控

制器增益矩阵.
算法4 基于非策略Q-学习方式的最优状态估

计反馈控制器设计算法.
step 1: 选取行为控制策略uk和行为观测器策略

wk作用系统,收集数据 x̂k、uk、̂yk和yk.
step 2: 给定初始观测器增益L0和可镇定控制器

增益K0,令j = 0.
step 3: 执行算法2中step 3,得到虚拟Q函数迭代

矩阵H̄j+1
1 和观测器策略增益Lj+1.

step 4: 用 x̂k代替xk(前提是 ŷk接近 yk),利用式
(53)计算Q函数迭代矩阵Hj+1

2 ,计算

Kj+1 = −(Hj+1
2,uu)

−1(Hj+1
2,ux)

T.

如果∥H̄j+1
2 − H̄j

2∥ ⩽ ε且∥Lj+1 − Lj∥ ⩽ ε(ε > 0),
则停止迭代,否则令j = j + 1,转至step 3.
执行算法4,如果ε足够小,迭代指数j足够大,则

Lj+1无限接近L∗,Kj+1无限接近K∗.对于具有未知
参数的离散线性系统,算法 4完全利用可测的输入、
输出,状态观测器状态学习最优观测器增益、最优控
制器增益.并且,如果系统矩阵A(θ)、B(θ)和C(θ)完

全未知,但是能够实际应用判断系统的能控性和能观
性,并且能保证矩阵C(θ)TC(θ)可逆,则算法4仍然适
用.

注8 文献 [17]也考虑到系统状态不可测的情
况,采用强化学习方法学习最优控制策略,需要利用

系统当前和过去的输出和输入数据估计当前系统状

态,所计算的未知迭代矩阵中含有独立的未知变元的
个数为(Nm+Np)× (Nm+Np+ 1)/2(N ⩾ 1).本
文式(53)中未知迭代矩阵Hj+1

2 中独立未知变元个数

为m+ p.

4 仿真实验

考虑如下离散RLC电路系统:[
x1(k+1)

x2(k+1)

]
=

 1 −∆t

N
∆t

L
1− r ·∆t

L

[
x1k

x2k

]
+

∆t

N
0

uk. (54)

其中:x1k、x2k分别为电容电压和感应电流;参数∆t

= 0.2 s, N = 0.1F, r = 3Ω, L = 1H,假设这些参数

未知,系统能控、能观.选取C =

[
1 0

0 1

]
, Q1 = Q2 =[

10 0

0 10

]
, R1 = R2 =

[
1 0

0 1

]
.

1)基于模型求最优观测器策略和控制器策略.
如果参数∆t = 0.2 s、N = 0.1F、r = 3Ω、L =

1H已知,则对于优化问题2,利用Matlab软件“dare”
命令可以获得最优Q-函数矩阵,并由式(24)计算得到

H∗
1 =
75.813 1 −14.183 8 −12.430 2 −26.691 4

−14.183 8 72.584 2 29.736 8 −7.776 5

−12.430 2 29.736 8 15.646 8 −1.108 3

−26.691 4 −7.776 5 −1.108 3 14.899 9

 .

(55)

由式(19)计算最优观测器增益为

L∗ =

[
0.926 2 −1.873 4

1.860 3 0.382 6

]
. (56)

对于优化问题3,利用Matlab软件中“dare”命令可以
获得最优Q函数矩阵

H∗
2 =


151.605 5 −133.199 1 146.836 5

−133.199 1 223.637 7 −128.434 1

146.836 5 −218.434 1 226.274 0

 . (57)

最优控制器增益为

K∗ = [−0.648 9 0.965 4]. (58)

2)模型参数∆t、N、r和L未知情况下,求最优观
测器和控制器策略.

给定观测器增益矩阵初始值为

L0 =

[
0.305 6 −1.527 8

1 0.200 0

]
, (59)
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控制器增益矩阵初始值为

K0 = [−0.511 9 0.978 3]. (60)

执行算法4,如图1所示,经过10次策略迭代,观
测器最优Q函数迭代矩阵和迭代增益矩阵分别收敛
到最优H̄∗

1和L∗.图2为控制器最优Q函数迭代矩阵
收敛到最优H∗

2和控制器增益收敛到K∗的曲线.
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图3为系统响应曲线,图4为最优控制律和观测
器策略曲线.可以看出,观测器较好地估计了系统的
状态.表1给出了最优控制器和一般可镇定控制器下
系统性能的比较.由表1可以看出,在系统矩阵存在
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参数未知的情况下,采用算法4能够利用可测的系统
输入、输出数据和观测器状态学习最优控制器增益

和最优观测器增益,实现基于观测器状态反馈的优化
控制.

表 1 性能比较

控制器和观测器增益矩阵 最优性能

最优控制算法

K∗ = [−0.648 9 0.965 4]

73.206 5
L∗ =

0.926 2 −1.873 4

1.860 3 0.382 6



可镇定控制器

K = [−0.511 9 0.978 3]

76.134 2
L∗ =

0.926 2 −1.873 4

1.860 3 0.382 6



5 结 论

本文针对系统状态不能直接测量或测量成本较

高的控制系统,在系统矩阵存在未知参数的情况下,
提出了一种基于非策略Q-学习方法的观测器状态反
馈优化控制策略.首先,对于具有未知参数的线性离
散系统,定义基于观测器状态反馈的优化问题;然后,
利用分离原理、动态规划和Q-学习算法,提出非策略
Q-学习算法.在系统矩阵A(θ)、B(θ)和C(θ)存在未

知参数的情况下,利用可测数据学习最优观测器增益
和最优控制器增益.仿真结果也验证了所提出方法
的有效性.
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