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基于屏障控制函数的轮式机器人系统多目标分布式协同控制
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摘 要: 受多目标优化理论的启发,本文针对非完整约束轮式机器人设计了基于屏障控制函数 (Control Barrier
Function, CBF)的多目标协同控制算法. 该方法可实现队形控制主目标、连通性次级目标以及避碰次级目标,其
中将连通性保持和避碰问题建模为两个系统约束. 本文中屏障控制函数作为约束对应的惩罚函数,可解决系统有
输入或状态约束的问题. 首先通过获取的局部信息,将系统状态约束转化为屏障控制函数,利用屏障控制函数的
类李雅普诺夫特性,对其导数引入约束,再通过保证约束集的正不变性,达到控制目标. 以往的控制器在其约束边
界处可能会有频繁的切换,而本文的方法可有效的避免控制器在连通性约束和避碰约束边界处的频繁切换,减小
机械疲劳. 此外,该方法理论上可进一步扩展次级目标的数目,实现多目标控制. 另外,本文提出的协同控制算法
对编队队形没有特殊要求,适用于不同编队需求和通信拓扑情况. 最后,数值仿真中验证了该算法在不同情况下
的有效性.
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functions
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Abstract: A single controller is designed for nonholonomic wheeled robot system to synthesize formation, connectivity
and collision avoidance, yielding a distributed control battier function(CBF) based controller, which is naturally relevant
to Lyapunov-like function. A novel class of Lyapunov-like barrier functions which encode the inequality constraints of
connectivity and collision avoidance, is introduced into the controller. The corresponding barrier inequality constraints are
proposed, and the robot achieves connectivity maintenance and collision avoidance objectives when ensuring the positive
invariance of the constraint set. This method provides continues change of control velocity reducing the mechanical
fatigue of actuator. In addition, it can be extended to more secondary control objectives considering different control
barrier functions. Moreover, the cooperative control algorithm proposed in this paper has no special requirements for
formation, and is suitable for different formation requirements and communication topologies. Simulation results are
included to verify the feasibility of the cooperative control algorithm under different situations.
Keywords: multi-robot cooperative control；control barrier function；multi-objective control；inequality constraint；
nonholonomic constraint；collision avoidance；connectivity

0 引 言

目前, 多机器人技术的研究与应用达到了前所
未有的高度. 从民生领域的智能交通、智能物流、
无人移动商城等等,到军事领域的多无人战机协同、
分布式雷达系统、多卫星姿态控制都有了非常广泛

的应用. 尤其是 2019年末,突如其来的新型冠状病

毒引起的肺炎疫情, 严重的影响了人们的正常工作
与生活,并重创了很多传统行业的发展. 无人系统是
帮助人民打赢疫情狙击战是重要角色. 尤其是疫情
之下的货运物流、卫生消杀、物资分发、巡逻作业

等刻不容缓的需求和任务, 都可以利用无人系统来
解决

[1,2] . 这些无人车和无人机,也就是我们所说的机
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器人, 都具备有限且独立的感知能力、计算决策能
力、通信能力,以及执行能力.

本文研究的是多机器人系统的编队、避碰和连

通性保持分布式协同控制. 很多时候,一些次级控制
目标,例如动态避碰、连通性保持、围捕等,通常作
为辅助控制量引入到上层主控制器中. 这些上层控
制器利用不同的数学方法设计来实现编队、跟踪或

一致性等主要控制目标. 例如文献 [3] 中算法由两
部分组成,一部分实现运动轨迹的全局渐进收敛,另
一部分根据机器人的加速度约束实现动态避障, 并
补偿了机器人反应时间引起的滞后. 基于零空间行
为控制架构下,文献 [4]采用两个梯度场相互正交的
能量函数, 实现了目标环绕和避免与环境中的障碍
物发生碰撞两个任务. Zhang 等 [5]

针对非完整轮式

移动机器人提出一种基于速度空间的同时避障和轨

迹跟踪方法,通过优化过程找到最优的无碰控制量.
Zhang等 [6]

提出了自组织协同动态多目标围捕方法,
可以根据距离目标的远近与近邻交换围捕目标, 达
到避障的同时节省能量. 这类方法通常是面向特定
任务的, 当改变主要控制目标时, 原控制算法失效.
另一方面, 次级目标和主目标可能成为两个相悖的
控制目标

[7] ,此时需要重新对系统的性能进行分析.
区别于上述引入辅助量的协同策略, 本文采用

基于屏障控制函数 (Control barrier function, 或栅栏
函数

[8,9])的控制器设计方法. Wieland等 [10]
将屏障函

数 (Barrier function) 运用到有控制输入的非线性系
统当中, 定义了屏障控制函数的概念. 屏障控制函
数是一种类李雅普诺夫函数, 通过保证集合的正不
变性, 可避免计算系统的正可达集 [11] . 文献 [12] 通
过运用屏障控制函数解决了二次规划问题, 对期望
轨迹的收敛性和系统轨迹的安全性进行了权衡. 在
文献 [13] 中, Panagou 与 Wang 等将屏障控制函数
与多目标协同控制问题相结合, 实现了安全的静态
编队和连通性保持. 这类文献中 [13,14] ,将多个目标建
模为不同的屏障控制函数, 当对应约束集是系统轨
迹的正不变集时, 约束条件得以满足. Borrmann 等
textsuperscript [15] 利用屏障控制函数实现了大规模
二阶线性系统的无碰撞集群运动. Wang [16]

等基于

屏障控制函数实现了异构多机器人系统的无碰撞

运动. 文献 [17]进一步对特定规则和约束进行分类.
Panagou等 [18]

进一步在屏障控制函数的基础上设计

了切换结构的多目标控制器. 这类方法将系统输入
与状态约束转化为屏障控制函数, 并对其导数引入
不等式约束,通过保证约束集的正不变性,可达到控

制目标
[19,20] .

本文针对领航者 -跟随者框架下的非完整约束
多机器人系统, 利用机器人局部信息提出了一种基
于屏障控制函数的分布式控制器, 在实现任意队形
编队的目标的同时,可始终保持连通性,同时实现机
器人之间/机器人 -障碍物之间的无碰撞运动. 首先,
根据控制目标的特点, 定义了连通性屏障函数与相
关约束集,该屏障函数是一种调零屏障函数,并给出
了调零屏障函数的相关性质；其次, 定义了避碰屏
障函数与相关约束集, 该屏障函数是一种倒数屏障
函数；然后, 对应两种不同的屏障控制函数分别构
建子李雅普诺夫函数, 并使总李雅普诺夫函数在目
标位置点一致为零；最后, 对跟随者机器人设计了
相应的分布式多目标协同控制算法,证明了避碰性、
队形的连通性以及两种不同情况下编队误差的全局

渐进收敛性或 ISS(input-to-state stability, 输入 -状态
稳定性)特性. 本文的最后,通过数值仿真结果验证
了非完整约束时变系统在本文提出的基于屏障函数

的多目标控制算法下的有效性。值得一提的是, 该
方法对编队队形和领航者的速度没有特殊要求, 队
形误差均能渐进收敛. 另外,该方法相比以往的多目
标控制算法来说, 在需要避碰时可避免控制器的频
繁切换,对硬件的机械损耗更小. 此外,跟随者机器
人只需要其领航者机器人以及避碰区域内有限个障

碍物的局部信息即可实现分布式多目标控制.

1 问题描述

1.1 系统描述

本文研究的非完整约束机器人的运动学方程为:

ṗi =

[
ṙi

θ̇i

]
=


cos θi 0

sin θi 0

0 1


[
vi

wi

]
, (1)

其中, ri 为机器人质心的平面坐标 ri = [xi yi]
T, θi

为相对于给定坐标系 x − y 的方向角, vi 和 wi 为控

制输入,分别为线速度和角速度.
本文研究的智能小车为空间圆柱形结构, 在

x − y 平面半径为 da, 如图 1所示. 为简化分析, 使
用连通性半径 Rc 的概念,统一测量范围半径和通信
范围半径. 采用连通性半径的概念并不影响后续控
制器设计的普适性, 当测量范围和通信范围不一致
时可选取其中较小的一项作为连通性半径. 此外,定
义机器人的避碰区域为以机器人质心为圆心, 半径
为 Rz 的圆形区域. 避碰区域内一个等圆心、半径为
dz(dz > 2da)的区域定义为不可触犯区域,该区域内
不允许出现任何障碍物.
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图 1 非完整约束机器人与环境建模示意图

1.2 控制目标

对跟随者机器人, 本文的控制目标分为以下三
个方面:

(1)使跟随者机器人 i实现与其领航者 li之间的

编队. 期望队形为 rid ∈ R2 是一个常向量,定义为 i

在队形内相对于领航者 li之间的期望目标点,如图 1
所示. 期望队形应满足 ∥rid∥ < Rc, ∀i ∈ V . 接下来,
引出实际期望位置

r∗id = rli − rid (2)

当给定不同的队形 rid 时,实际期望位置 r∗id 也是不

同的. 机器人的实际期望位置 r∗id 是与领航者相关且

时变的,因此可将 r∗id 视作动态目标点,从而很容易
扩展到轨迹跟踪问题.

(2)在 ∥ri(0)− rli(0)∥ < Rc 即初始连通条件下,
保证领航者 li 始终位于跟随者机器人 i的连通性区

域内 (以跟随者机器人 i的质心为圆心,半径为Rc的

圆形区域).
(3)编队过程中,当有其他机器人/障碍物进入到

跟随者机器人的避碰区域 (以跟随者机器人 i的质

心为圆心,半径为 Rz 的圆形区域)内时,实现机器人
-机器人/机器人 -障碍物之间的动态避碰,使两者相
对距离始终大于 dz .

需要特别指出的是, 本文中的领航者与跟随者
的角色并一定是固定不变的. 比如在三个机器人编
队过程中,机器人 B作为跟随者时的领航者是机器
人 A,而机器人 B又可同时作为机器人 C的跟随者.
这种角色的划分可视具体情况而定, 例如队形的需
求、通信拓扑结构的限制等等.

1.3 数学定义

下面,给出一些定义和引理. 假设集合 C 满足:

C ={x ∈ Rn : h(x) ≥ 0}

∂C ={x ∈ Rn : h(x) = 0}

Int(C) ={x ∈ Rn : h(x) > 0}

(3)

其中, h : Rn → R是连续可微函数. 设计一个连续可
微的函数 B(x) : Int(C) → R,使其满足:

inf
x∈Int(C)

B(x) ≥ 0, lim
x→∂C

B(x) = ∞ (4)

由 LaSalle不变集原理与文献 [21,22]得出：当
Ḃ ≤ 0时, Int(C)是正不变集. 然而 Ḃ ≤ 0要求集合

C 的所有子水平集都是正不变集,这是相当严格的条
件. 文献 [19,20]放宽了此条件, 仅要求一个子水平
集是不变的. 给出如下不等式条件：

Ḃ ≤ γB
B

(5)

其中, γB 是正常数. 条件 (5)允许 Ḃ在远离集合 C的
边界处增长；当系统解靠近边界时, 增长速率衰减
为零.
定义 1 考虑动态系统 ẋ = f(x), 一个连续可

微的函数 B(x) : Int(C) → R 是一个倒数屏障函数
（Reciprocal Barrier Function, RBF）,当对于由 (3)定
义的集合 C 和 h : Rn → R, 存在 K 类函数 α1, α2,
α3,对于所有 x ∈ Int(C),使 (6)与 (7)成立.

1

α1(h(x))
≤ B(x) ≤ 1

α2(h(x))
(6)

LfB(x) ≤ α3(h(x)) (7)

其中, LfB(x) = ∂B(x)
∂x

f(x)是 Lie导数 [23] .
可以看出 (6)给出了 B(x)沿系统 ẋ = f(x)的

一个类李雅普诺夫界,说明 B(x)基本表现如 1
α(h)
形

式. 与 (4)相似,满足：

inf
x∈Int(C)

1

α(h)
≥ 0, lim

x→∂C

1

α(h)
= ∞

不等式 (7)给出了导数项 Ḃ = LfB(x)的限制要求,
与不变集条件 (5)对应,允许 Ḃ在远离 C的边界处增
长迅速；在系统解靠近边界 ∂C 时,增长速率衰减为
零.
引理 1 [12] 考虑动态系统 ẋ = f(x),对连续可

微函数 h,集合 C 由 (3)定义. 当存在一个倒数屏障
函数 B(x) : Int(C) → R时, Int(C)是正不变集.
引理 2 [12] 考虑动态系统 ẋ = f(x),对数形式

函数：

B(x) = − log (
h(x)

1 + h(x)
) (8)

是一个倒数屏障函数,满足条件 (5).
与倒数屏障函数相对应的, 给出调零屏障函数

定义.
定义 2 考虑动态系统 ẋ = f(x), 连续可微的

函数 h(x) : Rn → R 是一个调零屏障函数 (ZBF,
Zeroing Barrier Function), 当对于由 (3) 定义的集合
C, 存在扩展 K 类函数 [12]

α 和集合 D, C ⊆ D ⊂ Rn,
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对于所有 x ∈ D,使 (9)成立.

Lfh(x) ≥ −α(h(x)) (9)

其中, Lfh(x) =
∂h(x)
∂x

f(x)是 Lie导数.
引理 3 [12] 考虑动态系统 ẋ = f(x),对连续可

微函数 h : Rn → R,集合 C 由 (3)定义. 当 h是定义

在 D 的一个调零屏障函数, C ⊆ D ⊂ Rn,则 C 是正
不变集.

显然可知,当 x ∈ ∂C, ḣ(x) ≥ −α(h(x)) = 0. 根
据 Nagumo定理 [24] , C 是正不变的.

2 屏障控制函数

2.1 连通性屏障控制函数

考虑到编队的动态性质, 不同于文献 [18]中的
距离约束,定义机器人 i与领航者机器人 li之间的连

通性约束为:

ci = Rc − ∥ri − rli∥ ≥ 0 (10)

当上述约束不等式成立时,可保证机器人 i与领航者

之间的连通性. 进一步,定义机器人 i的连通性约束

集

Cio = {ri ∈ R2|ci ≥ 0}. (11)

接下来,设计对应的连通性屏障控制函数,其在
期望位置点取值为零, 在连通性约束集边界上趋于
无穷. 作为约束条件 (10)的惩罚函数,给出如下对数
形式连通性屏障控制函数:

gi = bi − bi|ri=r∗id
− (∇ribi|ri=r∗id

)T(ri − r∗id) (12)

其中, bi = − ln (ci), bi|ri=r∗id
是 bi 在期望动态位置点

ri = r∗id处的取值,∇ribi =
[
∂bi
∂xi

∂bi
∂yi

]T
是 bi沿轨迹

ri的梯度. 显然由 (12)可知, gi在 ri → r∗id时趋于零；

当 ri趋近于连通性约束集 Cio的边界时, gi → ∞. 领
航者 li 通过无线通信网络发送自身位置信息 rli 给

跟随者 i；跟随者跟踪期望位置 r∗id, 并保证与领航
者 li 之间的距离不大于连通性半径 Rc. 此处,显然
需要满足 ∥ri(0)− rl(0)∥ ̸= 0, ∥ri(0)− rli(0)∥ ̸= Rc.

2.2 避碰屏障控制函数

除了可靠的数据传递, 避免机器人之间或机器
人与外界的碰撞也是多机器人协同控制考虑的重要

因素. 定义由机器人 i的避碰区域内的障碍物 j 构成

的集合Mi = {j | ∥ri − rj∥ ≤ Rz}. 当机器人 i与障

碍物 j ∈ Ni 之间的质心距离小于等于避碰区域半径

Rz 时,将采取避障策略确保两者之间的距离不小于
不可触犯区域半径 dz . 需要指出的是,这里的障碍物
通指避碰区域内所有检测到的移动或静止物体. 对

智能体 i及障碍物 j,定义避碰约束函数 aij 为:

aij = ∥rij∥ − dz ≥ 0 (13)

其中, rij , ri − rj . 由 (13)可知,当机器人 i相对于

j 的避碰约束 aij 始终大于零时可以避免碰撞,对应
的避碰约束集为

Cij = {ri, rj ∈ R2|aij ≥ 0} (14)

表明机器人 i相对于障碍物 j 的无碰撞安全区域. 与
连通性屏障控制函数相类似, 定义避碰屏障控制函
数为:

hij = − ln (
aij

1 + aij
) (15)

由 (15) 可知, 当 aij → 0 时, 屏障控制函数 hij 趋

于无穷. 而在避碰区域外 ∥rij∥ > Rz 时不需要

考虑避障因素. 为简化书写, 定义 dij , ∥rij∥.
Rz − da < dij ≤ Rz 的区域定义为机器人 i 的避

碰屏障控制函数 hij 的一个缓冲区域,并引入缓冲函
数 σij 如下:

σij =


1, 当 dz ≤ dij ≤ Rz − da

B(dij), 当Rz − da < dij ≤ Rz

0, 当 dij > Rz

(16)

其中B(dij) = B1d
3
ij +B2d

2
ij +B3dij +B4,其中系数

分别为B1 = 2
d3
a
,B2 = −3(2Rz−da)

d3
a

,B3 = 6Rz(Rz−da)
d3
a

,

B4 = 1 − (Rz−da)
2(da+2Rz)
d3
a

. hij 与 σij 沿机器人轨迹

ri的梯度分比为:

∇rihij = − rij
∥rij∥aij(1 + aij)

= −∇rjhij (17)

∇riσij =
(3B1d

2
ij + 2B2dij +B3)rij

∥rij∥
= −∇rjσij

(18)

2.3 多目标控制李雅普诺夫函数

为建立起屏障控制函数与分布式协同控制算法

之间的联系, 给出一系列李雅普诺夫函数来表征第
1.2节提出的多个控制目标. 这一系列子李雅普诺夫
函数需要在各自定义域内所有点处取值均非负. 针
对连通性约束与避碰约束, 分别设计如下的子李雅
普诺夫函数：

V I
i =

1

2
g2i (19)

Vij(ri, rj) =
1

2
σijh

2
ij (20)

由避碰屏障控制函数的数学表达式可知, 子李
雅普诺夫函数 (20) 仅描述了机器人 i 在避碰区域

dz ≤ ∥rij∥ ≤ Rz 内相对于障碍物 j 之间的避碰约

束关系. 考虑安全因素,引入相对于所有邻近障碍物
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j ∈ Ni的子李雅普诺夫函数 V II
i ：

V II
i =

∑
j∈Ni

Vij(ri, rj) (21)

为完成给定队形,跟随者机器人 i最终需要收敛

到实际期望位置 r∗id,并始终与其领航者 li 保持连通

性, 且避免与其他机器人（或环境障碍物）发生碰
撞. 因此,我们给出一个统一的李雅普诺夫函数,使
其在实际期望位置 r∗id 处一致取值为零,在连通性约
束边界和避碰约束边界趋于无穷. 为此,定义跟随者
机器人 i的总约束集为 Ci = Cio

∪
j∈Ni

Cij . 给出机器
人 i的总李雅普诺夫函数为如下形式：

Vi =
κi

1 + κi
(22)

其中, κi = V I
i + V II

i . 显然的,当所有子李雅普诺夫
函数 V I

i 、Vij 均为零时, Vi为零；当 V I
i 、Vij 中任意

一个子李雅普诺夫函数趋于 +∞时, Vi 也将取其最

大值. 具体的,当机器人轨迹 ri(t)接近约束集 Ci 内
任意一条约束边界时, 对应约束的子李雅普诺夫函
数趋于无穷,使 (21)中 κi 也趋于无穷,此时 Vi 取其

最大值为 1. 从 V I
i 、Vij 的数学表达式可以知道,实

际期望位置 r∗id 是子李雅普诺夫函数取值为零的点,
因此 Vi 也在 r∗id 处取零值. 然而, r∗id 是否是唯一零
点有待分析.

定理 1 如 (19) 所示的子李雅普诺夫函数 V I
i

是正定的,且仅在动态目标点 r∗id处取值为零.
读者可容易的得到该定理的证明,因篇幅限制,

这里不再赘述.

3 多目标分布式协同控制

在考虑避障问题时, 文献 [18]设计的多目标分
布式控制算法中受 ujc 与 dij 项的影响,导致被控机
器人速度频繁切换, 进而加剧执行机构的损坏. 在
t 时刻, 被控对象需要计算与避碰区域内的机器人
j ∈ Ni 之间的避碰速度,从中选取最小值,并取最小
避碰速度对应的相对距离 dij . 每个时刻的避碰速度
与对应相对距离的离散性, 将导致控制器与执行机
构的突变. 因此,当考虑机器人工作空间中的避障问
题时, 本文给出一种新颖的基于屏障控制函数的多
目标分布式控制算法.

3.1 多目标分布式控制算法设计

多目标分布式协同控制算法设计如下：

vi =


vio +

∑
j∈Mi

∥rTijϑjvj∥
rTijϑi

,当 dz ≤ dij ≤ Rz

vio ,当 dij > Rz

(23)

wi = −λi(θi − ϕi) + ϕ̇i (24)

其中, vio = ki tanh(∥ri − r∗id∥) + |vli cos (θi − θli)|,
ϑi , [cos θi sin θi]T, λi > ki + kMi

> 0, kMi
≥∑

j∈Ni

∪
{rli}

sup {vj}, ϕi = atan2(−∂Vi

∂yi
,−∂Vi

∂xi
).

3.2 编队收敛性、连通性与避碰性能分析

定理 2 对非完整约束机器人 (1), 在初始连
通条件下, 设计多目标分布式控制器 (23)-(24), 当
∥rid∥ > Rz 时机器人轨迹 ri(t) 将渐近收敛到实际

期望位置 r∗id(t)；而当 ∥rid∥ ≤ Rz ,即期望队形与避
碰要求矛盾时,机器人轨迹 ri(t)将渐近收敛到以实

际期望位置 r∗id(t) 为圆心的圆形区域内, 其半径由
sup
j∈Ni

max
j ̸=li

{µ2vj}+µ3λi决定. 同时可避开与邻近障碍

物 j ∈ Ni 之间的碰撞,并始终保持与领航者 li 之间

的连通性,其中Ni = {j | ∥ri−rj∥ ≤ Rz}. 当 t → ∞
时,编队误差 ri − r∗id 是毕竟有界的,李雅谱诺夫函
数是局部 ISS李雅普诺夫函数,
定理中 vj 为避碰区域内的障碍物的线速度,正

常数 µ2, µ3 > 1.
证明

当满足 ∥rid∥ > Rz , 在靠近实际期望位置
时, 避障区域内将不会再有障碍物出现, 则控制
器 (23) 将退化为 vi = vio = ki tanh(∥ri − r∗id∥) +
|vli cos (θi − θli)|. 这种情况是原线速度控制器 (23)
的一个特例, 因此可先通过验证原控制器 (23)-(24)
的性能再进行特殊化分析.
连通性的保持与碰撞的避免, 可通过分别使

ci ≥ 0 与 aij ≥ 0, ∀j ∈ Ni 成立, 而得到保证. 具
体地, 保证起始于约束集 Ci 内的机器人轨迹曲线
ri(t), 始终属于 Ci 的充要条件是满足条件 d

dt
ci ≥ 0

和 d
dt
aij ≥ 0, ∀ri ∈ ∂Ci, j ∈ Ni. 由 Nagumo定理 [24]

可知, 该条件的实质是要求被控对象的位置轨迹的
导数始终指向约束集内部或与其相切, 则被控系统
轨迹始终位于约束集内部或边界上. 因此,定理 2的
证明由编队收敛性分析、连通性分析与避碰分析等

三个部分组成.
step 1: 首先证明编队收敛性. 需要证明系统轨

迹 ri(t)从所有初始连通位置全局收敛到期望动态目

标点.

V̇i =
κ̇i

(1 + κi)2

=
(∇riκi)

T

(1 + κi)2
ṙi −

gi(∇rigi)
T

(1 + κi)2
ṙli+∑

j∈Ni

σijhij(∇rjhij)
T +

∑
j∈Ni

h2
ij

2
(∇rjσij)

T

(1 + κi)2
ṙj

(25)
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其中, ∇riκi = gi∇rigi +
∑

j∈Ni
(hij∇rihijσij +

1
2
h2
ij∇riσij), ∇rli

κi = gi∇rli
gi, ∇rjκi =

hij∇rjhijσij + 1
2
h2
ij∇rjσij . 从 (12) 和 (15)

可 知, 显 然 存 在 ∇rli
gi = −∇rigi, 进 而

∇rjVi = [∂Vi/∂xj , ∂Vi/∂yj ]
T

= −(σijhij∇rihij +
1
2
h2
ij∇riσij) = −(∇riVi − gi∇rigi)成立. 因此, (25)

等价于

V̇i =(∇riVi)
T(ṙi − ˙rli) +

∑
j∈Ni

(∇rjVi)
Tṙj+

∑
j∈Ni

σijhij(∇rihij)
T +

∑
j∈Ni

h2
ij

2
(∇riσij)

T

(1 + κi)2
ṙli

=(∇riVi)
T(ṙi − ṙli) +

∑
j∈Ni

(∇rjVi)
T(ṙj − ṙli)

=− ki∥∇riVi∥ tanh (∥ri − r∗id∥)−∑
j∈Ni

∥∇riVi∥
∥rTijϑjvj∥
rTijϑi

+
∑
j∈Ni

∥∇riVi∥ηTi ηjvj−∑
j∈Ni

(∇rli
Vi)

Tṙj −
∑
j∈Ni

(∇rjVi)
Tṙli (26)

其中, ηi , [cosϕi sinϕi]
T. 接下来计算李雅普诺夫

函数 Vi 在边界层子系统的平衡点 θi = ϕi 处的导数,
可得到：

V̇i =− ki∥∇riVi∥ tanh (∥ri − r∗id∥)−

∥∇riVi∥
∑
j∈Ni

(∥rTijηjvj∥
rTijηi

− ηTi ηjvj

)
+

∑
j∈Ni

(∇riVi +∇rjVi)
Tṙj −

∑
j∈Ni

(∇rjVi)
Tṙli

=− ki∥∇riVi∥ tanh (∥ri − r∗id∥)−

∥∇riVi∥
∑
j∈Ni

(∥rTijηjvj∥
rTijηi

− ηTi ηjvj

)
−

∑
j∈Ni

∥∇riVi∥ηTi ηjvj −
∑
j∈Ni

∥∇rjVi∥rTij
∥rij∥

(ṙj − ṙli)

(27)

其中,
∇rjVi

∥∇rjVi∥
= − rij

∥rij∥
是显然成立的. 通过负梯

度方向 ϕi 的选取, 迫使被控机器人的运动方向角
θi 远离障碍物, 即当 θi = ϕi 时, rTijηi > 0, 从而避
免与障碍物发生碰撞. 因此, 等式 (27) 右端第二项
小于等于零, 当且仅当 ∥rTijηjvj∥ ≥ rTijηiη

T
i ηjvj , 且

该不等式是显然成立的. 等式 (27)中的 ∥∇riVi∥与
∥∇rjVi∥ 是 K∞ 函数, 因此存在常数 0 < µ1 < 1、

µ2, µ3 > 1 满足 µ1Vi < ∥∇riVi∥,
∑

j∈Ni

∥∇riVi∥ <

µ2Vi 与
∑

j ̸=li,j∈Ni

∥∇rjVi∥ < µ3Vi. 最终, V̇i 可改写

为：

V̇i ≤− ki∥∇riVi∥ tanh (∥ri − r∗id∥)−

∥∇riVi∥
∑
j∈Ni

(∥rTijηjvj∥
rTijηi

− ηTi ηjvj

)
+

∑
j∈Ni

∥∇riVi∥vj +
∑

j ̸=li,j∈Ni

∥∇rjVi∥(vj + vli)

≤− kiµ1Vi tanh (∥ri − r∗id∥) + µ2Vi max
j∈Ni

{vj}+

µ3Vi max
j ̸=li,j∈Ni

{vj + vli}

≤ − kiµ1Vi tanh (∥ri − r∗id∥)+

(µ2 + µ3) max
j ̸=li,j∈Ni

{vj}+ µ3λi (28)

在约束集内部李雅普诺夫函数函数 Vi 是有界

的, Vi tanh (∥ri − r∗id∥) 是关于 ri − r∗id 的 K 类函
数. 由此可知, Vi 是局部 ISS 李雅普诺夫函数, 上
界为 sup

j∈Ni

{max
j ̸=li

{(µ2 + µ3)vj} + µ3λi}. 随着 t 增加,

编队误差 ri − r∗id 是毕竟有界的, 界为 K 类函数
sup
j∈Ni

{max
j ̸=li

{(µ2 + µ3)vj} + µ3λi}. 换句话说, 存在避

碰问题时被控机器人位置轨迹 ri(t)最终收敛到以

动态目标点 r∗id(t)为圆心的的圆形区域内,其半径由
sup
j∈Ni

{max
j ̸=li

{(µ2 + µ3)vj}+ µ3λi}决定.

此处需要指出的是, 以上编队收敛性的分析是
针对 ∥rid∥ ≤ Rz 的情况进行分析的. 而当期望队形
满足 ∥rid∥ > Rz 时,在靠近实际期望位置处,避障区
域内将不会再有障碍物出现,则控制器 (23)将退化
为 vi = vio = ki tanh(∥ri − r∗id∥) + |vli cos (θi − θli)|.
此时由公式 (28)可知,李雅普诺夫函数的导数 V̇i 衰

减为 V̇i ≤ −ki∥∇riVi∥ tanh (∥ri − r∗id∥),显然此时的
编队误差是渐进收敛的.

step 2: 其次证明连通性. 考虑连通性约束函数
ci = Rc − ∥ri − rli∥的导数,并在边界层子系统（快
变子系统）的平衡点 θi = ϕi, θli = ϕli 处计算得到：

ċi =
ci
gi

{
∥∇riκi∥ηTi +

gir
T
id

cid∥rid∥
+
∑
j∈Ni

h2
ij

2
(∇riσij)

T+

∑
j∈Ni

σijhij(∇rihij)
T
}
· (ηivio − ηlivli)+

ci
gi

{
∥∇riκi∥+

gir
T
idηi

cid∥rid∥
+
∑
j∈Ni

h2
ij

2
(∇riσij)

Tηi+

∑
j∈Ni

σijhij(∇rihij)
Tηi

}
·
∑
j∈Ni

∥rTijηjvj∥
rTijηi

(29)

其中, fij = 3B1d
2
ij +2B2dij +B3,∇riσij = fij

rij
∥rij∥
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与 ∇rihij 由 (16)定义. 进一步得到

ċi ≥
ciki tanh (∥ri − r∗id∥)

gi

{
∥∇riκi∥+

gir
T
idηi

cid∥rid∥
+

∑
j∈Ni

h2
ij

2
(∇riσij)

Tηi +
∑
j∈Ni

σijhij(∇rihij)
Tηi

}
+

ci
gi

{
∥∇riκi∥ηTi +

gir
T
id

cid∥rid∥
+
∑
j∈Ni

h2
ij

2
(∇riσij)

T+

∑
j∈Ni

σijhij(∇rihij)
T
}
(ηi|ηliηi| − ηli)vli+

ci
gi

{
∥∇riκi∥+

gir
T
idηi

cid∥rid∥
+
∑
j∈Ni

h2
ij

2
(∇riσij)

Tηi+

∑
j∈Ni

σijhij(∇rihij)
Tηi

} ∑
j∈Ni

∥rTijηjvj∥
rTijηi

≥ci(ki − sup{vli})
gi

{
∥∇riκi∥ −

gi
cid

−

∑
j∈Ni

h2
ijfij

2
−
∑
j∈Ni

σijhijaij
1 + aij

}
+

ci
gi

{
∥∇riκi∥−

gi
cid

−
∑
j∈Ni

h2
ijfij

2
−
∑
j∈Ni

σijhijaij
1 + aij

}
·

∑
j∈Ni

∥rTijηjvj∥
rTijηi

(30)

由于 rTijηi > −∥rij∥, ∥rTijηjvj∥ ≤ ∥rij∥|vj |,则上式变
为：

ċi ≥
ciki
gi

{
∥∇riκi∥ −

gi
cid

−
∑
j∈Ni

h2
ijfij

2
−

∑
j∈Ni

σijhijaij
1 + aij

}
− ci

gi

{
∥∇riκi∥ −

gi
cid

−

∑
j∈Ni

h2
ijfij

2
−
∑
j∈Ni

σijhijaij
1 + aij

}
·(∑

j∈Ni

|vj |+ sup{vli}

)
(31)

如多目标分布式控制算法 (23)-(24) 中所定义,
kMi

≥
∑

j∈Ni
∪
{li}

sup {vj}, 则由上述不等式可进一

步计算得到：

ċi ≥ci
(ki − kMi

)

gi

{
∥∇riκi∥ −

gi
cid

−
∑
j∈Ni

h2
ijfij

2
−

∑
j∈Ni

σijhijaij
1 + aij

}
(32)

显然地,假设初始时刻领航者轨迹 rli(0)起始于连通

性约束集 Cio 内部时, ci > 0且 ∥∇riκi∥有界. 上式
满足调零屏障函数 ċ ≥ −α(c),其中 α(·)为如定义 2
所描述的扩展 K类函数. 由此可知, (32)是满足调零
屏障函数条件的, 等价于和领航者之间的连通性约

束集 Cio 为正不变集. 则起始于不变集内的领航者轨
迹 rli(t),将始终位于跟随者机器人 ri(t)的连通性范

围内.
step 3: 最后证明避碰性. 结合不等式条件 (6)与

倒数屏障函数 hij = − ln (
aij

1 + aij
),可知倒数屏障函

数需满足条件：

ḣij = − ˙aij
aij + a2ij

≤ γB
hij

(33)

其中, γB 为正常数. 由引理 3可知,对于调零屏障函
数 aij ,需满足条件 Ldij

aij≥ −α(aij),则结合 (33)计
算得到如下不等式条件：

ȧij ≥
γB(aij + a2ij)

ln ( aij

1+aij
)

(34)

我们知道,对于 x > 0存在 x lnx ≥ x − 1,则以下不
等式成立：

aij
1 + aij

·ln ( aij
1 + aij

) ≥ aij
1 + aij

−1 = − 1

1 + aij
(35)

由此可得：

γBa
2
ij

aij

1+aij
ln ( aij

1+aij
)
≤

γBa
2
ij

−1
1+aij

(36)

则不等式条件 (34)变为:

ȧij ≥ −γBa
2
ij(1 + aij) (37)

另一方面,在跟随者机器人 i与邻近障碍物 j 的边界

层子系统的平衡点 θi = ϕi, θj = ϕj 处计算得到：

ȧij =
rTij
∥rij∥

(ṙi − ṙj) =
rTij

∥rij∥
(ηivi − ηjvj)

=
rTijηi

∥rij∥
vio +

∥rTijηjvj∥
∥rij∥

−
rTijηj

∥rij∥
vj+

rTijηi

∥rij∥

Ni∑
k ̸=j

∥rTikηkvk∥
rTikηi

≥
rTijηi

∥rij∥
vio +

rTijηi

∥rij∥

Ni∑
k ̸=j

∥rTikηkvk∥
rTikηi

(38)

由于 ηi, ηj , ηk 分别为各自的边界层系统的平衡点,
可进一步得到：

ȧij ≥
rTijηi

∥rij∥
vio +

rTijηi

∥rij∥

Ni∑
k ̸=j

ηTi ηkvk (39)

假设 m为需要避碰的障碍物集合 Ni 中的障碍

物个数. 下面分三种情况考虑.
首先,当机器人 i的运动方向在 Ni 内只远离障

碍物 j 时,即 rTijηi > 0, rTikηi ≤ 0, ∀k ̸= j, k ∈ Ni,则

ȧij ≥
rTijηi

∥rij∥
(vio −

Mi∑
k ̸=j

vk)

≥−
rTijηi

∥rij∥
|vio − (m− 1) sup

k ̸=j

{vk}| (40)



8 控 制 与 决 策

其次,当机器人 i的运动方向在 Ni 内除障碍物

j之外,还远离 p个障碍物,而朝向m− p− 1个障碍

物时,则

ȧij ≥
rTijηi

∥rij∥

vio +

p∑
k ̸=j

vk −
m−p−1∑
k ̸=j

vk


≥ −

rTijηi

∥rij∥
|vio − (m− 2p− 1) sup

k ̸=j

{vk}| (41)

对于 (40)与 (41),结合不等式条件 (37),当满足以下
条件时, aij 为调零屏障函数, hij 为倒数屏障函数:
rTijηi

∥rij∥
|vio − (m− 1) sup

k ̸=j

{vk}| ≤ γBa
2
ij(1 + aij) (42)

由于控制器设计中控制器参数 λi > ki + kMi
> 0,

kMi
≥

∑
j∈Ni

∪
{rli}

sup {vj},且机器人 i的运动方向远

离障碍物 j, rTijηi > 0. 因此,可得到：
rTijηi

∥rij∥
|vio − (m− 2p− 1) sup

k ̸=j

{vk}| <
rTijηi

∥rij∥
λi (43)

由 (42)可知,当
rTijηi

∥rij∥
λi ≤ λi ≤ γBa

2
ij(1 + aij) (44)

成立时, aij 为调零屏障函数, hij 为倒数屏障函数.
当取 dij = Rz 时, aij 取最大值,则有：

γB ≥ λi

(Rz − dz)2(1 +Rz − dz)
(45)

因此,一定存在正常数 γB 满足条件 (45)使 aij 为调

零屏障函数, hij 为倒数屏障函数. 由引理 1可知,避
碰约束集 Cij = {ri, rj ∈ R2 | aij = dij − dz ≥ 0}是
不变集. 因此,机器人 i与障碍物 j 之间不会发生碰

撞.
最后考虑第三种情况,当机器人 i的运动方向在

Ni内朝向障碍物 j 时,即 rTijηi ≤ 0,则至少存在一个
障碍物 l,使 rTilηi > 0, rTikηi ≤ 0, ∀k ̸= l, k ∈ Ni. 于
是有：

ȧij ≥ −
rTijηi

∥rij∥
|vio + vl − (m− 2) sup

k ̸=j,l

{vk}| (46)

对比 (46)与不等式条件 (37)可知,需要使以下不等
式成立：

−
rTijηi

∥rij∥
|vio+vl−(m−2) sup

k ̸=j,l

{vk}| ≥ −γBa
2
ij(1+aij)

(47)
由于 rTijηi ≤ 0, 不等式左边大于零, 而右边小于零.
因此上式始终成立.

综上所述,当 ∥rid∥ > Rz 时编队误差将渐近收

敛到实际期望位置 r∗id(t)；而当 ∥rid∥ ≤ Rz ,即期望
队形与避碰要求矛盾时,编队误差 ∥ri − r∗id∥是 ISS
稳定的,跟随者机器人轨迹 ri(t)与其领航者机器人

轨迹之间距离始终保持在连通性范围 Rc 内以保证

可靠的数据交换, 同时编队过程中可以避免与临近
障碍物（或其他机器人）之间的碰撞.
证明成立. 2

4 仿真与分析

仿真分为两个部分. 仿真 1中 ∥rid∥ > Rz ,在未
达到实际期望位置 r∗id 时, 将通过多目标分布式控
制器 (23)-(24)实现编队、避碰和连通性保持. 在靠
近实际期望位置 r∗id 时,由于 ∥rid∥ > Rz ,此时不会
有障碍物出现,则线速度控制器 (23)自然地退化为
vi = vio,最终编队误差将全局渐进收敛到零. 而在
仿真 2中,期望队形 ∥rid∥ ≤ Rz ,则跟随者要达到期
望队形时领航者必然进入到避碰区域内, 仿真结果
证实了在期望队形与避碰条件相矛盾时, 编队误差
是 ISS的.
仿真 1 考虑由 4 个非完整约束机器人组成

的领航 -跟随者系统, 通信拓扑示意图由图 2 给出.
图 3中机器人初始时刻状态为 p1 =

[
0.85, 0.3, π

3

]T,
p2 = [0.13, 0.55, 0]

T, p3 = [−0.47, 0.59, 0]
T
和 p4 =

[0.39, 0.32, 0]
T. 不失一般性,跟随者机器人相对于各

自领航者的期望队形均选取为 rid = [0.5, 0.5]
T. 多

目标分布式控制算法 (23)-(24) 中控制器参数取为
ki = 0.2, λi = 1.

图 2 多机器人系统的通信拓扑示意图
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图 3 多目标分布式控制的静态队形仿真曲线
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图 3 -图 4 分别给出了多机器人系统在方形期
望队形时静态编队与动态编队多目标分布式控制

仿真结果.图 3(b)给出了静态编队时跟随者机器人
i = 2, . . . , 4的编队误差向量范数 ∥ei∥ = ∥ri − r∗id∥
以及机器人之间的距离 dij 的变化曲线. 显然可见,
编队误差均渐进收敛为零且机器人间距离始终大

于不可触犯区域半径 dz = 0.08, 小于连通性半径
Rc = 1.5．另外, 对于方形队形动态编队情况, 图
4(a)中机器人初始时刻状态与静态编队相同. 1号机
器人以速度 u1 = [0.08,−0.05]

T
运动,机器人相应状

态变化曲线由图 4(b)给出.
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图 4 多目标分布式控制的动态队形仿真曲线

仿真 2 选取期望队形 rid = [0.3, 0.3]T, ki =

0.1, u1 = [0.08, 0]
T, 避碰半径 Rz = 0.6. 此时,

∥rid∥ ≤ Rz , 期望队形与避碰条件相矛盾. 图 5 给
出了该情况下机器人轨迹、编队误差、相对距离与

控制速度仿真结果.

由图 5中的仿真结果可看出, 对于加入避碰约
束项后的多目标分布式控制算法 (23)-(24),多机器人
系统的编队误差是 ISS稳定的,即误差最终收敛到以
期望队形位置为圆心的圆形邻域内,验证了定理 2的
正确性. 机器人与其领航者之间的距离始终小于连
通性半径 Rc,机器人与领航者之间的距离始终大于
不可触犯半径 dz ,直接表明了多智能体系统避障控
制效果的实现.
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图 5 期望队形与避碰条件相矛盾：

∥rid∥ ≤ Rz 时仿真曲线

5 结论

针对非完整约束轮式多机器人系统, 采用基于
屏障控制函数理论设计了一种多目标分布式协同控

制算法, 将避碰与领航者的连通性保持两个次级目
标建模为系统的约束. 进一步对约束分别构建了子
李雅普诺夫函数并与机器人角速度之间建立联系,
通过不变集原理证明了该控制算法可实现上述主

次目标的分布式协同控制, 最终通过数值仿真验证
了非完整约束轮式机器人在不同队形与不同队形约

束下的避碰和连通性保持效果, 进一步证明了算法
的正确性和有效性. 不过，本文提出的基于屏障控
制函数的多目标分布式协同算法，均在固定通信拓

扑、且领航者信息随时可获取的情况下进行设计，

存在一定的局限性。因此，对于切换拓扑以及通信

受限等情况,有待于进一步的研究.
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