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摘 要:宽度学习系统(broad learning system, BLS)因其特征提取能力强、计算效率高而被广泛应用于众多领

域。然而，目前BLS主要用于单输出回归，当BLS存在多个输出时，BLS无法有效发掘多个输出权重之间的相

关性，会导致模型预测性能的下降。本文通过Frobenius和L2,1矩阵范数的联合约束，提出多输出宽度学习系统

（multi-output broad learning system, MOBLS）。首先，在原有BLS的基础上构建新的目标函数，将L2损失函数替

换为L2,1 形式，L2 正则化项替换为Frobenius和L2,1 两项;其次，利用ADMM对新目标函数的BLS的输出权重

优化求解，最后利用11个公共数据集和1个实际过程数据集验证其有效性。
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Abstract: Broad Learning System (BLS) has been widely used in many fields because of its strong feature extraction
ability and high computational efficiency. However,BLS is mainly used for single-output regression at present, When
BLS has multi-outputs, it cannot effectively explore the correlation between multi-output weights, which will lead to the
degradation of model prediction performance. In this paper, a multi-output broad learning system is proposed through
the joint constraints of Frobenius and L2,1 matrix norm.Therefore, by introducing Frobenius and L2,1 matrix norm, this
paper proposes a multi-output broad learning system (MOBLS). Firstly, a new objective function is constructed on the
basis of the original BLS. The L2-loss function is replaced by the L2,1 form, and the L2 regularization term is replaced by
Frobenius and L2,1 two terms; Secondly, using ADMM to optimize the output weight of the BLS with the new objective
function. Finally, 11 public datasets and 1 actual process dataset are used to verify its effectiveness.
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0 引 言

深度学习网络[1-4] 作为主流的机器学习方法在

人脸识别、大规模数据处理、语义分割等领域应用

广泛。然而，深度学习网络网络层数较多，超参数

的调整以及权重的迭代计算大大增加了网络的训

练时间，当新节点添加至网络后，无法高效快速建

模。

宽度学习系统[5]（broad learning system，BLS）

起源于随机向量函数链接神经网络[6-8],首先经特征

层提取特征，再经过增强层进行非线性转换，最后

共同连结到输出层，通过伪逆计算网络的输出权值，

以保证BLS建模的效率。近年来，各个领域的众多

学者为拓宽BLS的适用范围做出了重要贡献。文

献[9-10]在时序预测问题上对BLS进行改进。文献[11]

提出了将深度与宽度相结合的堆叠宽度学习系统，

并提出了具有动态结构的堆叠宽度学习系统增量

算法，该网络结构继承了宽度学习系统的快速性

与准确率。文献[12] 提出了一种图卷积宽度学习网
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络，利用BLS增强图卷积层特征，以提高模型的鲁

棒性。文献[13] 利用半监督自编码极限学习机获取

映射特征，最后得到一个线性判别BLS模型，以增

强BLS提取未标记数据特征的能力。文献[14-15]针对

标签数据较少的问题，分别提出了半监督以及无监

督BLS，用于进行分类任务。文献[16]针对BLS增量

学习问题，提出一种具有语义特征提取层的BLS，

以提高其快速建模能力。文献[17]针对噪声问题提

出一种概率鲁棒BLS，用以处理带标签噪声的分类

问题。文献[18] 针对样本相关性问题以及标签错误

分类问题，提出一种新颖的判别群稀疏宽度学习

系统，增强了BLS在视觉识别方面的分类能力。尽

管BLS在很多领域取得了不错的进展，但针对多输

出回归问题，目前还没有文章讨论。

标准BLS的损失函数与约束项均是L2范数形

式，BLS 输出权重通常是一列矩阵，如果BLS有

多个输出节点，则BLS的输出权重则是多维行列

矩阵，标准BLS的目标函数无法有效处理多个输

出权重的相互关系，因此，利用Frobenius和L2,1

范数的的联合约束，改写标准BLS的目标函

数，类 似 于elastic net的2范 数 与1范 数 结 合 理

论，MOBLS将BLS目标函数替换为Frobenius和L2,1

范数。通过Frobenius和L2,1范数的联合正则化，

将BLS输入层至输出层的输出权重相互联合约束，

探索不同输出权重之间的相关性，更加准确地同

时预测多个输出，同时获得一个较为紧凑的网络结

构。此外，现实世界收集的数据具有不确定性，通

常伴随采样误差，测量误差等情况，这会大大影响

模型的建模能力。因此，MOBLS利用L2,1范数的强

鲁棒性建模，以降低离群值的影响。针对改写后的

目标函数，本文利用ADMM[19-20]对新模型的输出权

重进行优化求解。

本文的其余部分如下：第2节简述BLS的建模

过程；第3节将阐述MOBLS的建模动机及目标函数

的解析解；第4节通过实验分析MOBLS的有效性，

第5节将总结全文工作。

1 宽度学习系统

BLS[5]作为一种新型的随机权值神经网络，具

体构建过程描述如下。

假设X ∈ RS×M 为数据集的输入, Y ∈ RS×N

为标签输出值, 其中: S 表示训练样本的数量, M

和N 分别表示输入和输出数据的维度。对于输入数

据X ,利用线性变换函数映射生成第i组映射特征:

Zi = φ (XWei + βei) (1)

其中Wei 和βei 是由网络生成的随机权重, n为特征

组数(i = 1, . . . , n)。每组的特征节点数为k, φ(·)表
示线性变换函数。那么,将所有特征节点进行组合,

记为

Zn ≡ [Z1, . . . , Zn] (2)

根据式(2)生成的所有特征节点组Zn,对其进行

非线性函数变化,生成增强节点

Hj = ζj
(
ZnWhj

+ βhj

)
(3)

其中Whj
和βhj

是由网络随机生成, m 为增强组

数(j = 1, . . . ,m), ξ(·) 用于非线性函数变换。那么,

所有增强节点可以表示为

Hm ≡ [H1, . . . ,Hm] (4)

根据式(2)和式(4)可得到输入层

A = [Zn | Hm] (5)

因此，宽度网络的实际输出可以表示为

Ŷ = AW (6)

其中W 是宽度网络的输出权重。

输出权重W 可通过最小化目标公式来得到

arg min
W

‖Y −AW‖22 + λ‖W‖22 (7)

根据式(7),得到输出权重W

W =
(
λI +ATA

)−1
ATY (8)

其中I 是单位矩阵, λ是正则化参数。

2 多输出宽度学习系统

在本节中，将要介绍本文所提出的多输出宽度

学习系统，并利用交替方向乘子法以及增广拉格朗

日乘子法给出了其优化求解过程[27-28]。

探索各个输出目标之间的相关性，提高模型的

预测精度[23]是解决多输出回归问题的关键，在回归

任务中，标准BLS的目标函数利用了L2 范数，且通

常只有一个输出节点，因此BLS只考虑了单个输出，

当BLS存在多个输出节点，BLS的输出权重不再是

单独一列矩阵，而是由多行列相互关联的矩阵，此

时BLS具有多个输出，传统的目标函数无法考虑多

个输出之间的关联性，因此，通过Frobenius和L2,1

矩阵范数的联合约束，发掘多个输出之间的关联性，

建立精确的数学模型。下面给出这两种矩阵范数的

定义：

‖A‖F =

√√√√ n∑
i=1

m∑
j=1

|aij |2 =
√

tr (ATA) (9)
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‖A‖2,1 =

n∑
i=1

‖ai,·‖2 =

n∑
i=1

(
m∑
j=1

|aij |2
)1/2

(10)

其中a表示A的元素，tr
(
ATA

)
表示ATA的迹。

下面给出改进后的目标函数：

arg min
W

‖Y −AW‖2,1 + λ1‖W‖2,1 + λ2‖W‖2F (11)

利用增广拉格朗日乘子法替换前两项约束，并

写出相应的约束条件：

arg min
D,E,W

‖D‖2,1 + λ1‖E‖2,1 + λ2‖W‖2F

s.t. D = Y −AW

E = W

(12)

设置迭代次数，利用ADMM进行梯度优化，

对E,B,Z 的约束项执行迭代交替的最小化，

式(12)的增广拉格朗日函数为：

L (D,E,W,U1, U2) = ‖D‖2,1 + λ1‖E‖2,1

+ λ2‖W‖2F +
µ

2
‖Y −AW −D + U1‖2F

+
µ

2
‖E −W + U2‖2F −

µ

2
‖U1‖2F −

µ

2
‖U2‖2F

(13)

其中µ表示惩罚因子, U1和U2表示拉格朗日乘子。

在每次迭代中, ADMM由以下求解步骤组成:

1) W：可以得到以下子优化问题：

arg min
W

λ2‖W‖2F +
µ

2
‖Y −AW −D + U1‖2F

+
µ

2
‖E −W + U2‖2F

(14)

令式(14)对W 求导等于0，可以得到：[
ATA+

(
1 +

2λ2
µ

)
I

]
W −AT (Y −D + U1)

− (U2 + E) = 0

(15)

因此，得到式(14)的解为：

W =

[
ATA+

(
1 +

2λ2
µ

)
I

]−1
·
[
AT (Y −D + U1) + U2 + E

] (16)

其中I 表示单位矩阵。

2) D: 子目标优化函数如下：

arg min
D

1

µ
‖D‖2,1 +

1

2
‖Y −AW −D + U1‖2F (17)

利用vect-软阈值方法[24]得到式(17)的解：

D = vect− soft
(
Y −AW + U1,

1

µ

)
(18)

其中vect− soft(b, τ) = b
(

max{‖b‖2−τ,0}
max{‖b‖2−τ,0}+τ

)
。

3) E : 子目标优化函数如下：

arg min
E

λ1
µ
‖E‖2,1 +

1

2
‖W − E − U2‖2F (19)

其结构与式(17)相同。因此，可以得到解为：

E = vect− soft
(
W − U2,

λ1
µ

)
(20)

4) U1, U2 : 在每次迭代中更新两个参数：{
U ′1 = U1 + (Y −AW −D)

U ′2 = U2 + (E −W )
(21)

3 实验与讨论

本节选取了1个实际工业数据集和从Mulan

Java库中选取的11个公共数据集[25]进行实验，训练

集与测试集按照2：1的方式划分。表1给出了数据集

的具体信息。实际工业数据集采用多级离心压缩机

收集到的数据[26]。另外，我们向数据集的训练输出

中加入了不同比例的异常值。 (α = 0%, 20%, 40%,

异常值的数量/样本的数量)

表1 数据集信息

数据集 训练样本 测试样本 特征 输出

andro 33 16 30 6

atp1d 225 112 411 6

atp7d 197 99 411 6

edm 103 51 16 2

enb 512 256 8 2

jura 239 120 15 3

oes10 269 134 298 16

oes97 223 111 263 16

scm20d 5977 2989 61 16

slump 69 34 7 3

wq 707 353 16 14

compressor 289 145 4 2

首先需要定义BLS和MOBLS的网络结构: 特

征节点数Ng = 20 × 40，增强节点数Ne = 200。

正则化参数通过网格搜索法获得，搜索范围

为{2−5, 2−4, 2−3, . . . , 24, 25}。
因为考虑到多个输出之间的关联性，本节采用

以下指标评价模型性能：

平均均方根误差（average root mean squared

error，aRMSE），aRMSE值越小，模型性能越好：

aRMSE =
1

m

m∑
j=1

√∑N
i=1

(
yij − ŷij

)2
N

(22)

平均相对均方根误差（average relative root mean

squared error，aRRMSE），aRRMSE值越小，模型性

能越好：

aRRMSE =
1

m

m∑
j=1

√√√√∑N
i=1

(
yij − ŷij

)2∑N
i=1

(
yij − ȳj

)2 (23)

其中m 表示输出数, N 表示样本数, yij 表示输出实
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际值, ŷij 表示模型预测值, ȳj 表示输出实际值的平均

值。

本节采用上述参数在α = 0%, 20%, 40% 的

条件下通过网格搜索法进行模型训练，另

外，针对宽度学习系统鲁棒性建模问题，本

文引入了鲁棒宽度学习系统(RBLS)[27]与MOBLS，

BLS对比。表2给出了四种算法在不同数据集

上的aRMSE。在无异常值(α = 0%) 的情况下，

MOBLS在oes10、 oes97，wq数据集上的精度低

于BLS，在atp1d数据集上，L1RBLS与MOBLS 持

平，L1RBLS与ENRBLS的预测精度相差不大，在

剩下的数据集上，MOBLS精度高于其他三种模

型。在α = 20% 的情况下，在scm20d数据集上，

MOBLS预测精度与ENBLS持平，低于BLS，在其余

数据集上，L1RBLS与ENRBLS预测精度基本持平，

且优于BLS，MOBLS的预测精度最高。在α = 40%

的情况下，MOBLS的预测精度均高于其他三种

模型，且提升幅度较大，BLS的预测精度最低，

LIRBLS与ENRBLS预测精度均不如MOBLS。

表2 各数据集算法的性能（aRMSE）

数据集 算法 aRMSE aRMSE aRMSE

(α = 0) (α = 20%) (α = 40%)

andro BLS 0.3547 0.4154 0.5067

MOBLS 0.3266 0.3991 0.4934

L1RBLS 0.3284 0.4012 0.4971

ENRBLS 0.3266 0.3997 0.4955

atp1d BLS 0.0807 0.137 0.22

MOBLS 0.0761 0.1215 0.1511

L1RBLS 0.0761 0.1284 0.1722

ENRBLS 0.0762 0.1244 0.1512

atp7d BLS 0.1664 0.1821 0.269

MOBLS 0.1581 0.1661 0.193

L1RBLS 0.1584 0.1763 0.2241

ENRBLS 0.1585 0.1699 0.2114

edm BLS 0.2132 0.2305 0.2977

MOBLS 0.1851 0.2282 0.2779

L1RBLS 0.1853 0.2286 0.2792

ENRBLS 0.1853 0.2292 0.2788

enb BLS 0.0752 0.1376 0.2339

MOBLS 0.0738 0.0935 0.1498

L1RBLS 0.0742 0.1107 0.1856

ENRBLS 0.0741 0.1068 0.1796

jura BLS 0.1041 0.155 0.2325

MOBLS 0.1041 0.1309 0.1417

L1RBLS 0.1057 0.1447 0.1825

ENRBLS 0.1052 0.144 0.1757

oes10 BLS 0.0327 0.1044 0.1958

MOBLS 0.0338 0.0554 0.0895

L1RBLS 0.034 0.0732 0.1457

ENBLS 0.0339 0.0744 0.1445

oes97 BLS 0.0431 0.097 0.1863

MOBLS 0.0433 0.0602 0.0836

L1RBLS 0.0445 0.0735 0.1322

ENRBLS 0.0442 0.0721 0.131

scm20d BLS 0.1111 0.1676 0.2547

MOBLS 0.1058 0.1708 0.2343

L1RBLS 0.1088 0.1708 0.2447

ENRBLS 0.106 0.1733 0.2455

slump BLS 0.1896 0.2099 0.275

MOBLS 0.1763 0.1992 0.2307

L1RBLS 0.1789 0.2045 0.2512

ENRBLS 0.1786 0.2036 0.2479

wq BLS 0.2357 0.2671 0.3264

MOBLS 0.2361 0.2441 0.2464

L1RBLS 0.2366 0.2507 0.2955

ENRBLS 0.2364 0.2513 0.2912

compressor BLS 0.0037 0.1032 0.2232

MOBLS 0.0029 0.0445 0.1107

L1RBLS 0.0033 0.0672 0.1814

ENRBLS 0.0029 0.0654 0.1715

表3给 出 了 四 种 算 法 在 不 同 数 据 集

上 的aRRMSE的 平 均 值。 针 对 无 离 群 点

的 情 况， 在compressor数 据 集 上， MOBLS，

L1RBLS， ENRBLS的aRRMSE值 相 近， 均 高

于BLS。 在scm20d数 据 集 上， MOBLS表 现 不

如L1RBLS，与ENRBLS 持平，在其他数据集上

均有小幅的性能提升。针对α = 20%的情况，整体

上MOBLS的aRRMSE最 低， L1RBLS与ENRBLS预

测性能几乎持平，均低于BLS的aRRMSE，预测性

能提升幅度高于无离群值的情况。针对α = 40%的

情况，在compressor 数据集上，MOBLS 的预测精

度平均值提升程度最高，在有噪声干扰的情况下，

L1RBLS, ENRBLS相较于BLS预测精度有一定的提

升，提升程度不如MOBLS，且整体预测性能提升成

程度高于前两种情况。
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表3 各数据集算法的性能（aRRMSE）

数据集 算法 aRRMSE aRRMSE aRRMSE

(α = 0) (α = 20%) (α = 40%)

andro BLS 1.612 1.8357 2.3679

MOBLS 1.5145 1.7716 2.3034

L1RBLS 1.5157 1.8125 2.3544

ENRBLS 1.5164 1.7776 2.3064

atp1d BLS 0.2657 0.3679 0.5092

MOBLS 0.2482 0.3143 0.4348

L1RBLS 0.2587 0.3335 0.4566

ENRBLS 0.2486 0.3315 0.4512

atp7d BLS 0.6026 0.5834 0.5872

MOBLS 0.5935 0.5554 0.5464

L1RBLS 0.5951 0.5752 0.5623

ENRBLS 0.5954 0.5731 0.5601

edm BLS 0.6192 0.7264 0.8985

MOBLS 0.6029 0.7132 0.726

L1RBLS 0.6124 0.7196 0.7766

ENRBLS 0.6107 0.7182 0.7754

enb BLS 0.2697 0.3622 0.6321

MOBLS 0.2502 0.2961 0.4029

L1RBLS 0.2577 0.2987 0.4726

ENRBLS 0.2546 0.2987 0.4623

jura BLS 0.5254 0.6775 0.9438

MOBLS 0.5201 0.6007 0.7152

L1RBLS 0.5219 0.6273 0.8148

ENRBLS 0.5218 0.6211 0.8121

oes10 BLS 0.2998 0.5199 0.6242

MOBLS 0.3003 0.4851 0.5679

L1RBLS 0.3007 0.5004 0.5891

ENBLS 0.3012 0.5007 0.5844

oes97 BLS 0.2656 0.284 0.4232

MOBLS 0.2614 0.2834 0.3966

L1RBLS 0.2634 0.284 0.4122

ENRBLS 0.2626 0.2844 0.41

scm20d BLS 0.1111 0.1676 0.2547

MOBLS 0.1058 0.1708 0.2343

L1RBLS 0.1054 0.1632 0.2431

ENRBLS 0.1058 0.1664 0.2461

slump BLS 0.6858 0.9362 1.3581

MOBLS 0.6637 0.9712 1.1999

L1RBLS 0.6654 0.9814 1.2014

ENRBLS 0.6638 0.9755 1.2215

wq BLS 0.9066 0.9265 1.1185

MOBLS 0.9034 0.9249 0.948

L1RBLS 0.9043 0.9281 1.0016

ENRBLS 0.9049 0.9258 0.9504

compressor BLS 0.0143 0.3315 0.7255

MOBLS 0.0128 0.1719 0.3751

L1RBLS 0.0132 0.1882 0.6512

ENRBLS 0.0129 0.1884 0.6414

综 合 上 述 分 析， 在 无 异 常 值 情 况 下，

MOBLS在某些数据集上的性能不如BLS，但优

于L1RBLS与ENRBLS，但整体上略微提升了模型

性能。而在有异常值的情况下，随着数据中异常值

的比率增加，BLS模型性能下降较为明显，L1RBLS

与ENRBLS的性能下降程度低于BLS，而MOBLS的

性能影响最小，这表明MOBLS对异常数据的建模

能力最稳定。综上所述，MOBLS能够更有效的发掘

多个输出之间的相关性，提高模型的预测性能。同

时通过两种矩阵范数的联合约束，能够获得更为紧

凑的网络结构。

4 结 论

本文通过Frobenius和L2,1矩阵范数的联合约束

提出一种多输出宽度学习系统，考虑不同列输出权

重的互信息，旨在发掘多个输出之间的相关性，并

精确预测多个目标，同时MOBLS能够有效处理数

据中的异常值。通过在多个数据集上进行的仿真实

验，验证了所提方法的有效性。
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