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基于神经动态优化的非线性系统近似最优跟踪控制
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摘 要: 提出一种输入约束下一类连续时间非线性系统最优跟踪控制问题的近似求解方法.针对有限时间跟踪
性能指标下一类单输入单输出非线性系统,利用所提出的最优跟踪控制方法实现目标系统所对应性能指标近似
最优.首先将系统的性能指标沿时间泰勒展开,得到一个近似的性能指标;其次,在系统状态可观测条件下,将该问
题进一步转化为以控制输入为决策变量的非线性规划问题;再次,利用神经动态优化方法,求解含不等式约束下的
近似最优控制问题并给出相应的递归神经网络模块原理图;进而,针对整个闭环系统进行理论分析,证明在一定条
件下闭环系统的稳定性;最后,通过两个实例仿真验证所提出方法的有效性.
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Abstract: This paper proposes an approach to approximately solve the optimal tracking control problem of a class of
continuous-time nonlinear systems with input constraints. For a class of single-input single-output nonlinear systems
with the tracking cost function in finite time, the proposed optimal tracking control method will make the corresponding
cost function of the target system approximately optimal. Firstly, the cost function of the optimal control problem is
expanded along the time by Taylor series, and an approximate cost function is obtained. Then, based on the observability
condition, the problem is further transformed into a nonlinear programming problem. Then, the neurodynamic approach
is applied to solve the approximate optimal control problem, where the control input is the decision variable with
inequality constraints and the corresponding recurrent neural network module is given. In addition, the stability of the
closed-loop system is proved under certain conditions. Finally, two examples are provided to verify the effectiveness of
the proposed method.
Keywords: nonlinear system；input constraint；optimal control；tracking control；nonlinear programming；
neurodynamic optimization

0 引 䀰

跟踪控制问题一直是控制领域的研究重点之

一,在工程应用中有着重要的作用,如飞行器[1]、机器

人[2]、电机控制[3]等领域.线性系统的跟踪控制已发
展得比较成熟,而非线性系统的跟踪控制则更具研究
意义[4].

最优跟踪控制问题是在跟踪问题的基础上,给定
一个系统的性能指标,设计控制时保证给定的性能指
标最大或最小,这样不仅可以使输出轨迹跟踪目标
轨迹,而且还能保证系统的性能.采用传统的解析方
法很难得到非线性系统的最优跟踪控制的解析解,近
似求解非线性系统的最优跟踪控制是当前研究的热
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点.近似最优跟踪控制的研究方式有很多,如结合内
模控制[5]、模糊控制[6-7]、鲁棒控制[8]、自适应控制[9]

等,其中近似设计可以基于泰勒级数展开、模糊规则
或者神经网络.利用神经网络实现非线性系统近似
最优跟踪控制是一个极具潜力的研究方向.
神经网络可以简单地视为一个非线性的通用数

学公式,调整其参数可以表示一个静态或动态系统的
行为[10].基于神经网络对非线性系统最优跟踪控制
进行研究可以分为两种方式:一是利用神经网络模
型静态的近似能力[11-14],二是利用递归神经网络的
动态近似能力[15]. Zhang等[11]首次基于自适应动态

规划方法解决未知的非线性系统的最优跟踪问题,通
过评价神经网络和执行神经网络间的迭代学习实现

了最优跟踪控制. Wang等[12-13]将文献 [11]的方法扩
展到有限时域内以及离散时间系统中.基于神经网
络近似的输入约束下的非线性系统最优跟踪控制也

已经基本得到解决[14-15].以上研究的共同点是针对
一般形式的非线性系统最优控制问题,用神经网络的
模型逼近能力来近似性能指标、最优控制或者未知

的非线性动态,可以实现对非线性系统的近似最优跟
踪控制.然而,在最优跟踪控制问题中,少有研究报道
利用递归神经网络解决非线性优化问题的能力,也就
是神经动态优化方法.
连续系统最优跟踪控制问题本质上可以视为一

个目标函数为积分形式、决策变量为系统控制输入

的规划问题,而在时间尺度上其实相当于无数个子规
划问题.非线性控制优化问题往往是复杂的、时变的,
需要实时优化的能力[16-17].神经动态优化方法可以
硬件实现[18-19],具有并行和分布式计算能力,是解决
实时优化问题中很有前途的一种方法.用硬件实现
高速的神经动态优化来求解最优控制,符合跟踪控制
需求的实时性.
本文将通过递归神经网络求解一类非线性系统

的近似最优跟踪控制.值得一提的是,这里的递归神
经网络是用于求解非线性规划问题的而不是用于近

似系统动态的.相比于其他利用神经网络解决非线
性系统最优轨迹跟踪的方法[11-16],本文的近似优化
控制方法更简单,具体表现在: 1)本文考虑的是一类
形式特殊而又不失一般性的系统,进而可以更有针对
性地简化计算; 2)最终将最优跟踪控制问题转化为
一个容易求解的规划问题,相比于利用神经网络近似
非线性系统函数方法更精确、直观,且控制器设计相
对简单; 3)利用递归神经网络求解控制器,具有硬件
可实现性.

本文通过泰勒级数将一个有限时域的性能指标

扩展成一个更容易求解最小值的近似性能指标,进而
利用神经动态优化方法解决非线性不等式约束下的

近似最优控制求解问题,同时,对闭环系统的稳定性
进行了证明.最后,通过两个仿真实例验证了本文方
法的有效性.

1 问题描述

考虑一类单输入单输出非线性系统

ẋ1 = x2,

...

ẋn−1 = xn,

ẋn = f(x) + g(x)u(t),

y(t) = x1(t).

(1)

其中:n ⩾ 2是系统阶数,x = [x1, . . . , xn]
T ∈ Rn是

系统状态, y ∈ R是系统输出,u ∈ R是系统输入, f :

Rn → R和g : Rn → R是二阶连续可导函数.假设
系统输入满足约束u(t) ∈ Ω,其中

Ω = {u(t) ∈ R : C(u(t)) ⩽ 0}, (2)

C(u(t)) = [C1(u(t)), C2(u(t)), . . . , Cm(u(t))]T是连

续可导的凸函数向量.定义系统的有限时间性能指
标函数

J(t) =
w Tp

0
[yd(t+ τ)− y(t+ τ)]2dτ. (3)

其中: yd(t)是光滑的期望轨迹,关于t存在n次连续导

数;Tp > 0可以视为预测控制中的预测时域.注意到,
性能指标与文献 [11-15]中略有不同,虽然性能指标
(3)不包含关于u(t)的项,但本文中的控制输入u(t)

可直接由约束条件(2)加以限制.
本文考虑特定结构的系统(1)是零状态稳定的且

只考虑单输入,因为在系统 (1)中即使u(t)存在多维,
由u(t)直接作用于其中一个系统状态,它对系统的影
响最终都可以等效成单输入的影响.由式 (1)和 (3)描
述的问题有唯一最优解u∗(t).对于约束控制u(t)与

状态轨迹x(t)有以下假设:
假设1 u(t)与u∗(t)的误差有界,即当u(t) ∈ Ω

时,存在ρ > 0满足u∗(t) ∈ u(t) + Bρ,其中Bρ表示离

原点距离不超过ρ的集合.
假设2 (最优控制的存在性) 存在0 < tm < ∞,

当t > tm时,u∗(t) ∈ Ω成立.
假设3 (状态的有界性) 在u(t)的控制作用下,

状态轨迹x(t)是有界的,即存在r > 0满足x(t) ∈ Br,
其中Br表示离原点距离不超过r的集合.
注1 由式 (1)∼ (3)描述的控制问题具有较为广

泛的代表性.在控制中研究的很多经典问题都可以
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转化成式(1)的形式,如单摆、机械臂、电机等.控制约
束 (2)的定义包含常见的控制约束形式,如饱和约束、
多边形约束、非线性约束等.性能指标 (3)表示轨迹
跟踪的性能指标,当yd(t) 为常数时也可以表示定值

控制的性能指标.

2 近似最优控制

由于系统 (1)含非线性项f(x)和g(x),可能不易
于求解最优控制的解析解.下面将通过近似变换,得
到一个实用型的近似性能指标,将问题转化成一个更
容易求解的规划问题,然后求解近似最优控制.

2.1 近似性能指标

下面将得到一个近似的性能指标.首先将y(t +

τ)沿时间泰勒展开

y(t+ τ) = y(t) + τ ẏ(t) + . . .+
τn

n!
y[n](t) +O(τn),

其中右上标 [n]表示对时间t求n次导数.当τ → 0时,
有

y(t+ τ) ≈ y(t) + τ ẏ(t) + . . .+
τn

n!
y[n](t).

同理有

yd(t+ τ) ≈ yd(t) + τ ẏd(t) + . . .+
τn

n!
y
[n]
d (t).

定义向量

Y (t) := [y(t), ẏ(t), . . . , y[n](t)]T,

Yd(t) := [yd(t), ẏd(t), . . . , y
[n]
d (t)]T,

θ(τ) :=
[
1, τ, . . . ,

τn−1

(n− 1)!
,
τn

n!

]T
,

Ys(t) := [x1(t), x2(t), . . . , xn(t), f(x)]
T,

E(t) := Yd(t)− Ys(t). (4)

可以将性能指标(3)近似为

Jp(t) =w Tp

0
[Y T

d (t)θ(τ)− Y T(t)θ(τ)]2dτ =

w Tp

0

[
(Y T

d (t)− Y T
s (t))θ(τ)− τn

n!
g(x)u(t)

]2
dτ =

w Tp

0
[ET(t)θ(τ)− γ(τ)g(x)u(t)]2dτ, (5)

其中γ(τ) = τn/n!.为了进一步简化式 (5),计算两个
辅助量

α :=
w Tp

0
[θ(τ)γ(τ)]dτ =[ Tn+1
p

(n+ 1)n!
,

Tn+2
p

(n+ 2)n!
, . . . ,

T 2n+1
p

(2n+ 1)(n!)2

]T
,

β :=
w Tp

0
[γ(τ)]2dτ =

T 2n+1
p

(2n+ 1)(n!)2
. (6)

从而,性能指标(5)可以简化为

Jp(t) =
w Tp

0
[ET(t)θ(τ)− γ(τ)g(x)u(t)]2dτ =

w Tp

0
[ET(t)θ(τ)]2dτ + β[g(x)u(t)]2−

2αTE(t)g(x)u(t). (7)

于是,原最优控制问题 (1)∼ (3)可近似转化为如下优
化问题:

min Jp(t);

s.t. ẋ = F (x) +G(x)u(t),

y(t) = x1(t),

u(t) ∈ Ω. (8)

其中:决策变量为u(t), F (x) = [x2, . . . , xn, f(x)]
T,

G(x) = [0, . . . , 0, g(x)]T.将优化问题 (8)的解记为
u∗
p(t),可视为原问题的近似最优解.基于假设1和假
设2可知u∗

p(t)− u∗(t) ∈ Bρ, 0 < t < tm;

u∗
p(t) = u∗(t), t > tm.

(9)

2.2 递归神经网络设计

下面将设计一个适用于非线性凸规划问题的递

归神经网络,用神经动态优化的方法来实时求解近似
最优控制u∗

p(t).首先给出下面命题.
命题 1 [19] 若L(x)是一个连续可微的函数,则

max{0, L(x)}是一个正则函数,其广义导数为

∂ max{0, L(x)} =



∂L(x)

∂x
, L(x) > 0;

αc
∂L(x)

∂x
, L(x) = 0;

0, L(x) < 0.

其中αc ∈ [0, 1].
定义变量A(t) := βg2(x),

B(t) := −2g(x)αTE(t),
(10)

近似性能指标(7)可以写为

Jp(t) =
w Tp

0
[ET(t)θ(τ)]2dτ +A(t)u2(t) +B(t)u(t).

显然,式 (7)中的第1项与决策变量u(t)无关,求Jp的

最小值等价于求V (u(t)) = A(t)u2(t) + B(t)u(t)的

最小值,即求解如下凸规划问题:

min V (u(t));

s.t. C(u(t)) ⩽ 0. (11)

为了简便起见,下面将u(t)简写为u.
注2 对于每个时刻 t,规划问题 (8)中可以即时
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改变的量只有u(t),从时间尺度上,可以把规划问题
(11)视为无数个子规划问题 (8)的组合.规划问题
(11)与规划问题 (8)相比,虽然没有显式包含系统约
束 ẋ = F (x) + G(x)u(t),但是,由于参数A(t)与B(t)

是根据系统状态实时更新的,目标函数V (u(t))实

际已经包含了系统的动态信息.若保持每个时刻的
子规划问题 (11)中的参数A(t)与B(t)随系统约束

ẋ = F (x) + G(x)u(t)中的状态实时更新,计算出每
个时刻的u(t)再作为系统的输入,则所有子规划问题
(11)都是沿着系统约束进行求解的.
设计求解凸规划问题(11)的递归神经网络如下:

εu̇ = −∂V (u)

∂u
− 1

σ

(∂C(u)

∂u

)T
sgn(C(u) + |C(u)|).

(12)

其中:σ > 0是罚因子, ε > 0是神经网络的加速系

数,
∂V (u)

∂u
= (2A(t)u + B(t)), sgn是符号函数.递归

神经网络(12)对应的电路实现模块原理如图1所示.

图 1 递归神经网络 (12)的模块实现

引理1 [19] 对于问题 (11),如果V (u)与Ci(u) (i

= 1, 2, . . . ,m)都是凸函数,则存在一个足够小的罚
因子σ > 0,可以使得下面递归神经网络指数收敛到
问题(11)的最优解:

u̇ ∈ −∂V (u)

∂u
− 1

σ
∂

m∑
i=1

max {0, Ci(u)}. (13)

定理1 对于问题 (11),存在一个足够小的罚因
子σ > 0,使得递归神经网络 (12)指数收敛到问题
(11)的最优解u∗

p(t).

证明 首先,因为
∂2V (u)

∂2u
= 2A(t) = 2βg2(x)

⩾ 0,所以V (u)是凸函数;然后,基于命题1可以发现,
当αc = 0时,式 (12)是 (13)的特例.因此,递归神经网
络(12)指数收敛到问题(11)的最优解. 2
3 稳定性分析

本节将讨论系统 (1)与递归神经网络 (12)所组成
闭环系统的稳定性.首先,忽略递归神经网络 (12)的
动态优化时间,讨论系统 (1)与近似规划问题最优解
u∗
p(t)所组成的闭环系统稳定性;然后,考虑递归神经
网络(12)的动态优化过程,讨论整个闭环系统的稳定

性.
定义误差e(t) = yd(t) − y(t),基于假设1∼假设

3,给出如下定理.
定理2 考虑由系统 (1)与近似最优跟踪控制 (9)

所组成的闭环系统,若系统 (1)的阶数n ⩽ 4,则闭环
系统指数稳定且跟踪误差e(t)指数收敛于0.

证明 使得目标函数V (u)最小的u∗(t)满足

∂V (u(t))

∂u

∣∣∣
u=u∗(t)

= 0,

可以求得

2A(t)u∗(t) = −B(t). (14)

基于假设2,考虑0 < t < tm与t > tm两种情况.
情况1: 0 < t < tm.令u∗

p(t) = u∗(t) + ue(t),其
中 |ue(t)| ⩽ ρ.将u(t) = u∗

p(t)代入系统(1),可得

y[n](t) = ẋn = f(x) + g(x)(u∗(t) + ue(t)).

左右两边同乘βg(x),得

2βg(x)y[n](t) =

2βg(x)f(x) + 2A(t)[u∗(t) + ue(t)] =

2βg(x)f(x)−B(t) + 2βg2(x)ue(t) =

2βg(x)f(x) + 2g(x)αTE(t) + 2βg2(x)ue(t). (15)

结合式(6)、(10)和(14),可得

βy[n](t) = βf(x) + αTE(t) + βg(x)ue(t) =

βf(x) +

n−1∑
i=0

Tn+i+1
p

(n+ i+ 1)n!i!
e[i](t)+

βy
[n]
d (t)(t)− βf(x) + βg(x)ue(t) =

n−1∑
i=0

Tn+i+1
p

(n+ i+ 1)n!i!
e[i](t) + βy

[n]
d (t)+

βg(x)ue(t). (16)

其中β定义于式 (6),即β :=
T 2n+1
p

(2n+ 1)(n!)2
.令 δ =

Tn
p

(2n+ 1)n!
, h(t) = g(x)ue(t),将式 (16)中的βy[n](t)

移到右边,可得

0 =

n−1∑
i=0

Tn+i+1
p

(n+ i+ 1)n!i!
e[i](t) + βy

[n]
d (t)−

βy[n](t) + βg(x)ue(t) =

n−1∑
i=0

Tn+i+1
p

(n+ i+ 1)n!i!
e[i](t) + βe[n](t)+

βg(x)ue(t) =

n∑
i=0

Tn+i+1
p

(n+ i+ 1)n!i!
e[i](t) + βg(x)ue(t) =
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Tn+1
p

n!

[ n∑
i=0

T i
p

(n+ i+ 1)i!
e[i](t) + δh(t)

]
. (17)

显然,由式(17)可得
n∑

i=0

T i
p

(n+ i+ 1)i!
e[i](t) + δh(t) = 0. (18)

将h(t)视为输入扰动, e(t)视为输出状态,系统 (18)的
传递函数G(s)与特征多项式P (s)为

G(s) =
e(s)

h(s)
= − δ

n∑
i=0

T i
p

(n+ i+ 1)i!
si
,

P (s) =
n∑

i=0

T i
p

(n+ i+ 1)i!
si. (19)

根据劳斯稳定判据[20],当系统 (1)阶数n ⩽ 4时 (劳
斯表见附录A),P (s)根的实部都是负的,即系统 (18)
是指数稳定的.根据假设 1和假设 3,ue(t)和x(t)有

界,且g(x)为连续可导函数,所以h(t) = g(x)ue(t)有

界.在有限时间 [0, tm]内,指数稳定系统 (18)在有界
扰动h(t)作用下的输出e(t)是有界的[20].
情况2: t > tm.根据式 (9)有u∗

p(t) = u∗(t),即
ue(t) = 0.此时,式(18)是零输入系统,即

n∑
i=0

T i
p

(n+ i+ 1)i!
e[i](t) = 0. (20)

系统的特征多项式为

P (s) =

n∑
i=0

T i
p

(n+ i+ 1)i!
si,

根据劳斯稳定判据[20],当系统 (1)阶数n ⩽ 4时 (劳斯
表见附录A),P (s)根的实部都是负的,即系统 (20)是
指数稳定的,跟踪误差e(t)指数收敛于0. 2
下面考虑递归神经网络的动态过程.为证明系

统 (1)与递归神经网络 (12)所组成闭环系统的稳定
性,首先介绍如下引理.

引理2 [21] 考虑一个奇异扰动系统

ẋ = λ(t, x, z, ε),

εż = κ(t, x, z, ε). (21)

假设下列条件对于所有(t, x, ε) ∈ [0,∞)×Br×[0, ε0]

均成立: 1) λ(t, 0, 0, ε) = 0且κ(t, 0, 0, ε) = 0; 2) 方
程 0 = κ(t, x, z, 0)有一个独立的根 z = h(t, x),
且系统平衡点 (x̄, z̄)满足 z̄ = h(t, x̄); 3) 对于 z −
h(t, x) ∈ Bρ,函数λ、κ和h以及其一阶和二阶偏导

数有界; 4) 系统 ẋ = λ(t, x, h(t, x), 0)的原点是指数

稳定的; 5)边界层系统
dy
dτ = κ(t, x, y + h(t, x), 0)的

原点是指数稳定的.则存在ε∗ > 0,使得对于所有的
ε < ε∗,系统 (21)对平衡点 (x̄ = 0, z̄ = 0)是指数稳定
的.

定义系统状态与期望轨迹状态的误差向量

ξ = [e, ė, . . . , e[n−1]]T, (22)

将系统 (1)与递归神经网络 (12)组成的闭环系统描述
成一个平衡点为(0, u∗(t))的跟踪误差系统,即

ξ̇ = ν(t, ξ, u, ε),

εu̇ = ω(t, ξ, u, ε).
(23)

其中

ν(t, ξ, u, ε) = [ė, e[2], . . . , e[n]]T,

ω(t, ξ, u, ε) =

− (2Au+B)− 1

σ

(∂C(u)

∂u

)T
sgn(C(u) + |C(u)|).

定理3 考虑由系统 (1)与递归神经网络 (12)所
组成的闭环系统,若系统 (1)的阶数n ⩽ 4,则存在
ε∗ > 0,使得对于所有的ε < ε∗,闭环系统 (23)是指
数稳定的且跟踪误差e(t)指数收敛于0.
证明 基于假设2,考虑0 < t < tm与 t > tm两

种情况.
情况1: 0 < t < tm.定理1已证明状态u(t)收

敛到u∗
p(t),且基于假设1,u(t) − u∗(t)有界.若u(t) −

u∗(t)有界,则e(t)在0 < t < tm上有界,其证明与定
理2证明中的情况1相同.

情况2: t > tm.由于系统(23)是系统(21)的特例,
其平衡点为 (0, u∗(t)).下面利用引理2证明系统的收
敛性.
结合式(4)、(6)、(10)和(14),可得

e[n] = y
[n]
d (t)− f(x)− g(x)u∗(t) =

− 1

β

n−1∑
i=0

Tn+i+1
p

(n+ i+ 1)n!i!
e[i](t),

再利用式 (22)和 (23),易得ν(t, 0, u∗(t), ε) = 0.基于
假设2可得C(u) ⩽ 0,结合式 (14)和 (22)易得ω(t, 0,

u∗(t), ε) = 0,即引理2的条件1)满足.方程ω(t, ξ, u,

ε) = 0有一个独立的根u = u∗(t),所以引理2的条
件2)满足.因为f、g、yd都是二阶连续可导函数,所
以函数ν、ω以及其一阶和二阶偏导数连续.由定理
2证明中的情况1可知,当u − u∗(t) ∈ Bρ时,若系统
阶数n ⩽ 4,则 e(t)有界.结合假设 1和假设 3,并利
用连续函数在有界区间上是有界的事实,函数ν、ω、

u∗(t)以及其一阶和二阶偏导数有界,即引理2的条件
3)满足.系统阶数n ⩽ 4时,由定理2可知系统 ξ̇ =

ν(t, ξ, u∗(t), 0)指数稳定,收敛于ξ = 0,即引理2的条

件4)满足.边界系统
d(u− u∗(t))

d(t/ε)
= ω(t, ξ, u, 0)等价

于定理1的递归神经网络,它指数收敛于u − u∗(t) =
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0,即引理2的条件5)满足.因此,系统 (23)满足引理2
的所有条件.
根据引理2,存在ε∗ > 0,使得对于所有的ε < ε∗,

闭环系统 (23)是指数稳定的,其平衡点为 (0, u∗(t)),
即跟踪误差e(t)指数收敛到0. 2

注3 定理3证明了跟踪误差e(t)随时间趋向于

0,也就意味着对应性能指标 (3)随时间趋向于0,且求
解的u∗

p(t)使得性能指标 (3)在Tp时域内最小,达到了
优化目的.闭环系统主要可以通过调整预测时域Tp

和递归神经网络加速系数ε,达到想要的控制效果.

4 实例仿真

下面通过单摆与三通阀液压缸两个实例仿真来

验证本文所提出的方法.

4.1 单摆系统

单摆系统的状态方程和输出方程[21]如下:

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −g

l
sinx1 −

k

m
x2 +

cosx1

ml
u(t),

y = x1.

其中:x1为单摆角度,x2为单摆的角速度,u(t)为水平
推力,重力加速度 g = 9.8N/kg,单摆长度 l = 1m,
单摆质量m = 1 kg,阻力系数k = 0.001N·s/m.控
制约束条件为饱和控制约束−20 ⩽ u ⩽ 20,即
C1(u) = −u − 20 ⩽ 0, C2(u) = u − 20 ⩽ 0.期望
轨迹为yd(t) = 0.5 sin(4t) + 0.5,性能指标为 (3),控
制输入u(t)由递归神经网络 (12)得到.选取预测时域
Tp = 0.25 s,递归神经网络加速系数ε = 10−6,罚因子
σ = 1,仿真结果如图2∼图4所示.

0 1 2 3

t /s

0

0.5

1.0

1.5

y
t

y
t

(
),

(
)

d

y t( )

y td( )

图 2 输出轨迹跟踪曲线

0 1 2 3

t /s

0

-0.5

0.5

e
t(
)

图 3 误差收敛轨迹

0 1 2 3

t /s

0

-10

u
t(
)

10

20

图 4 控制输入曲线

图2显示了系统输出轨迹在0.6 s左右跟踪上期
望轨迹.图3给出了跟踪误差收敛轨迹,跟踪误差最
终收敛到0,验证了定理3.图4是控制输入曲线,可以
发现控制作用被有效地限制在约束范围内 (−20 ⩽
u ⩽ 20).通过仿真可知,系统的误差轨迹收敛到0,并
且控制输入满足约束条件,说明本文方法是有效的.

4.2 三通阀液压缸

考虑如下单输入三通阀液压缸模型[22]:

ẋ1 = x2,

ẋ2 = x3,

ẋ3 = −(1 + x1)x3 + (1 + x1)x2 + x1

0.3 + x1
+ u(t),

y = x1,

其中x1为活塞位置.控制约束条件C1(u) = −u −
9 ⩽ 0, C2(u) = e0.1u + u − 10 ⩽ 0.期望轨迹为
yd(t) = 0.05 sin(5t) + 0.05,性能指标为 (3),控制输入
u(t)通过递归神经网络 (12)得到.选取控制预测时域
Tp = 0.25 s,递归神经网络罚因子σ = 1,加速系数ε

分别为10−8、10−7、10−6、10−5与10−4,仿真结果如图
5∼图7所示.
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图 5 不同ε下的跟踪误差轨迹对比
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图 6 ε = 10−8时的控制输入曲线
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-20

C
u(

)

C u1( )

C u2( )

图 7 控制约束条件随时间变化轨迹

图 5给出了不同的神经网络加速系数 ε下系统

跟踪误差对比,可以发现:当 ε不充分小时 (图5虚线
部分),系统跟踪误差不一定收敛;当ε充分小时 (ε =

10−8,图 5实线部分),系统误差 e(t)收敛,从而验证
了定理 3.图 6显示了当 ε = 10−8时的控制输入曲

线.图7是控制约束条件随时间变化轨迹,可以发现
C1(u) ⩽ 0且C2(u) ⩽ 0,即控制输入始终满足约束
条件.

5 结 论

本文利用神经动态优化方法对一类含有输入约

束的非线性系统设计近似最优跟踪控制,考虑的控制
约束函数可以是非线性的.所设计的控制策略可以
实现在控制约束条件下系统输出与目标轨迹的误差

收敛,同时证明了所设计的递归神经网络与原系统组
成的闭环系统的稳定性.最后,通过两个实例仿真验
证了所提出方法的有效性.

附录A
考虑闭环特征方程

P (s) =

n∑
i=0

T i
p

(n+ i+ 1)i!
si = 0.

其中:Tp > 0为预测时域,n ⩾ 1为系统阶数.显然,方
程系数全为正数,易知当n ⩽ 2时系统是稳定的.当
n = 3、4、5时,闭环特征方程所对应的劳斯表分别如
表A1、表A2、表A3所示.

由表A1∼表A3可知:当n = 3或n = 4时,特征
方程全部系数为正且劳斯表第1列全为正,系统稳定;
当n = 5 时,特征方程全部系数为正但劳斯表第1列
不全为正,系统不稳定.

表A1 劳斯表(n = 3)

s3
T 3
p

42

Tp

5

s2
T 2
p

12

1

4

s1
9Tp

70
0

s0
1

4
0

表A2 劳斯表(n = 4)

s4
T 4
p

216

T 2
p

14

1

5

s3
T 3
p

48

Tp

6
0

s2
13T 2

p

378

1

5
0

s1
71Tp

1 560
0 0

s0
1

5
0 0

表A3 劳斯表(n = 5)

s5
T 5
p

1 320

T 3
p

54

Tp

7

s4
T 4
p

240

T 2
p

16

1

6

s3
17T 3

p

2 376

26Tp

231
0

s2 −
29T 2

p

9 520

1

6
0

s1
91 163Tp

180 873
0 0

s0
1

6
0 0
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