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基于强化学习的倒立摆分数阶梯度下降RBF控制

薛 晗†, 邵哲平, 方琼林, 刘晓佳
(集美大学航海学院，福建厦门 361021)

摘 要: 为了提高强化学习的控制性能,提出一种基于分数梯度下降RBF神经网络的强化学习算法.通过评价神
经网络和执行神经网络组成强化学习系统,利用神经网络记忆和联想,学会控制倒立摆,提高控制精度,使误差趋
于零,直至学习成功,并证明闭环系统的稳定性.通过倒立摆的物理实验发现,当分数阶阶数较大,微分的作用更显
著,对角速度和速度的控制效果更好,角速度和速度的均方误差和平均绝对误差较小;当分数阶阶数较小,积分的
作用更显著,对倾斜角和位移的控制效果更好,因此倾斜角和位移的均方误差和平均绝对误差较小.仿真实验的
结果表明,所提算法动态响应好,超调量小,调整时间短,精度高,泛化性能好.它优于基于RBF神经网络的强化学
习算法和传统强化学习算法,能有效地加快梯度下降法的收敛速度,提高其控制性能.在引入适当的干扰后,所提
算法能够快速地自我调节并恢复稳定状态,控制器的鲁棒性和动态性能满足实际要求.
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Reinforcement learning based fractional gradient descent RBF neural
network control of inverted pendulum
XUE Han†, SHAO Zhe-ping, FANG Qiong-lin, LIU Xiao-jia

(Institute of Navigation，Jimei University，Xiamen 361021，China)

Abstract: In order to improve the control performance of reinforcement learning, a reinforcement learning algorithm
based on the fractional gradient descent RBF neural network is proposed. Based on the evaluation neural network and
action neural network, the reinforcement learning system uses neural network memory and association, and learns to
control the inverted pendulum. The control accuracy is improved with the error tending to zero until the learning is
successful. The stability of the closed-loop system is proved. The physical experiment of inverted pendulum is carried
out. It is pointed that when the fractional order is large, the differential effect is more significant, the control effect of
diagonal velocity and velocity is better, and the mean square error and mean absolute error of angular velocity and velocity
are smaller. When the fractional order is small, the effect of integral is more significant, and the control effect on tilt
angle and displacement is better. The results indicate that the algorithm has good dynamic response, small overshoot,
short adjustment time, high precision and good generalization performance. It is superior to the reinforcement learning
algorithm based on the RBF neural network and the traditional reinforcement learning algorithm. It can effectively
accelerate the convergence speed of the gradient descent method and improve its control performance. After introducing
appropriate disturbance, the controller can quickly self-adjust and recover the stable state. The robustness and dynamic
performance of the controller meet the actual requirements.
Keywords: reinforcement learning；RBF neural network；inverted pendulum；fractional order；gradient descent；neural
network control

0 引 䀰

非线性控制理论是21世纪控制理论的主旋律,
其带来了更先进的控制系统,使自动化水平有很大

的飞越[1].强化学习 (reinforcement learning, RL)学习
从环境状态到行为的映射,使得智能体选择的行为
能够获得环境最大的奖赏,使得外部环境对学习系统
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的运行性能最佳,已广泛应用于非线性控制领域.强
化学习不要求预先给定任何数据,而是通过接收环境
对动作的奖励获得学习信息并更新模型参数.由评
估网络根据外部强化信号对环境建模,提供更有效的
内部强化信号给执行神经网络,使它产生更恰当的行
动.内部强化信号使执行神经网络、评估网络在每一
步都可以进行学习,而不必等待外部强化信号,从而
大大加速了两个网络的学习.
神经网络能通过自身在线学习,有效实现控制.

然而,神经网络存在学习速度慢、容易陷入局部极值、
学习记忆不稳定等缺点.梯度下降法是一种有效的
神经网络训练方法[2-4].分数阶微积分是数学的一个
重要分支,诞生于1695年.分数阶控制具有记忆效应,
稳定性更好,参数选择范围更大、更灵活[5].分数阶
梯度下降法由于其广泛的适用性而受到研究者的关

注. Wang等[6]提出了分数梯度下降法用于神经网络

的BP训练,采用Caputo导数对传统二次能量函数定
义的误差分数阶梯度进行了估计; Khan等[7]为径向

基函数神经网络提出了一种新的分数阶梯度下降学

习算法,采用基于分数梯度下降法和改进的黎曼导数
的凸组合; Yang等[8]提出了一种分数梯度下降法训

练BP神经网络,用卡普托导数估计了传统二次能量
函数定义的分数阶梯度的误差; Chen等[9]提出了一

种自适应分数阶BP神经网络,结合了竞争进化算法
种群极值优化和分数阶梯度下降学习机制来解决手

写体数字识别问题.
倒立摆是多变量、高阶次、非线性、强耦合、自

然不稳定系统,其稳定控制是控制理论中的典型问
题.近年来,强化学习在倒立摆控制领域得到了发展.
Xu等[10]将基于核的近似动态规划应用于非线性系

统实时在线学习控制,用于单连杆倒立摆系统和双连
杆倒立摆系统; Li等[11]介绍了一种用于连续马尔可

夫决策过程的流形正则化强化学习方案; Liu等[12]将

在线最小二乘策略迭代法与经验回放法相结合,存储
在线生成的样本,并用最小二乘法更新控制策略,应
用于倒立摆系统; He等[13]研究了让智能体根据给定

的最终目标自适应地内部奖励,并应用于三连杆倒立
摆; Xu等[14]将核方法集成到自适应评价设计的评价

中,提出了一种新的稀疏核机器自适应评价设计的框
架,并应用于倒立摆问题和球板控制.
经典强化学习算法在面对状态空间控制问题时,

容易出现维数灾难.解决这个问题的方法之一是采
用近似器来拟合值函数,例如RBF神经网络等.在已

有的RBF网络与强化学习结合的非线性系统中,大
多数只是采用基于基本的RBF神经网络,当训练样
本增多时, RBF的隐层神经元数增加,使得RBF的复
杂度增加,结构庞大,从而运算量也有所增加.本文将
分数阶梯度下降RBF引入到强化学习中,利用分数
阶微积分的记忆效应、稳定性好、参数选择范围更大

更灵活的优点,能够提高神经网络的训练和计算的准
确性,改善强化学习的学习效率,使得控制收敛更快,
也更稳定.

1 倒立摆数学模型

设M为车体质量,m为摆质量, b为摩擦系数, l
为摆长, I为摆的转动惯量, θ为摆的倾斜角,x为小车
的位移,F为作用于小车的输入力,N为小车与摆之
间的水平作用力,P为小车与摆之间的垂直方向作用
力.倒立摆的运动模型如图1所示.

图 1 倒立摆运动模型

取

θ = π+ ϕ. (1)

θ较小时, cos θ ≈ −1, sin θ ≈ −ϕ, θ̇2 ≈ 0,可得

ẍ =
−b(I +ml2)ẋ+ (I +ml2)F +m2l2ϕg

I(M +m) +Mml2
, (2)

θ̈ =
−mlbẋ+mlF + (M +m)mglϕ

I(M +m) +Mml2
. (3)

令状态变量为

X = [x, ẋ, ϕ, ϕ̇]T. (4)

取输入为u = F ,则倒立摆的动态方程如下:

Ẋ = AX +Bu, (5)

A =

0 1 0 0

0
−b(I +ml2)

I(M +m) +Mml2
m2l2g

I(M +m) +Mml2
0

0 0 0 1

0
−mbl

I(M +m) +Mml2
(M +m)mgl

I(M +m) +Mml2
0


,

(6)
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B =
1

I(M +m) +Mml2


0

I +ml2

0

ml

 . (7)

2 基于分数阶梯度下降RBF神经网络的强
化学习算法

基于分数梯度下降RBF神经网络的强化学习算
法(fractional gradient descent radial basis function based
on reinforcement learning, FGDRBF-RL)由评价神经
网络和执行神经网络组成.神经网络具有学习能力,
通过网络记忆和联想,学会控制倒立摆,提高控制经
度,使误差趋于零,直至学习成功.算法流程如下.

step 1:初始化评价神经网络和执行神经网络的
权值以及倒立摆状态;

step 2:根据倒立摆状态变量,判断回报函数,计算
行动量;

step 3:根据状态变量和行动量,由评价神经网络
计算评价函数;

step 4:将行动量作用于倒立摆,产生下一时刻倒
立摆的状态量;

step 5:更新评价神经网络和执行神经网络权值;
step 6:循环,调整学习因子,直至学习成功或者学

习失败.
FGDRBF-RL的系统结构如图2所示.

!"p

#$ dx
%& ea

'(w
2

)*+,-.

u
/0

12x
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'(w
1
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图 2 系统结构

2.1 RBF神经网络

1985年,径向基神经网络 (radial basis function,
RBF)被提出.常见的径向基函数为高斯函数,有

φi(x) = e−
||x−xi||

2

2σ2 . (8)

其中:x为输入向量, ||x||为其欧几里得范数,xi为中

心向量,σj为径向基函数的宽度.设输入层神经元数
为m,隐含层神经元数为P .神经网络输出为

y =

P∑
i=1

wiφi||x− xi||. (9)

考虑如下系统:
x(k + 1) = f(x(k)) + u(k) + d(k). (10)

其中:x为系统状态变量, f为系统函数,u为系统控制
输入, d为扰动,xd为系统期望状态.系统跟踪误差为

e(k + 1) = x(k + 1)− xd(k + 1). (11)

控制目标是使得系统跟踪误差 e以及评价神经

网络权值误差和执行神经网络的权值误差,能在有限
的学习次数内趋近于零.

f由执行神经网络计算如下:
f(x(k)) = w2(k)φ2(k) + ε(k). (12)

其中:w2为执行神经网络的理想权重,φ2为执行神经

网络的激活函数, ε为执行神经网络的估算误差.设
ŵ2为执行神经网络权重的估计值,执行神经网络实
际输出为

f̂(x(k)) = ŵT
2 (k)φ2(k). (13)

设计系统控制输入如下:
u(k) = xd(k + 1)− f̂(x(k)) + Λe(k), (14)

其中Λ为对角阵增益.将式(10)代入(11)可得
e(k + 1) = f(x(k)) + u(k) + d(k)− xd(k + 1).

(15)

将式(14)代入(15),可得
e(k + 1) = f(x(k))− f̂(x(k)) + Λe(k) + d(k). (16)

将式(12)代入(16),可得
e(k + 1) =wT

2 (k)φ2(k) + ε(k)−

f̂(x(k)) + Λe(k) + d(k). (17)

将式(13)代入(17),可得

e(k + 1) =wT
2 (k)φ2(k) + ε(k)−

ŵT
2 (k)φ2(k) + Λe(k) + d(k). (18)

定义执行神经网络权重估计误差如下:
w̃2(k) = ŵ2(k)− w2. (19)

将式(19)代入(18),可得
e(k + 1) = Λe(k)− w̃T

2 φ2(k) + ε(k) + d(k). (20)

2.2 分数阶微积分

Riemann-Liouville分数阶微积分定义如下.
定义1 对于在区间 [t0, t]上绝对可积的函数x,

其Riemann-Liouville积分为

t0D
α
t x(t) =

1

Γ (α)

w t

t0
(t− τ)α−1x(τ)dτ, (21)

其中Γ (x)定义为

Γ (x) =
w ∞

0
e−ttx−1 dt. (22)

定义2 对于在 [t0, t]区间上绝对可积的函数x,
其Riemann-Liouville微分为
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t0D
α
t x(t) =

dm

dtn
[w t

t0
(t− τ)m−α−1x(τ)dτ

Γ (m− α)

]
, (23)

其中α ∈ [m− 1,m),m为正整数.
引理1 对于函数f(x) = (x − x0)

v, 0 ⩽ m ⩽
p < m+ 1,下式成立:

x0
Dp

xf(x) =
Γ (v + 1)

Γ (v − p+ 1)
(x− x0)

v−p. (24)

2.3 评价神经网络

采用评价神经网络来估算策略效用.效用函数
定义如下:

pi(k) =

0, e2i < ξ;

1, e2i ⩾ ξ.
(25)

其中ξ为门限.当跟踪误差小于门限时,跟踪性能好,
策略函数取 0值;当跟踪误差大于门限时,跟踪性能
较差,策略函数取1值.设V 为评价函数,取策略效用
函数如下:

V (k) = ŵT
1 (k)φ1(k). (26)

设 r为回报函数, γ为折扣因子,N为时间跨度,
则取回报函数如下:

r(k) = γNp(k). (27)

定义评价神经网络的误差如下:

ec(k) = V (k)− γ[V (k − 1)− r(k)]. (28)

将式(26)和(27)代入(28),可得

ec(k) =

ŵT
1 (k)φ1(k)− γŵT

1 (k − 1)φ1(k − 1)− γN+1p(k).

(29)

评价神经网络的能量函数定义为

Ec(k) =
1

2
eT
c (k)ec(k). (30)

对式(30)求偏导,可得
∂αEc(k)

∂ŵα
1 (k)

=
∂Ec(k)

∂ec(k)

∂αec(k)

∂ŵα
1 (k)

=
∂αec(k)

∂ŵα
1 (k)

eT
c (k). (31)

对式(29)求偏导,可得
∂αec(k)

∂ŵα
1 (k)

=
Γ (2)

Γ (2− α)
φ1(k)ŵ

1−α
1 (k). (32)

将式(32)代入(31),可得
∂αEc(k)

∂ŵα
1 (k)

=
Γ (2)

Γ (2− α)
φ1(k)ŵ

1−α
1 (k)eT

c (k). (33)

将式(29)代入(33),可得

∂αEc(k)

∂ŵα
1 (k)

=
φ1(k)ŵ

1−α
1 (k)

Γ (2− α)
[ŵT

1 (k)φ1(k)−

γŵT
1 (k − 1)φ1(k − 1) + γN+1p(k)]T.

(34)

对于评价神经网络,根据梯度下降方法可得权值
更新方法为

ŵ1(k + 1) = ŵ1(k)− η1
∂αEc(k)

∂ŵα
1 (k)

, (35)

其中η1为自适应学习速率. η1在标准RBF中为常数,
实际中很难确定一个从始至终都合适的最佳学习率.
梯度较小时, η1太小会使训练次数增加,更新缓慢;在
误差变化剧烈区域, η1太大会因调整量过大而使训
练出现振荡,迭代次数增加,甚至收敛过程不稳定.为
了加速收敛过程,采用自适应学习速率使在整个训练
过程中η1得到合理调节,适应不同特征数据.梯度较
小时学习率加快,梯度较大时主动降低更新速度.设
η1 max为η1的最大值,取

η1(k) = η1 max

/√
1 +

[∂αEc(k)

∂ŵα
1 (k)

]2
. (36)

将式(34)代入(35),可得

ŵ1(k + 1) =

ŵ1(k)− η1
φ1(k)ŵ

1−α
1 (k)

Γ (2− α)
· [ŵT

1 (k)φ1(k)−

γŵT
1 (k − 1)φ1(k − 1) + γN+1p(k)]T. (37)

评价神经网络的权重误差定义为

w̃1(k) = ŵ1(k)− w1, (38)

其中w1为评价神经网络的理想权重.

2.4 执行神经网络

执行神经网络的误差定义如下:

ea(k) = ŵT
1 (k)φ1(k) + ŵT

2 (k)φ2(k)−

wT
2 (k)φ2(k)− ε(k)− d(k).

(39)

执行神经网络的能量函数定义如下:

Ea(k) =
1

2
eT
a (k)ea(k). (40)

对式(40)求偏导,可得
∂αEa(k)

∂ŵα
2 (k)

=
∂Ea(k)

∂ea(k)

∂αea(k)

∂ŵα
2 (k)

=
∂αea(k)

∂ŵα
2 (k)

eT
a (k).

(41)

对式(39)求偏导,可得
∂αea(k)

∂ŵα
2 (k)

=
Γ (2)

Γ (2− α)
φ2(k)ŵ

1−α
2 (k). (42)

将式(42)代入(41),可得
∂αEa(k)

∂ŵα
2 (k)

=
Γ (2)

Γ (2− α)
φ2(k)ŵ

1−α
2 (k)eT

a (k). (43)

将式(39)代入(43),可得

∂αEa(k)

∂ŵα
2 (k)

=
φ2(k)ŵ

1−α
2 (k)

Γ (2− α)
[ŵT

1 (k)φ1(k)+

w̃T
2 (k)φ2(k)− ε(k)− d(k)]T. (44)
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对于执行神经网络,根据梯度下降方法可得权值
更新方法为

ŵ2(k + 1) = ŵ2(k)− η2
∂αEa(k)

∂ŵα
2 (k)

, (45)

其中η2为执行神经网络的自适应增益,取

η2(k) = η2 max

/√
1 +

[∂αEa(k)

∂ŵα
2 (k)

]2
. (46)

将式(44)代入(45),可得

ŵ2(k + 1) =

ŵ2(k)− η2
φ2(k)ŵ

1−α
2 (k)

Γ (2− α)
· [ŵT

1 (k)φ1(k)+

w̃T
2 (k)φ2(k)− ε(k)− d(k)]T. (47)

2.5 FGDRBF-RL收敛性分析
引理2 [15-16] 对于系统

x(k + 1) = f(x(k), k) + d(k), (48)

若存在函数L(x(k), k)对在紧集Rn的x正定,且有

L(x(k), k) > 0, (49)

∆L(x(k), k) < 0, ||x|| > R > 0, (50)

使得以R为半径的球在S内,则系统一致最终有界
(uniformly ultimately bounded, UUB),x的范数在邻域
R内有界.
定理1 对于FGDRBF-RL,评价神经网络的权

重按式 (37)更新,执行神经网络的权值按式 (47)更
新.若假设下式成立,则系统跟踪误差e、评价神经

网络权值误差 w̃1和执行神经网络的权值误差 w̃2一

致最终有界:

0 < Λmax <

√
3

3
, (51)

η2φ
2
2(k)ŵ

1−α
2 (k)

Γ (2− α)
< 1, (52)

η1φ1(k)ŵ
1−α
1 (k)

Γ (2− α)
< 1, (53)

λ2 <
Γ (2− α)

2φ1(k)ŵ
1−α
1 (k)γ2

, (54)

ŵ1−α
2 (k)

λ3Γ (2− α)
>

3

λ1
, (55)

ŵ1−α
2 (k)

Γ (2− α)φ1(k)
>

1

λ2
+

2ŵ1−α
2 (k)

λ3Γ (2− α)
, (56)

其中λ1 > 0, λ2 > 0, λ3 > 0为系数.
证明 定义Lyapunov函数如下:

L(k) =
1

λ1
eT(k)e(k) +

1

η1
w̃T

1 (k)w̃1(k)+

1

λ2
||w̃T

1 (k − 1)φ1(k − 1)||2 + w̃T
2 (k)w̃2(k)

λ3η2
.

(57)

其差分可按下式计算:

∆L(k) = L(k + 1)− L(k). (58)

将式(57)代入(58),可得

∆L(k) =

eT(k + 1)e(k + 1)− eT(k)e(k)

λ1
+

1

η1
[w̃T

1 (k + 1)w̃1(k + 1)− w̃T
1 (k)w̃1(k)]+

||w̃T
1 (k)φ1(k)||2 − ||w̃T

1 (k − 1)φ1(k − 1)||2

λ2
+

1

λ3η2
[w̃T

2 (k + 1)w̃2(k + 1)− w̃T
2 (k)w̃2(k)] =

L1 + L2 + L3 + L4, (59)

其中L1 ∼ L4分别为式 (59)的 4项.将式 (20)代入
L1,由∀a, b, c, (a+ b+ c)2 ⩽ 3a2 + 3b2 + 3c2,可得

L1 =

||Λe(k)− w̃T
2 φ2(k) + ε(k) + d(k)||2

λ1
− 1

λ1
||e(k)||2 ⩽

3Λ2
max − 1

λ1
||e(k)||2 + 3

λ1
||w̃T

2 φ2(k)||2+

3

λ1
||ε(k) + d(k)||2, (60)

其中Λmax为Λ的最大特征值.
将式(37)和(38)化简,可得

w̃1(k + 1) =[
1− η1φ1(k)ŵ

1−α
1 (k)

Γ (2− α)

]
w̃1(k)−

η1
φ1(k)ŵ

1−α
1 (k)

Γ (2− α)
[wT

1 (k)φ1(k)−

γŵT
1 (k − 1)φ1(k − 1) + γN+1p(k)]T. (61)

计算L2,化简可得

L2 =

− 2
φ1(k)ŵ

1−α
1 (k)

Γ (2− α)
||w̃1(k)||2−

2w̃T
1 (k)

φ1(k)ŵ
1−α
1 (k)

Γ (2− α)
[wT

1 (k)φ1(k)−

γŵT
1 (k − 1)φ1(k − 1) + γN+1p(k)]T+

η1φ
2
1(k)ŵ

2−2α
1 (k)

Γ 2(2− α)
||w̃T

1 (k) + wT
1 (k)φ1(k)−

γŵT
1 (k − 1)φ1(k − 1) + γN+1p(k)||2. (62)

由∀a, b, 2ab = (a+ b)2 − a2 − b2,可得

2w̃1(k)[w
T
1 (k)φ1(k)−

γŵT
1 (k − 1)φ1(k − 1) + γN+1p(k)]T =

||w̃T
1 (k) + wT

1 (k)φ1(k)−

γŵT
1 (k − 1)φ1(k − 1) + γN+1p(k)||2−
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||w̃1(k)||2 − ||wT
1 (k)φ1(k)−

γŵT
1 (k − 1)φ1(k − 1) + γN+1p(k)||2. (63)

将式(63)代入(62),化简可得

L2 = − φ1(k)ŵ
1−α
1 (k)

Γ (2− α)
||w̃1(k)||2+

φ1(k)ŵ
1−α
1 (k)

Γ (2− α)
||wT

1 (k)φ1(k)−

γŵT
1 (k − 1)φ1(k − 1) + γN+1p(k)||2−

φ1(k)ŵ
1−α
1 (k)

Γ (2− α)

[
1− η1φ1(k)ŵ

1−α
1 (k)

Γ (2− α)

]
·

||w̃1(k) + wT
1 (k)φ1(k)−

γŵT
1 (k − 1)φ1(k − 1) + γN+1p(k)||2. (64)

由∀a, b, (a+ b)2 ⩽ 2a2 + 2b2,根据式(38)可得

||wT
1 (k)φ1(k)− γŵT

1 (k−

1)φ1(k − 1) + γN+1p(k)||2 =

||wT
1 (k)φ1(k)− γwT

1 φ1(k − 1)−

γw̃T
1 (k − 1)φ1(k − 1) + γN+1p(k)||2 ⩽

2||wT
1 (k)φ1(k)− γwT

1 φ1(k − 1)+

γN+1p(k)||2 + 2γ2||w̃T
1 (k − 1)φ1(k − 1)||2. (65)

将式(65)代入(64),可得
L2 ⩽

− φ1(k)ŵ
1−α
1 (k)

Γ (2− α)

[
1− η1φ1(k)ŵ

1−α
1 (k)

Γ (2− α)

]
· ||w̃1(k)+

wT
1 (k)φ1(k)− γŵT

1 (k − 1)φ1(k − 1)+

γN+1p(k)||2 − φ1(k)ŵ
1−α
1 (k)

Γ (2− α)
||w̃1(k)||2+

2
φ1(k)ŵ

1−α
1 (k)

Γ (2− α)
· [||wT

1 (k)φ1(k)− γwT
1 φ1(k − 1)+

γN+1p(k)||2 + γ2||w̃T
1 (k − 1)φ1(k − 1)||2]. (66)

将式(47)代入(19),可得
w̃2(k + 1) =

w̃2(k)−
η2φ2(k)ŵ

1−α
2 (k)

Γ (2− α)
· [ŵT

1 (k)φ1(k)+

w̃T
2 (k)φ2(k)− ε(k)− d(k)]T. (67)

计算L4,由式(67)化简可得
L4 =

η2φ
2
2(k)ŵ

2−2α
2 (k)

λ3Γ 2(2− α)
||w̃T

2 (k)φ2(k)+

ŵT
1 (k)φ1(k)− ε(k)− d(k)||2−

2ŵ1−α
2 (k)w̃T

2 (k)φ2(k)

λ3Γ (2− α)
[w̃T

2 (k)φ2(k)+

ŵT
1 (k)φ1(k)− ε(k)− d(k)]T. (68)

由∀a, b,−2ab = −(a+ b)2 + a2 + b2,可得

− 2w̃T
2 (k)φ2(k)[ŵ

T
1 (k)φ1(k)− ε(k)− d(k)]T =

− ||w̃T
2 (k)φ2(k) + ŵT

1 (k)φ1(k)− ε(k)− d(k)||2+

||w̃T
2 (k)φ2(k)||2 + ||ŵT

1 (k)φ1(k)− ε(k)− d(k)||2.
(69)

将式(69)代入(68),化简可得

L4 = − ŵ1−α
2 (k)

λ3Γ (2− α)

[
1− η2φ

2
2(k)ŵ

1−α
2 (k)

Γ (2− α)

]
·

||w̃T
2 (k)φ2(k) + ŵT

1 (k)φ1(k)− ε(k)−

d(k)||2 − φ2
2(k)ŵ

1−α
2 (k)||w̃2(k)||2

λ3Γ (2− α)
+

ŵ1−α
2 (k)

λ3Γ (2− α)
||ŵT

1 (k)φ1(k)− ε(k)− d(k)||2.

(70)

由∀a, b, (a+ b)2 ⩽ 2a2 + 2b2,根据式(38),可得

||ŵT
1 (k)φ1(k)− ε(k)− d(k)||2 =

||w̃T
1 (k)φ1(k) + wT

1 φ1(k)− ε(k)− d(k)||2 ⩽

2||w̃T
1 (k)φ1(k)||2 + 2||wT

1 φ1(k)− ε(k)− d(k)||2.
(71)

将式(71)代入(70)，可得

L4 ⩽ − ŵ1−α
2 (k)

λ3Γ (2− α)

[
1− η2φ

2
2(k)ŵ

1−α
2 (k)

Γ (2− α)

]
·

||w̃T
2 (k)φ2(k) + ŵT

1 (k)φ1(k)− ε(k)−

d(k)||2 − φ2
2(k)ŵ

1−α
2 (k)||w̃2(k)||2

λ3Γ (2− α)
+

ŵ1−α
2 (k)

λ3Γ (2− α)
[2||w̃T

1 (k)φ1(k)||2+

2||wT
1 φ1(k)− ε(k)− d(k)||2]. (72)

记

Ω2 =

3

λ1
||ε(k) + d(k)||2 + 2φ1(k)ŵ

1−α(k)

Γ (2− α)
·

||wT
1 (k)φ1(k)− γwT

1 φ1(k − 1) + γN+1p(k)||2+

2ŵ1−α
2 (k)

λ3Γ (2− α)
||wT

1 φ1(k)− ε(k)− d(k)||2. (73)

联合式(59)、(60)、(66)、(72)和(73),可得

∆L(k) ⩽

− 1− 3Λ2
max

λ1
||e(k)||2 −

( ŵ1−α
2 (k)

λ3Γ (2− α)
−

3

λ1

)
||w̃T

2 (k)φ2(k)||2 −
[ ŵ1−α

2 (k)

Γ (2− α)φ1(k)
−

1

λ2
− 2ŵ1−α

2 (k)

λ3Γ (2− α)

]
· ||w̃T

1 (k)φ1(k)||2−
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λ2
− 2φ1(k)ŵ

1−α
2 (k)γ2

Γ (2− α)

]
· ||w̃T

1 (k−

1)φ1(k − 1)||2 − φ1(k)ŵ
1−α
1 (k)

Γ (2− α)
·[

1− η1φ1(k)ŵ
1−α
1 (k)

Γ (2− α)

]
||w̃1(k) + γN+1p(k)+

wT
1 (k)φ1(k)− γŵT

1 (k − 1)φ1(k − 1)||2−

ŵ1−α
2 (k)

λ3Γ (2− α)

[
1− η2φ

2
2(k)ŵ

1−α
1 (k)

Γ (2− α)

]
·

||w̃T
2 (k)φ2(k) + ŵT

1 (k)φ1(k)− ε(k)− d(k)||2 +Ω2.

(74)

记w1的最大值为w1 max,φ1的最大值为φ1 max,
p的最大值为pmax, d的最大值为dmax, ε的最大值为
εmax,则Ω的最大值Ωmax计算如下:

Ω2 ⩽
6

λ1
(ε2max + d2max) +

6φ1(k)ŵ
1−α
2 (k)

Γ (2− α)
·

[(1 + γ2)w2
1 maxφ

2
1 max + γ2N+2p2max]+

6ŵ1−α
2 (k)

λ3Γ (2− α)
(w2

1 maxφ
2
1 max + ε2max + d2max) =

6φ1(k)ŵ
1−α
1 (k)

Γ (2− α)
γ2N+2p2max +

[ 6

λ1
+

6ŵ1−α
2 (k)

λ3Γ (2− α)

]
(ε2max + d2max) +

6ŵ1−α
2 (k)

Γ (2− α)
·[

φ1(k)(1+γ2)+
1

λ3

]
w2

1 maxφ
2
1 max=Ω2

max. (75)

当式 (51)∼ (56)成立时,若以下任一公式成立,则
有∆V (k) ⩽ 0:

||e(k)|| >

√
λ1

1− 3Λ2
max

Ωmax, (76)

||w̃T
1 (k)φ1(k)|| >

Ωmax√
ŵ1−α

2 (k)

Γ (2− α)φ1(k)
− 1

λ2
− 2ŵ1−α

2 (k)

λ3Γ (2− α)

, (77)

||w̃T
2 (k)φ2(k)|| >

Ωmax√
ŵ1−α

2 (k)

λ3Γ (2− α)
− 3

λ1

, (78)

||w̃T
1 (k − 1)φ1(k − 1)|| >

Ωmax√
1

λ2
− 2φ1(k)ŵ

1−α
2 (k)γ2

Γ (2− α)

. (79)

由引理2,跟踪误差e、评价神经网络权值估计误

差 w̃1和执行神经网络权值估计误差 w̃2一致最终有

界. 2

3 仿真分析

3.1 实例介绍

为了验证控制效果,采用倒立摆进行实验.实验
中倒立摆的主要参数见表1.

表 1 倒立摆参数

参数 数值

倒立摆参数 / m 0.335
小车质量 / kg 1.031
摆杆质量 / kg 0.184
小车长度 / m 0.24
小车宽度 / m 0.185
总高度 / m 0.46
角位移传感器供电电压 / V 3.3∼ 5
电机供电电压 / V 7∼ 13
编码器工作电压 / V 5

3.2 实验结果

实验测试于 Intel(R) Core(TM) i3-4150T CPU @
3.00 GHz,内存 4.00 GB的 64位操作系统、基于 x64
的处理器上.参数设置如下:折扣因子为0.9,评价神
经网络隐含层神经元数量为5,执行神经网络隐含层
神经元数量为4,初始倾斜角为1 deg,初始角速度为
1 deg / s,初始位移为−0.5m,初始速度为0 m / s.期望
的倾斜角设为0 deg,期望的角速度为0 deg / s,期望的
位移为0 m,期望的速度为0 m / s.系统参数如表2所
示.

表 2 强化学习控制系统参数

参数 数值

折扣因子 0.9
分数阶 0.9
初始评价神经网络学习率 0.5
初始执行神经网络学习率 0.5
位移跟踪误差门限 / m 1
角度跟踪误差门限 / deg 15
评价神经网络输入层神经元数 4
评价神经网络隐含层神经元数 6
执行神经网络输入层神经元数 5
执行神经网络隐含层神经元数 6
最大学习次数 1 000
每次最大平衡步数 20 000

评价神经网络和执行神经网络同时在线更新.
每次实验,当倒立摆的学习次数超过最大学习次数
1 000次或者每次学习的平衡步数超过每次最大平衡
步数20 000时,结束倒立摆的本轮学习,重新开始下
一轮的学习过程.若倒立摆在一次学习过程中能保
持20 000步不倒下,认为本次学习能成功控制倒立摆
运动平衡.统计20轮学习实验成功所需的平均学习
次数.结果表明,采用FGDRBF-RL算法,平均25次学
习后能成功控制倒立摆平衡.
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图 3为摆杆角度和小车位移曲线.横轴代表时
间,单位为 s;上图纵轴代表摆杆倾斜角,单位为 deg;
下图纵轴代表小车位移,单位为m.

(a) !"#$%&

(b) !"'(%&

图 3 摆杆角度和小车位移曲线

图4为摆杆角速度和小车速度曲线.横轴代表时
间,单位为 s;上图纵轴代表摆杆倾斜角速度,单位为
deg / s;下图纵轴代表小车速度,单位为m / s.
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图 4 摆杆角速度和小车速度曲线

图5为施加了外界扰动情况下摆杆角度和小车
位移曲线.图中横轴代表时间,单位为 s;上图纵轴代
表摆杆倾斜角,单位为deg;下图纵轴代表小车位移,
单位为m.
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图 5 施加外界扰动下摆杆角度和小车位移曲线

由图5可以看出:基于分数阶梯度下降RBF的强
化学习,能够使得倒立摆在有外界扰动的情况下实现
自主平衡.

3.3 控制算法性能比较

为了验证所提算法的有效性,将本文算法与基本
强化学习算法、基于RBF的强化学习算法的控制效
果进行比较.实验环境与3.2节情况相同.图6为基于
RBF的强化学习算法控制的倒立摆摆杆角度和小车
位移曲线.图中横轴代表时间,单位为 s;上图纵轴代
表摆杆倾斜角,单位为deg;下图纵轴代表小车位移,
单位为m.
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(a) !"#$%&

(b) '()*%&

图 6 RBF-RL的摆杆角度和小车位移曲线
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图7为基于强化学习算法控制的倒立摆摆杆角
度和小车位移曲线.图中横轴代表时间,单位为 s;上
图纵轴代表摆杆倾斜角,单位为deg;下图纵轴代表小
车位移,单位为m.
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图 7 RL的摆杆角度和小车位移曲线

在相同的仿真条件下,表3对比了不同强化学习
系统的控制性能,列出了20轮学习实验成功所需的
平均学习次数.

表 3 不同强化学习系统性能比较

强化学习系统 学习次数

RL 192
RBF-RL 143
FGDRBF-RL 25

由此可见,本算法的学习效率高,收敛速度快,在
控制性能和学习速度上优于基本强化学习和基于神

经网络的强化学习算法,能够在常规神经网络的基础
上进一步改善控制性能,得到更快的速度和更高的控
制精确度,使系统在有限时间内收敛.

3.4 分数阶参数影响分析

为了验证分数阶对算法计算性能的影响,针对
3.2节运动情况,对分数阶参数取不同的数值,其余参
数不变,分别比较其对控制效果的影响.不同分数阶
微积分阶数下摆杆倾斜角、角速度、小车位移、小车

速度的均方误差见表4.
由表 4可见:当分数阶阶数较大时,系统倾斜角

和位移的均方误差和平均绝对误差较大,角速度和
速度的均方误差和平均绝对误差较小.当分数阶阶
数较小时,倾斜角和位移的均方误差和平均绝对误

表 4 不同分数阶阶数的均方误差计算结果比较

α MSE(θ) MSE(θ̇) MSE(x) MSE(ẋ)

0.9 0.079 5 0.049 5 0.016 4 0.010 2

0.8 0.079 3 0.049 6 0.016 4 0.010 2

0.7 0.079 0 0.049 8 0.016 3 0.010 3

0.6 0.078 6 0.050 0 0.016 2 0.010 4

0.5 0.078 0 0.050 3 0.016 0 0.010 5

0.4 0.077 2 0.050 8 0.015 8 0.010 7

0.3 0.076 1 0.051 4 0.015 5 0.011 0

0.2 0.074 8 0.052 2 0.015 1 0.011 4

0.1 0.073 2 0.053 3 0.014 6 0.011 9

−0.1 0.068 9 0.056 2 0.013 3 0.013 4

−0.2 0.066 2 0.058 3 0.012 5 0.014 7

−0.3 0.063 2 0.060 8 0.011 5 0.016 5

差较小,角速度和速度的均方误差和平均绝对误差较
大.当分数阶阶数较大,微分的作用更显著,对角速度
和速度的控制效果更好,因此角速度和速度的均方误
差和平均绝对误差较小.当分数阶阶数较小,积分的
作用更显著,对倾斜角和位移的控制效果更好,因此
倾斜角和位移的均方误差和平均绝对误差较小.不
同分数阶情况下,调节过程的性能有所不同.可以根
据实际情况,选取不同分数阶,使系统满足不同的动
态和静态,有更好的控制效果.由于整数阶微积分是
分数阶微积分的特例,分数阶微积分具有参数选择范
围更大、更灵活的优点.

4 实例验证

倒立摆实物实验所用倒立摆由 stm32主板构成,
主要硬件结构包括A4950驱动模块、电量测量模块、
稳压模块、蓝牙模块和OLED显示屏.小车和倒立摆
可以在无人干预条件下实现自主平衡.同时,在引入
适量干扰情况下,小车倒立摆能够自主调整并迅速恢
复稳定状态.图8为倒立摆和小车系统的实物图.

(a) !"# (b) $"# (c) %"#

图 8 倒立摆系统实物

图9为倒立摆系统输出曲线.实验表明了该强化
学习对小车倒立摆系统控制的有效性.在引入适量
干扰情况下,小车倒立摆能够自主调整并迅速恢复稳
定状态.
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图 9 倒立摆系统输出曲线

5 结 论

本文提出了一种基于分数阶梯度下降RBF神
经网络的强化学习算法,对倒立摆系统进行控制,证
明了闭环系统的稳定性.对控制参数和分数阶微积
分的阶数等参数进行比较,分析其对控制效果的影
响.实物实验表明了该强化学习对小车倒立摆系统
控制的有效性,控制器的鲁棒性和动态性能满足实际
控制的指标要求.在引入适量干扰情况下,小车倒立
摆能够自主调整并迅速恢复稳定状态.

下一步将继续改进本控制算法,进一步提高强化
学习系统的控制精度和鲁棒性能.
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