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摘 要: 工业系统的复杂性及智能化程度的不断提高使得系统的可靠性和安全性严重制约着系统正常的工作运
转.长时间的工作运行会加大系统的故障风险,降低其安全稳定性.为了减少系统故障给产品质量和生产成本带
来的影响,系统的最优维修决策问题逐渐成为研究的热点.分析系统的劣化状态有利于对系统做出正确的维修决
策,延长系统的运行时间及减少经济损失.针对相同且劣化独立的多个部件组成的系统,建立离散状态建模下的
多部件系统的多状态联合劣化空间划分模型.通过联合劣化状态空间的划分,给出所有维修需求组合及其概率计
算通式,运用马尔科夫过程理论建立系统状态的平稳概率模型,并通过数值实验验证了该模型的正确性和有效性.
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Abstract: With the complexity of industrial systems and the increasing degree of intelligence, the normal operation
of the system is seriously restried by the reliability and safety of the system. Long-term work operation will increase
the risk of system failure and reduce its safety and stability. In order to reduce the impact of system failure on product
quality and production cost, the optimal maintenance decision problem of the system has gradually become a research
hot topic. Analyzing the degraded state of the system facilitates can help make correct maintenance decisions for the
system, extending system uptime and reducing the economic losses. For system consisting of multiple components that
are identical and degraded independently, a multi-state joint degradation space partition model for multi-component
systems under discrete state modeling is established. According to the division of the joint degradation state space, the
combination of all maintenance requirements and their probability calculation formula are given, a stationary probability
model of the system state is established using Markov process theory. The correctness and effectiveness of the model are
verified by numerical experiments.
Keywords: multi-units systems；discrete state modeling；deterioration state space partitioning method；Markov process；
stationary probability
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近年来,生产系统智能化程度的不断提高导致对
系统中部件的可靠性和安全性的要求越来越高.维修

的目的在于减少部件长时间运行后导致的劣化故障

及造成的经济损失.为了保证最佳的维修效果及最
小的维修费用,如何选择最优的维修策略便逐渐成为
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业界研究的热点[1-2].
生产系统的复杂性使得系统中的部件之间存在

着结构依赖、随机依赖和经济依赖[3]等相互关系.越
来越多的学者在多部件系统的维修决策建模研究

中均考虑了部件间的3种相互依赖关系[4-6],这些依
赖关系直接影响到维修决策建模的复杂度和模型的

正确性和有效性,是不可忽略的关键因素.多部件系
统的维修策略通常有成批维修、成组维修和机会维

修.机会维修是在系统计划性停机或其他部件维修
时,对未发生故障的部件同时进行动态成组维修,可
以节约大量维修时间和费用[7].
在系统的维修决策建模研究中,对于系统状态的

建模方式可分为连续状态建模和离散状态建模两大

类.连续状态建模是将系统的劣化过程视为一个连
续的随机过程,如Gamma过程、Winner过程等,用系
统状态的概率密度函数描述其劣化的随机特性.文
献 [8]以气体绝缘组合电器设备为研究对象,将劣化
过程视为Gamma过程,提出了基于定期检测GIS (gas
insulated switchgear)设备的维护策略;文献[9]将劣化
过程建模为连续的Gamma过程,制定了考虑系统中
部件存在随机依赖和经济依赖下的视情维修策略.
离散状态建模是将系统劣化过程离散化,从状态

全新到发生故障的劣化过程中,将系统状态分为多个
离散的状态,各状态的劣化程度依次递增.文献 [10]
引入离散状态的随机模型描述系统劣化过程,对序贯
检测时的多部件系统视情维修决策问题进行了分析;
文献 [11]用马尔科夫链表示变压器劣化过程中的状
态,建立了费用率的优化模型;文献 [12]利用非齐次
马尔可夫链建立了系统可靠性模型;文献 [13]用转移
概率的变化表示系统劣化过程,并提出了系统的最优
维修策略.

对于实际的生产系统,其运行状态的劣化必然是
一个连续的过程,对其进行连续劣化建模可以有效地
表征该过程的随机特性.然而,在实际应用中,连续监
测到的系统状态数据过于冗余,状态概率计算的复杂
度过高,且复杂的计算过程也会导致计算误差大.同
时,由于状态数量较多,在计算多部件系统的联合退
化特性时极易带来组合爆炸问题.考虑到在具体的
应用对象中,某些系统或部件的监测状态一般未达
到某个特定的阈值时,不会给系统的运行带来太大影
响,因为存在些许无价值状态,所以只需对系统的状
态进行区域划分即可准确反映其运行性能.因此,将
系统的劣化过程离散化处理,简化系统的可靠性分析
模型,有着现实可行的意义.

针对多部件系统的维修决策建模,通常需要给出

系统所有可能的维修需求组合及其概率,为维修决策
的建模奠定基础.文献 [14-15]针对连续状态下的多
部件系统,提出了多部件系统的联合状态空间划分模
型,并在此基础上分别针对相同和不相同的多部件系
统进行了维修决策建模和优化研究.由于该模型中
的联合劣化状态稳态概率密度函数求解时间及空间

复杂度较高,且对于3个以上的不相同多部件系统的
稳态概率密度函数虽然定义了计算通式,但其数值求
解问题至今无法给出合适的方案.因此,可以采用离
散状态方式建模替代连续状态空间划分的建模方法.
本文主要针对相同且劣化独立的多个部件组成

的系统,研究该系统在马尔科夫退化建模下多状态联
合劣化状态空间划分建模问题.通过联合劣化状态
空间的划分,确定各维修需求区域划分及需求组合的
概率计算模型,并推导多部件系统考虑机会维修时的
平稳概率模型及其数值解法,最后通过数值实验验证
平稳概率模型及数值解法的正确性和有效性.

1 系统描述

1.1 系统劣化建模

假设系统由M个劣化过程相互独立的相同部件

组成,根据部件的性能或者运行情况,可将部件的运
行状态划分为多个不同的状态,这些状态的集合可表
示为S = {1, 2, . . . , f}.任意部件 i(i = 1, 2, . . . ,M)

的劣化过程均为马尔科夫过程,该过程表示如下:
1)任意时刻部件i的劣化状态为xi(xi ∈ S);
2)部件初始运行时状态全新,即xi = 1;
3) 部件 i的劣化状态达到特定的状态f时,部件

发生故障.
1.2 维修策略

针对系统中的每个部件根据其劣化状态可分别

安排机会维修、预防维修、故障后维修3种相应的维
修活动.用o、p、f分别表示部件的机会维修状态阈

值、预防维修状态阈值、故障后维修状态阈值,在固定
的检测周期T同时检测系统中的每个部件的劣化状

态,每次检测过后根据任意部件 i的劣化状态判断其

是否有维修需求:
1) xi = f ,部件i发生故障,故障后维修;
2) p ⩽ xi < f ,对部件i进行预防维修;
3)由于机会维修是利用多个部件同时维修,比单

个部件的独立维修更加经济,对于部件 i,在其余任意
部件j(j ̸= i)进行预防或故障后维修时,若该部件的
劣化状态满足o ⩽ xi < p,则此部件同时对其进行机
会预防维修;

4) 部件进行机会、预防维修及故障后维修后,修
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复后的部件状态均恢复为全新状态,部件正常运行;
5)不符合以上条件不采取相关措施.

2 联合劣化状态空间划分

根据以上维修策略,部件的劣化状态空间被3个
维修阈值划分为4个不同的区域:正常运行区、机会
维修区、预防维修区和故障后维修区.每个区域包含
若干个可检测到的离散状态集,如图1所示.在维修
决策点,检测到的部件状态处于不同的区域,对应着
不同的维修活动.

1 2 o-1 o o+1 p-1 p p+1 f-1 f

!"
#$%

&'
()%

*+
()%

,-.
()%

,-

图 1 部件劣化过程

若对图1中的区域进行抽象表示,则部件1∼部
件 3系统的劣化状态空间划分可表示为图 2∼图 4.
图2∼图4中每个方块对应不同的维修需求.虽然单
部件系统不存在机会维修,但为了建模的一致性,在
单部件区域划分时仍表示了机会维修区域.图2∼图
4中:O表示机会维修,P表示预防维修,C表示故障
后维修. ClPmOn表示维修需求组合中同时有 l个部

件需要故障后维修,m个部件需要预防维修,n个部
件需要机会维修.
多部件系统的维修需求组合的划分及其概率计

算是建立维修策略优化模型的基础,而求解系统状态
的平稳概率又是计算维修需求组合概率的关键.下
面根据已给出的系统的劣化状态划分模型,推导出
M个相同多部件系统的联合状态的平稳概率的计算

模型,随后进一步推导维修需求组合区域概率的计算
通式.
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图 2 单部件系统的劣化状态空间划分
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3 平稳概率分析与计算

对于多部件系统,经过一段时间的运行后,各部
件之间的影响关系达到一个相对稳定的状态.系统
在每次维修干预后再运行特定的时间 t后,所处的状
态概率趋于一个定值.系统状态的平稳概率正是指
系统在某时刻处于某个状态的平稳概率.因此,本文
在推导部件受到机会维修影响下各状态的平稳状态

概率的基础上推导了系统状态的平稳概率.

3.1 部件转移过程描述

在没有人为干预的情况下,系统中部件状态总是
从较好的状态向较差的状态转移.假设t1, t2, . . .为马

尔科夫随机过程{X(t), t ⩾ 0}的状态转移时刻,且满
足0 = t0 < t1 < . . .,设X(tn) = xi表示第n次状态

转移之后部件处于的状态xi,那么时间差tn+1− tn即

为部件在状态xi的逗留时间.对于状态集S中的任

意状态xi和xk,有

P{tn+1 − tn > ∆t|X(tn) = xi, X(tn+1) = xk} =

w +∞

∆t
λe−λtdt = e−λ∆t = e−qxi

∆t. (1)

其中:xk ⩾ xi, ∆t ⩾ 0,即部件从状态xi转移到状态

xk之前,在状态xi逗留的时间服从以qxi
为参数的指

数分布.当时间间隔∆t足够小时,在有限状态空间S

上的齐次马尔科夫过程存在以下性质:
lim

∆t→0

Pxixk
(∆t)

∆t
= qxixk

, xi ̸= xk, xi, xk ∈ S;

lim
∆t→0

1−Pxixi
(∆t)

∆t
= −qxixi

, xi ∈ S.

(2)

根据此性质可以依据状态转移速率求解状态转

移概率.

3.2 单部件系统的平稳概率计算

假设部件 i在状态xi的逗留时间服从参数为λ

的指数分布,其分布函数为F = e−λt.部件 i的机会、

预防、故障后维修时间分别服从参数为µo, µp,µf的

指数分布,其分布函数形式分别为F = e−µot, F =

e−µpt, F = e−µf t,则单部件系统中的状态转移情况
如图5所示.
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图 5 单部件状态转移过程

由图 5可以得到单部件系统的转移速率矩阵

Q∗、状态转移矩阵P ∗,即

Q∗ =

−λ λ 0 . . . 0 . . .

0 −λ λ . . . 0 . . .
... . . .

. . . . . .
... . . .

0 . . . 0 −λ λ 0

up 0 . . . 0 −up − λ λ

up 0 . . . 0 0 −up − λ

. . .
...

. . . 0 0 . . .

up 0 . . . 0 0 . . .

uf 0 . . . 0 0 . . .

→

←

. . . 0 0

. . . . . . 0

. . . . . . 0

. . . 0 0

0 . . . 0

λ 0 . . .

. . . . . .
...

0 −up − λ λ

. . . 0 −uf



. (3)

P ∗ =

1− λ∆t λ∆t 0 . . . 0

0 1− λ∆t λ∆t . . . 0
...

. . . . . . . . .
...

0 . . . 0 1− λ∆t λ∆t

µp∆t 0 . . . 0 1− µp∆t− λ∆t

µp∆t 0 . . . 0 0
...

... . . . . . . . . .

µp∆t 0 . . . . . . . . .

µf∆t 0 0 . . . . . .

→

←

. . . . . . 0 0

. . . . . . . . . 0

. . . . . . . . . 0

0 . . . . . . 0

λ∆t 0 . . . 0

1− µp∆t− λ∆t λ∆t 0 0

. . .
. . . . . .

...
. . . 0 1− µp∆t− λ∆t λ∆t

. . . . . . 0 −µf∆t



.

(4)

用Pxk
(t)表示部件在维修干预后再运行t个单位时间

后处于任意状态xk的平稳概率,Pxkxi
(∆t)表示部件

从状态xk转向状态xi的状态转移概率,通过全概率
公式可知,系统在t+∆t时刻处在任意状态xi的瞬时
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概率为

Pxi
(t+∆t) =

f∑
xk=1

[P{X(t) = xk}Pxkxi
(∆t)] =

P1(t) · P1xi
(∆t) + P2(t) · P2xi

(∆t) + . . . ,

xi, xk ∈ S. (5)

为区分不同部件的状态,将部件a(a = 1, 2, . . . ,

M)处于任意状态xi时的平稳概率表示为P a
xi
(t),对

于部件a(a = 1)组成的系统,由式(5)可以得到

Pxi

1(t+∆t) =

(1− λ∆t)P 1
xi
(t) + µp

f−1∑
xk=p

P 1
xk
(t)∆t+ µf∆tP 1

f (t),

xi = 1;

λ∆tP 1
xi−1(t) + (1− λ∆t)P 1

xi
(t),

xi = 2, 3, . . . , p− 1;

λ∆tP 1
xi−1(t) + (1− µp∆t− λ∆t)P 1

xi
(t),

xi = p, p+ 1, . . . , f − 1;

(1− µf∆t)P 1
xi
(t) + λ∆tP 1

xi−1(t), xi = f.

(6)

两端取极限,令∆t → 0,有

lim
∆t→0

P 1
xi
(t+∆t)− P 1

xi
(t)

∆t
=

dP 1
xi
(t)

dt =

−λP 1
xi
(t) + µp

f−1∑
xk=p

P 1
xk
(t) + µfP

1
f (t), xi = 1;

λP 1
xi−1(t)− λP 1

xi
(t), xi = 2, 3, . . . , p− 1;

λP 1
xi−1(t) + (−µp − λ)P 1

xi
(t),

xi = p, p+ 1, . . . , f − 1;

−µfP
1
xi
(t) + λP 1

xi−1(t), xi = f.

(7)

当时间趋于无穷大时,状态的平稳概率将会趋于
一个稳定值,因此其微分会趋于0,可得以下方程组:

−λP 1
xi
(t) + µp

f−1∑
xk=p

P 1
xk
(t) + µfP

1
f (t) = 0, xi = 1;

λP 1
xi
(t)− λP 1

xi−1(t) = 0, xi = 2, 3, . . . , p− 1;

(µp + λ)P 1
xi
(t)− λP 1

xi−1(t) = 0,

xi = p, p+ 1, . . . , f − 1;

µfP
1
xi
(t)− λP 1

xi−1(t) = 0, xi = f.

(8)

由于各状态平稳概率之和为1,有关系式
f−1∑
i=1

P 1
xi
(t) = 1− P 1

f (t). (9)

由式(9)化简可得

µp

f−1∑
xk=p

P 1
xk
(t)+µfP

1
f (t)+λ

f∑
xk=2

P 1
xk
(t)=λ, xi=1;

λP 1
xi
(t)− λP 1

xi−1(t) = 0, xi = 2, 3, . . . , p− 1;

(µp + λ)P 1
xi
(t)− λP 1

xi−1(t) = 0,

xi = p, p+ 1, . . . , f − 1;

µfP
1
xi
(t)− λP 1

xi−1(t) = 0, xi = f.

(10)

设解向量P = [P1, P2, . . . , Pf ]
T, b = [λ, 0, . . . ,

0]T,则此方程组的矩阵形式如下:
K = K11 +K12 +K13 +K21 −K22 +K31−

K32 +K41 −K42,

KP = b.

(11)

各矩阵详细定义见附录A.

3.3 相同两部件系统的平稳概率计算

相同两部件系统中,部件1和部件2处于状态xi

的平稳概率分别用P 1
xi
(t), P 2

xi
(t)表示,在部件1进行

预防或故障后维修,部件2的劣化状态满足o ⩽ x2 <

p时,部件2同时需要机会预防维修,反之同理,则两部
件系统中的任一部件的状态转移过程见图6.
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图 6 单部件状态转移过程

由于在多部件系统中列出相应的状态转移矩阵

及速率矩阵求解较为困难,可根据马尔科夫链的相关
性质求解.当时间趋于无穷大时,系统状态的平稳概
率将会趋于稳定,依据统计平衡的原则,该状态流入
的平均传递率等于流出的平均传递率,此原则同样适
用于单部件系统,由式 (8)可知,与求解状态转移矩阵
及速率矩阵列出的方程组相同.则对于两部件系统
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中的任一部件,以部件1为例,可以得到

−λP 1
xi
(t) + µo

p−1∑
xk=o

P 1
xk
(t)

f∑
xk=p

P 2
xk
(t)+

µp

f−1∑
xk=p

P 1
xk
(t) + µfPf (t) = 0, xi = 1;

P 1
xi
(t) = P 1

xi−1(t), xi = 2, 3, . . . o− 1;

λP 1
xi−1(t)− µoP

1
xi
(t)

f∑
xk=p

P 2
xk
(t)− λP 1

xi
(t) = 0,

xi = o, o+ 1, . . . , p− 1;

λP 1
xi−1(t)− λP 1

xi
(t)− µpP

1
xi
(t) = 0,

xi = p, p+ 1, . . . , f − 1;

λP 1
xi−1(t)− µfP

1
xi
(t) = 0, xi = f.

(12)

在M个相同部件组成的系统中,由于各部件的
劣化过程相同,无需区分是哪一个部件需要维修,故
部件1和部件2处于状态xi的平稳概率都用pxi

(t)表

示,即
p1xi

(t) = p2xi
(t) = pxi

(t), xi ∈ S. (13)

求出部件 1的平稳概率即可得到部件 2的平稳
概率.由式 (9)可知,各状态平稳概率之和为1,则有以
下关系式:

µo

p−1∑
xk=o

P 1
xk
(t)

f∑
xk=p

P 2
xk
(t) + µp

f−1∑
xk=p

P 1
xk
(t)+

µfPf (t) + λ

f∑
xk=2

P 1
xk
(t) = λ, xi = 1;

Pxi
(t)− Pxi−1(t) = 0, xi = 2, 3, . . . , o− 1;

λPxi
(t) + µoPxi

(t)

f∑
xk=p

p2xk
(t)− λPxi

(t) = 0,

xi = o, o+ 1, . . . , p− 1;

µpPxi
(t) + λPxi

(t)− λPxi−1(t) = 0,

xi = p, p+ 1, . . . , f − 1;

µfPxi
(t)− λPxi−1(t) = 0, xi = f.

(14)

设解向量 [P1, P2, . . . , Pf ]
T组成的f阶方阵记为

P ,则此方程组的矩阵形式如下:

K11P (K12P ) +K13P +K14P = b, xi = 1;

K21P −K22P = 0, xi = 2, 3, . . . , o− 1;

K31P +K32P (K33P )−K34P = 0,

xi = o, o+ 1, . . . , p− 1;

K41P −K42P = 0, xi = p, p+ 1, . . . , f − 1;

K51P −K52P = 0, xi = f.

(15)

各矩阵详细定义见附录B.

3.4 相同3部件系统的平稳概率计算

由于机会维修策略影响下各部件之间的劣化关

系具有对称性,各部件状态的平稳概率趋于相同.为
简化表示,在 3个及以上部件组成的系统中,将各部
件处于状态xi的平稳概率均表示为Pxi

(t). 3部件系
统的平稳概率计算方程组如下:

−λPxi
(t) + µo

p−1∑
xk=o

P a
xk
(t)

{
1−

[ p−1∑
xk=1

P a
xk
(t)

]2
−

2
o−1∑
xk=1

P a
xk
(t)

p−1∑
xk=o

P a
xk
(t)

}
+ µp

f−1∑
xk=p

P a
xk
(t)+

µfPf (t) = 0, xi = 1;

Pxi
(t) = Pxi−1(t), xi = 2, 3, . . . , o− 1;

λPxi−1(t)− µoPxi
(t)

{
1−

[ p−1∑
xk=1

P a
xk
(t)

]2
−

2

o−1∑
xk=1

P a
xk
(t)

p−1∑
xk=o

P a
xk
(t)

}
− λPxi

(t) = 0,

xi = o, o+ 1, . . . , p− 1;

λPxi−1(t)− λPxi
(t)− µpPxi

(t) = 0,

xi = p, p+ 1, . . . , f − 1;

λPxi−1(t)− µfPxi
(t) = 0, xi = f.

(16)

3.5 相同多部件系统的平稳概率计算

对于多部件系统中的任一部件,均可归纳得到

−λPxi(t) + µo

p−1∑
xk=o

P a
xk

(t)
{
1−

[ p−1∑
xk=1

P a
xk

(t)
]M−1

−

(M − 1)

M−2∑
l=1

[
l

o−1∑
xk=1

P a
xk

(t)
[
(M − 1− l)

p−1∑
xk=o

P a
xk

(t)
]]}

+

µp

f−1∑
xk=p

P a
xk

(t) + µfPf (t) = 0, xi = 1;

Pxi(t) = Pxi−1(t), xi = 2, 3, . . . , o− 1;

λPxi−1(t)− µoPxi(t)
{
1−

[ p−1∑
xk=1

P a
xk

(t)
]M−1

−

(M − 1)

M−2∑
l=1

[
l

o−1∑
xk=1

P a
xk

(t)
[
(M − 1− l)

p−1∑
xk=o

P a
xk

(t)
]]}
−

λPxi(t) = 0, xi = o, o+ 1, . . . , p− 1;

λPxi−1(t)− λPxi(t)− µpPxi(t) = 0,

xi = p, p+ 1, . . . , f − 1;

λPxi−1(t)− µfPxi(t) = 0, xi = f.

(17)
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4 维修需求组合概率计算

假设在某次维修干预后,经过t个单位时间,系统
内有 l个部件需要故障后更新,m个部件需要预防维
修,n个部件需要机会维修, o ⩽ m+ l + n ⩽ M ,则记
该维修需求组合发生的概率为PM

ClPmOn
(t).

4.1 单部件维修需求组合概率计算

单部件系统中,劣化空间划分如图2所示.
1)当 l = 0, m = 0, 0 ⩽ n ⩽ 1时,部件正常运行,

单部件状态落在区域1和区域2中,此区域发生的概
率可表示为

P 1
W (t) = P 1

C0P0O0
(t) + P 1

C0P0O1
(t) =

p−1∑
xi=1

Pxi
(t).

(18)

2) 当 l = 0, m = 1, n = 0时,部件 i处于预防维

修区域3,此区域发生的概率可表示为

P 1
P1
(t) = P 1

C0P1O0
(t) =

f−1∑
xi=p

Pxi
(t). (19)

3)当 l = 1, m = 0, n = 0时,部件i在区域4处于
故障后维修,此区域发生的概率可表示为

P 1
C1
(t) = P 1

C1P0O0
(t) = Pf (t). (20)

4.2 相同两部件维修需求组合概率计算

两部件系统中,劣化空间划分如图3所示.
1)当 l = 0, m = 0, 0 ⩽ n ⩽ 2时,系统维修组合

为没有部件等待机会维修的区域 (1, 1),一个等待机
会维修的区域 (1, 2)及 (2, 1),两个等待机会维修的区
域(2, 2),维修概率可表示为

P 2
W (t) = P 2

C0P0O0
(t) + 2P 2

C0P0O1
(t) + P 2

C0P0O2
(t) =[ o−1∑

xi=1

Pxi
(t)

]2
+ 2

o−1∑
xi=1

Pxi
(t)

p−1∑
xi=o

Pxi
(t)+

[ p−1∑
xi=o

Pxi
(t)

]2
. (21)

2)当 l = 0, 1 ⩽ m ⩽ 2, 0 ⩽ n ⩽ 1时,只有一个
部件需要预防维修的维修需求组合包括只预防维修

部件1的区域 (3, 1)和只预防维修部件2的区域 (1, 3),
维修概率可表示为

P 2
P1
(t) = 2P 2

C0P1O0
(t) = 2

o−1∑
xi=1

Pxi
(t)

f−1∑
xi=p

Pxi
(t).

(22)

有两个部件需要预防维修的维修需求组合包

括:部件1的预防维修区域和部件2的机会维修区域
(3, 2),部件1的机会维修区域和部件2的预防维修区

域 (2, 3),两部件同时预防维修的区域 (3, 3)三部分,维
修概率可表示为

P 2
P2
(t) = 2P 2

C0P1O1
(t)+P 2

C0P2O0
(t) =

2

p−1∑
xi=o

Pxi
(t)

f−1∑
xi=p

Pxi
(t) +

[ f−1∑
xi=p

Pxi
(t)

]2
. (23)

3) 当1 ⩽ l ⩽ 2, m = 0, n = 0时,只有一个部
件需要故障后维修的区域包括只有故障后维修部件

1区域(4, 1),只有故障后维修部件2区域(1, 4)两部分,
维修概率可表示为

P 2
C1
(t) = 2P 2

C1P0O0
(t) = 2Pf (t)

o−1∑
xi=1

Pxi
(t). (24)

两个部件需要故障后维修的区域只有(4,4),维修
概率可表示为

P 2
C2
(t) = P 2

C2P0O0
(t) = Pf (t)

2. (25)

4) 当0 < l < 2, 0 ⩽ m ⩽ 2 − l, 0 ⩽ n ⩽ 1时,
一个部件需要故障后维修,另一个部件需要预防维修
的区域包括:部件1故障后维修,部件2预防或机会维
修,区域为 (3, 4)及 (2, 4).部件2故障后维修,部件1预
防或机会维修,区域为(4, 3)及(4, 2).维修概率可表示
为

P 2
C1P1

(t) = 2P 2
C1P1O0

(t) + 2P 2
C1P0O1(t) =

2Pf (t)

f−1∑
xi=p

Pxi
(t) + 2Pf (t)

p−1∑
xi=o

Pxi
(t). (26)

4.3 相同3部件维修需求组合概率计算

由图4所示的3部件系统的劣化状态空间划分
结果中可以推导出系统各维修需求组合概率,总结如
下:

1)当 l = 0, m = 0, 0 ⩽ n ⩽ 3时,系统正常运行
区域的组合概率为

P 3
W
(t) = P 3

U0
(t) + P 3

U1
(t) + P 3

U2
(t) + P 3

U3
(t),

P 3
U0
(t) = P 2

C0P0O0
(t)P 1

C0P0O0
(t),

P 3
U1
(t) =

P 2
C0P0O1

(t)P 1
C0P0O0

(t) + P 2
C0P0O0

(t)P 1
C0P0O1

(t),

P 3
U2
(t) =

P 2
C0P0O2

(t)P 1
C0P0O0

(t) + P 2
C0P0O1

(t)P 1
C0P0O1

(t),

P 3
U3
(t) = P 2

C0P0O2
(t)P 1

C0P0O1
(t). (27)

2)当 l = 0, 1 ⩽ m ⩽ 3, 0 ⩽ n ⩽ 2时,任意一个
部件需要预防维修的组合概率为



第2期 张晓红等: 基于马尔可夫过程的多部件系统劣化状态空间划分模型 425

P 3
P1
(t) = P 2

P1
(t)P 1

C0P0O0
(t) + P 2

C0P0O0
(t)P 1

P1
(t).

(28)

任意两个部件需要预防维修的组合概率为

P 3
P2
(t) =P 2

P2
(t)P 1

C0P0O0
(t) + P 2

P1
(t)P 1

C0P0O1
(t)+

P 2
C0P0O1

(t)P 1
P1
(t) + P 2

P1
(t)P 1

P1
(t). (29)

3个部件需要预防维修的组合概率为

P 3
P3
(t) =P 2

P2
(t)P 1

C0P0O1
(t) + P 1

P1
(t)P 2

C0P0O2
(t)+

P 2
P2
(t)P 1

P1
(t). (30)

3)当1 ⩽ l ⩽ 3, m= 0, n= 0时,任意一个部件需
要故障后维修的组合概率为

P 3
C1
(t) = P 2

C1
(t)P 1

C0P0O0
(t) + P 2

C0P0O0
(t)P 1

C1
(t).

(31)

任意两个部件需要故障后维修的组合概率为

P 3
C2
(t) = P 2

C2
(t)P 1

C0P0O0
(t) + P 2

C1
(t)P 1

C1
(t). (32)

3个部件需要故障后维修的组合概率为

P 3
C3
(t) = P 2

C2
(t)P 1

C1
(t). (33)

4)当0 < l < 3, 0 ⩽ m ⩽ 3−l, 0 ⩽ n ⩽ 1时,一
个部件需要故障后维修,另一个部件需要预防维修的
概率为

P 3
C1P1

(t) =

P 2
C1P1

(t)P 1
C0P0O0

(t) + P 2
C1
(t)P 1

C0P0O1
(t)+

P 2
C1
(t)P 1

P1
(t) + P 2

C0P0O1
(t)P 1

C1
(t) + P 2

P1
(t)P 1

C1
(t).

(34)

一个部件需要故障后维修,另两个部件需要预防
维修的概率为

P 3
C1P2

(t) =P 2
C1P1

(t)P 1
C0P0O1

(t) + P 2
C1P1

(t)P 1
P1
(t)+

P 2
P2
(t)P 1

C1
(t) + P 2

C0P0O2
(t)P 1

C1
(t). (35)

两个部件需要故障后维修,另一个部件需要预防
维修的概率为

P 3
C2P1

(t) =P 2
C2
(t)P 2

C0P0O1
(t) + P 2

C2
(t)P 1

P1
(t)+

P 2
C1P1

(t)P 1
C1
(t). (36)

4.4 多部件系统维修需求组合概率计算通式

多部件系统中的维修需求分组ClPmOn的概率

PM
ClPmOn

(t)通用计算表达式总结如下:
1)当 l= 0, m = 0, 0 ⩽ n ⩽ M时,有

PM
W (t) =

PM
U0
(t) + PM

U1
(t) + · · ·+ PM

UM−1
(t) + PM

UM
(t);

PM
U0
(t) = PM−1

C0P0O0
(t)P 1

C0P0O0
(t);

PM
Un

(t) = PM−1
C0P0On

(t)P 1
C0P0O0

(t)+

PM−1
C0P0On−1

(t)P 1
C0P0O1

(t), 0 < n < M ;

PM
UM

(t) = PM−1
C0P0OM−1

(t)P 1
C0P0O1

(t). (37)

2)当 l = 0, 1 ⩽ m ⩽ M, 0 ⩽ n ⩽ M − 1时,有

PM
Pm

(t) = I(1⩽m<M)P
M−1
Pm

(t)P 1
C0P0O0

(t)+

I(1<m⩽M)(P
M−1
Pm−1

(t)P 1
C0P0O1

(t)+

PM−1
Pm−1

(t)P 1
P1
(t)) + PM−1

C0P0Om−1
(t)P 1

P1
(t).

(38)

3)当1 ⩽ l ⩽ M, m = 0, n = 0时,有

PM
Cl
(t) = I(l<M)P

M−1
Cl

(t)P 1
C0P0O0

(t)+

PM−1
Cl−1

(t)P 1
C1
(t) + I(l=1)P

M−1
C0P0O0

(t)P 1
C1
(t).

(39)

4)当0 < l < M, 0 ⩽ m ⩽ M − l, 0 ⩽ n ⩽ 1时,
有

PM
ClPm

(t) =

I(l+m<M)P
M−1
ClPm

(t)P 1
C0P0O0

(t)+

PM−1
ClPm−1

(t)P 1
C0P0O1

(t) + PM−1
ClPm−1

(t)P 1
P1
(t)+

PM−1
Cl−1Pm

(t)P 1
C1
(t) + I(l=1)P

M−1
C0P0O0

(t)P 1
C1
(t). (40)

IA(x)为指示函数,定义为

IA(x) =

1, x ∈ A;

0, x /∈ A.

5 数值实验

在上述研究中,已得到系统各维修需求表达式,
接下来将应用Matlab工具求解系统联合状态的平稳
概率数值解及维修需求组合概率数值解.

5.1 平稳概率数值解的正确性分析

部件 i处于任意状态xi的平稳概率Pxi
(t)的解

向量表示为

Pxi
(t) = [P1, P2, . . . , Pf ]

T, f = 15. (41)

令 r1表示系统中各状态的平稳概率之和, r2表
示各维修需求组合概率之和.以单部件系统为例,令
f = 15, p = 10, o = 6, λ = 0.852, µo = 0.211, µp =

0.232, µf = 0.263,得到各状态的平稳概率为

Pxi
(t) = [0.079 7, 0.079 7, 0.079 7, 0.079 7, 0.079 7,

0.079 7, 0.079 7, 0.079 7, 0.079 7, 0.062 7,
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0.049 3, 0.038 7, 0.030 4, 0.023 9, 0.077 5]T.

(42)

由计算可知,单部件系统中各状态的平稳概率
之和r1为1,各维修需求组合概率之和r2也为1.满足
r1, r2数值为1的条件.
采用与以上单部件系统相同的参数设置,可计算

得到两部件系统中各状态的平稳概率为

Pxi
(t) = [0.088 9, 0.088 9, 0.088 9, 0.088 9, 0.088 9,

0.083 8, 0.078 9, 0.074 4, 0.070 1, 0.055 1,

0.043 3, 0.034 0, 0.026 7, 0.021 0, 0.068 1]T.

(43)

由计算结果可知,各状态部件平稳概率之和为1,
各维修需求组合概率之和为1,由于两部件系统涉及
机会维修活动,增加了机会维修阈值,所得的各维修
概率区域有些许不同,但结果同样满足r1, r2为1的
条件.由此可见,系统平稳概率的定义及其数值解是
正确的.

5.2 有效性分析

在维修决策建模中,需要确定优化目标及决策变
量之间的关系.因此,接下来以两部件系统为例,分析
机会、预防维修状态阈值o, p对系统状态的平稳概率

的影响.
其他参数保持不变,分别改变机会、预防维修状

态阈值,可得到不同维修状态阈值点相对应的r1, r2

的变化情况,如表1所示.

表 1 不同维修阈值点对应的r1, r2变化情况

维修阈值点 r1 r2

o = 3 1.053 2 1.109 3

o = 5 1.013 9 1.029 7

o = 7 0.989 7 0.979 5

o = 9 0.986 8 0.973 7

p = 7 0.982 8 0.966 0

p = 9 0.990 8 0.981 7

p = 11 1.008 6 1.017 2

p = 13 1.021 3 1.043 1

对机会维修阈值o = 3, 5, 7, 9 进行调整时均

会导致平稳概率微小变化.当预防维修阈值分别为
p = 7, 9, 11, 13时,对预防维修阈值的调整同样会导
致平稳概率的变化,参数o逐渐增大时,因为机会维
修区域越大,预防维修的区域越小,维修的概率变小,
由于误差, r1, r2会稍小于1.而p变大时,预防维修区

域变大,维修的概率变大,误差的原因会使r1, r2稍大

于1,但r1, r2整体的概率值保持在1的微小范围内.
其他参数保持不变,分别改变部件 i的机会、预

防维修时间分别服从的指数分布的参数µo, µp,故障
后更换时间服从的指数分布的参数µf ,部件 i在状态

xi的逗留时间服从的指数分布的参数λ,得到的系统
中各状态的平稳概率之和r1及各维修需求组合概率

之和r2如表2所示.

表 2 不同劣化参数对应的r1, r2变化情况

参数 r1 r2

λ = 0.902 1.014 4 1.029 0

λ = 0.882 1.008 8 1.017 6

λ = 0.862 1.003 0 1.005 9

λ = 0.842 0.997 0 0.994 0

µo = 0.281 1.009 7 1.019 6

µo = 0.261 1.007 1 1.014 3

µo = 0.241 1.004 4 1.008 8

µo = 0.221 1.001 5 1.003 0

µp = 0.302 0.995 1 0.990 2

µp = 0.282 0.996 5 0.992 9

µp = 0.262 0.997 9 0.995 7

µp = 0.242 0.999 3 0.998 6

µf = 0.293 0.999 3 0.998 6

µf = 0.273 0.999 8 0.999 5

µf = 0.253 1.000 3 1.000 5

µf = 0.233 1.000 8 1.001 7

实验结果表明,各维修阈值和劣化参数的变化均
会导致系统状态的平稳概率的变化,从而影响维修需
求组合的概率的计算值和模型的目标值,此理论方法
对后续的维修决策优化建模是正确有效的.

6 结 论

本文针对相同多部件系统进行了劣化状态空间

划分建模,根据模型中劣化区域与维修需求分组的对
应关系,推导了相同多部件系统各维修需求组合的通
用概率计算公式.基于马尔科夫链理论求解了系统
联合状态的平稳概率,并通过数值实验验证了平稳概
率的定义及其解法的正确性和有效性.
后续的研究中,根据联合劣化状态空间划分模型

得到的平稳概率的表达式及其数值解法、维修需求

分组的概率计算通式等建模方法,可以为维修优化建
模的研究提供方法支持和理论依据,也可继续研究部
件维修与备件库存联合策略问题.
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附录A
1)

K11 = [K11
ij ] =µp, i = 1, j = p, p+ 1, . . . , f − 1;

0, otherwise.

K12 = [K12
ij ] =

µf , i = 1, j = f ;

0, otherwise.

K13 = [K13
ij ] =

λ, i = 1, j = 2, 3, . . . , f ;

0, otherwise.

b =

λ, i = 1, j = i;

0, otherwise.
2)

K21 = [K21
ij ] =

1, i = 2, 3, . . . , p− 1, j = i;

0, otherwise.

K22 = [K22
ij ] =

1, i = 2, 3, . . . , p− 1, j = i− 1;

0, otherwise.
3)

K31=[K31
ij ]=

µp+λ, i=p, p+1, . . . , f−1, j= i;

0, otherwise.

K32 = [K32
ij ] =λ, i=p, p+1, . . . , f−1, j= i−1;

0, otherwise.
4)

K41 = [K41
ij ] =

µf , i = f, j = i;

0, otherwise.

K42 = [K42
ij ] =

λ, i = f, j = i− 1;

0, otherwise.

附录B
1)

K11 = [K11
ij ] =µo, i = 1, j = o, o+ 1, . . . , p− 1;

0, otherwise.

K12 = [K12
ij ] =

1, i = 1, j = p, p+ 1, . . . , f ;

0, otherwise.

K13 = [K13
ij ] =


µp, i = 1, j = p, p+ 1, . . . , f − 1;

µf , i = 1, j = f ;

0, otherwise.

K14 = [K14
ij ] =

λ, i = 1, j = 2, 3, . . . , f ;

0, otherwise.

b =

λ, i = 1, j = 1, 2, . . . , f ;

0, otherwise.
2)

K21 = [K21
ij ] =


1, i = 2, 3, . . . , o− 1, j = i;

0, otherwise.

K22 = [K22
ij ] =

1, i = 2, 3, . . . , o− 1, j = i− 1;

0, otherwise.
3)

K31 = [K31
ij ] =

λ, i = o, o+ 1, . . . , p− 1, j = i;

0, otherwise.

K32 = [K32
ij ] =

µo, i = o, o+ 1, . . . , p− 1, j = i;

0, otherwise.

K33 = [K33
ij ] =1, i=o, o+1, . . . , p−1, j=p, p+1, . . . , f ;

0, otherwise.

K34 = [K34
ij ] =

λ, i = o, o+ 1, . . . , p− 1, j = i;

0, otherwise.
4)

K41 = [K41
ij ] =µp + λ, i = p, p+ 1, . . . , f − 1, j = i;

0, otherwise.

K42 = [K42
ij ] =λ, i = p, p+ 1, . . . , f − 1, j = i− 1;

0, otherwise.
5)

K51 = [K51
ij ] =

µf , i = f, j = i;

0, otherwise.

K52 = [K52
ij ] =

λ, i = f, j = i− 1;

0, otherwise.
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