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摘 要: 针对具有限制交流结构的合作博弈,基于现实结盟局中人参与联盟程度模糊且联盟支付模糊的情形,提
出一种带局中人偏好的要素 (联盟与支付)双模糊限制交流结构合作博弈的A-T解 (average tree solution)分配方
法.首先基于局中人的风险偏好均值,结合模糊联盟合作博弈的Choquet积分形式,构建要素双模糊合作联盟的特
征函数,进而给出一个满足公理体系的解公式.该博弈模型不仅能够刻画现实结盟的约束性和模糊性,且有利于
分配收益函数的求解.最后,通过对典型限制交流农地经营PPP合作项目收益分配问题的应用分析,表明所提出
方法相对于Shapley值更具合理性.
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Abstract: For cooperative games with limited communication structure, in view of that players’ participation rates
and alliances profit are both fuzzy, an average tree (A-T) solution with fuzzy coalitions and fuzzy payoffs is proposed.
Considering the degree of risk preference, we give the characteristic function by combining with the Choquet integral
form, and then propose a solution formula that satisfies an axiom system. This solution model not only can depict
the restrictiveness and fuzziness of the real alliance, but also benefit for solving the distribution function. Finally, the
allocation method is applied to the revenue allocation of PPP project, which manifests that the method is more reasonable
than the Shapley value.
Keywords: fuzzy cooperative game；limited communication structure；average tree solution；risk preference；fuzzy
coalitions and fuzzy payoffs

0 引 言

模糊是相对于清晰而言的,模糊合作博弈研究主
要基于局中人可能仅以一定参与程度 (非完全)参加
到联盟合作中,或是联盟支付 (收益)不确定或模糊的
假设. Aubin[1]最早提出了联盟模糊的多人结盟合作

博弈 (对策),模糊联盟合作博弈是从联盟组建角度对
经典合作博弈进行的扩展.与经典合作博弈类似,无
论考虑局中人仅以一定程度参与联盟的模糊联盟合

作博弈,还是考虑合作预期回报收益值模糊不确定的

模糊支付合作博弈,都需要寻求一个或者一组使每个
局中人都满意的模糊分配.虽然当前涉及模糊信息
的合作博弈研究不少,但几乎都仅从单方面考虑信息
的模糊性,即要么研究具有模糊联盟的合作博弈[2-4],
要么研究具有模糊支付的合作博弈[5-8].对于联盟程
度和支付函数同时模糊的合作博弈 (简称“要素双模
糊合作博弈”)的研究甚少.

Borkotokey[9]最早在文献 [10]定义的Choquet积
分模糊博弈基础上提出了要素双模糊合作博弈的概
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念,并提出了相应模糊合作博弈Shapley值应满足的
公理体系,但由于未给出模糊Shapley值的具体形式,
不具有明显的实际意义.随后,部分学者进行了更为
深入的研究.文献 [11]通过公理体系证明,给出了要
素双模糊合作博弈的具体模糊Shapley值形式,文章
将此类模糊合作博弈称为广义模糊合作博弈.文献
[12]应用模糊结构元理论,构造了要素双模糊合作博
弈的Shapley值,使模糊Shapley值的隶属函数得到解
析表达,文章将此类合作博弈称为要素双重模糊的
模糊合作博弈.文献 [13]基于直觉模糊集理论提出
了支付值与联盟值均为直觉模糊数的模糊 Shapley
值形式.可见,当前要素双模糊合作博弈研究主要集
中于Shapley值的探讨,基于局中人可自由结盟的假
设.但现实生活中,由于局中人之间受到资源、文化
冲突或竞争地位等因素的影响,其合作结盟往往并非
任意,大多具有交流结构限制性.

Myerson用无向连通图表示效用可以转移的合
作博弈,以图的顶点表示局中人,图的边表示局中人
的交流联系,从而引入具有交流结构的合作博弈 (也
称“图博弈”),并提出了著名的Myerson值[14].沿此
思路,部分学者开展了一类限制交流合作博弈的经典
A-T解研究.文献 [15]提出了交流结构合作博弈的A-
T解 (average tree solution),并讨论了分支有效性和分
支公平性两个特殊性质.文献 [16]探讨了A-T解存在
于核心等优良性质.文献 [17]提出了一种适用于具
有限制约束的可容许联盟结构下的A-T解.基于信息
模糊,文献 [18]给出了具有模糊联盟的A-T解.本文
则针对区间模糊联盟情形拓展了模糊A-T解[19].关
于A-T解的研究不断深入,源于此解不仅具备分配
所需的公平性与合理性,且具有如下良好特性[20]: 1)
当特征函数具有超可加时, Myerson值不满足存在
于核心中, A-T解却满足; 2)对于任意超可加性的凸
博弈,所有具有交流关系的局中人分配至少存在于
A-T解中; 3)因联盟边际收益计算无需进行n!(阶层)
运算, A-T解的求解计算量相较于Shapley值大大简
化.然而,以上研究仅基于清晰或联盟模糊情形,未考
虑联盟与支付双要素均模糊情形.
此外,现实结盟合作中的个体差异性明显,如局

中人行为偏好等主体特征在处理模糊信息时体现更

为明显,决策理论中已开展较多此方面的研究,但合
作博弈角度较少见[21],因此合作博弈中融合局中人
的不同偏好信息成为亟待解决的问题.为刻画现实
不确定性环境下,局中人参与联盟程度和预期支付
同时出现模糊的交流结构合作博弈收益分配问题,本

文将融入风险偏好信息,通过引入局中人的风险偏好
程度,并结合模糊联盟合作博弈的Choquet积分形式,
提出一种要素双模糊的交流结构合作博弈分配模型.
最后,通过对典型限制交流农地经营 PPP合作项目
收益分配问题的应用分析,表明所提出方法相对于
Shapley值更具合理性.

1 要素双模糊的限制交流结构合作博弈

1.1 经典交流结构合作博弈及A-T解

三元组(N, v, L)表示经典交流结构合作博弈,其
中:N = {1, 2, . . . , n}为有限局中人集合; v : 2N →
R为清晰支付函数;L ⊆ {{i, j}|i ̸= j, i, j ∈ N}为
边集,表示局中人交流的集合,在交流结构中只有连
通的节点才可能结成清晰联盟.若L = {{i, j}|i ̸=
j, i, j ∈ N},则称(N, v, L)为具有完全交流结构的合

作博弈,即各局中人可自由结盟,通常所说的合作博
弈便是指这一类.若L ̸= {{i, j}|i ̸= j, i, j ∈ N}且
L非空,则(N, v, L)为具有限制交流结构的合作博弈,
即局中人不能自由结盟.此外,在 (N, v, L)中,不同
结点 i1, i2, . . . , iq构成的一个序列 (i1, i2, . . . , iq)(q ⩾
2),如果满足: 1) iq+1 = i1, 2) {ii, ii+1} ∈ L, i = 1, 2,

. . . , q − 1,则 (i1, i2, . . . , iq)形成一个圈.不包含任何
圈的合作博弈称为无圈合作博弈,本文讨论此类无圈
且有限制交流结构的合作博弈.
经典交流结构合作博弈中, n维A-T解AT(N, v,

L)定义[15]为

ATi(N, v, L) =

1

|BL|

( ∑
B∈BL

(
v(Bi)−

∑
K∈ĈL(Bi\{i})

v(K)
))

. (1)

其中: i = 1, 2, . . . , n,BL为所有可容许B构成的集

合, |BL|为BL的元素个数,K为任意分支,CL(N)为

所有连通子集构成的集合, ĈL(N)为所有连通分支

构成的集合.
可见, A-T解也是一种基于边际贡献的分配解.

特别需要指出:当合作博弈基于完全交流结构,即合
作没有任何约束时, A-T解等于Shapley值,因此A-T
解是Shapley值的一种广义形式[15-16].

1.2 要素双模糊限制交流结构合作博弈的定义

根据经典具有交流结构合作博弈和具有模糊联

盟、具有模糊支付的任意结盟合作博弈研究基础,定
义具有模糊和支付双模糊的交流结构合作博弈如下.
定义1 设 (N, w̃, L(S̄))为局中人集N = {1, 2,

. . . , n}的交流结构合作博弈,若支付函数w̃为从模糊

联盟F (N)到模糊数集合 R̃的映射,即 w̃ : F (N) →
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R̃且 w̃(∅) = 0̃,则称(N, w̃, L(S̄))为具有模糊支付和

模糊联盟的交流结构合作博弈,称为要素双模糊限制
交流结构合作博弈,同时称 w̃为 (N, w̃, L(S̄))的联盟

支付函数.记所有要素双模糊限制交流结构合作博
弈的全体为GF (N,L(S̄)).

由于实数是一种特殊的模糊数,如果将要素双模
糊限制交流结构合作博弈 (N, w̃, L(S̄))的模糊支付

函数 w̃限制为从模糊联盟F (N)到实数集R的映射,
即 w̃ : F (N) → R,则要素双模糊限制交流结构合作
博弈 (N, w̃, L(S̄))退化为模糊联盟交流结构合作博

弈.由于N的清晰联盟集合P (N) ⊆ F (N),若将要
素双模糊限制交流结构合作博弈 (N, w̃, L(S̄))的模

糊支付函数 w̃限制为从P (N)到模糊集 R̃的映射,即
w̃ : P (N) → R̃,则(N, w̃, L(S̄))退化为模糊支付合作

博弈.由此可见,要素双模糊限制交流结构合作博弈
是经典交流结构合作博弈关于模糊联盟和模糊支付

的推广.因此,经典交流结构合作博弈、模糊联盟交
流结构合作博弈、模糊支付交流结构合作博弈都可

看作是一种特殊的要素双模糊限制交流结构合作博

弈.
定义2 对于要素双模糊限制交流结构合作博

弈(N, w̃, L(S̄)) ∈ GF (N,L(S̄)),任意联盟 S̄ ∈F (N),
其支撑集Supp(S̄) = {i ∈ N |µS̄(i) ⩾ 0},函数x :

F (N) → R̃,如果存在维向量函数 x̃(N, w̃, L(S̄)) =

(x̃1(N, w̃, L(S̄)), x̃2(N, w̃, L(S̄)), . . . , x̃n(N, w̃, L(S̄)))

满足: 1) x̃i(N, w̃, L(S̄)) = 0, i /∈ Supp(S̄); 2)
∑
i∈N

x̃i(N,

w̃, L(S̄)) = w̃(S̄); 3) x̃i(N, w̃, L(S̄)) ⩾ w̃({i}), i ∈
Supp(S̄).则称函数 x̃(N, w̃, L(S̄))为GF (N,L(S̄))上

的一个模糊分配.
定义3 对于要素双模糊限制交流结构合作博

弈 (N, w̃, L(S̄)),如果对于任意联盟 S̄, T̄ ∈ F (N),且
S̄
∩

T̄ = ∅,有下式成立:

w̃(S̄
∪
T̄ ) ⩾ w̃(S̄) + w̃(T̄ ),

则 (N, w̃, L(S̄))是超可加的要素双模糊限制交流结

构合作博弈,即具有超可加性.
定义4 对于要素双模糊限制交流结构合作博

弈 (N, w̃, L),如果对于任意联盟 S̄, T̄ ∈ F (N),且
S̄
∩

T̄ = ∅,有下式成立:

w̃(S̄
∪
T̄ ) ⩾ w̃(S̄) + w̃(T̄ )− w̃(S̄

∩
T̄ ),

则 (N, w̃, L(S̄))是凸的要素双模糊限制交流结构合

作博弈,即具有凸性.
本文讨论这类满足凸性和超可加性的要素双模

糊限制交流结构合作博弈.

2 考虑风险偏好的要素双模糊合作博弈特

征函数确定

由于现实联盟合作中个体差异的普遍性,各局中
人的风险偏好程度往往不同,基于考虑风险偏好的均
值算法,不仅能融合局中人的偏好信息,还能对要素
双模糊的联盟收益进行集结,从而有利于分配收益函
数的求解.

2.1 模糊数的风险偏好均值

在模糊和支付双模糊交流结构合作博弈 (N, w̃,

L(S̄))中,考虑局中人 i(i = 1, 2, . . . , n)具有不同风险

偏好信息,且局中人的BUM(单位区间单调)函数为
Qi.若θ =

w 1

0
Q(x)dx,则Yager证明了θ ∈ [0, 1],并

称 θ是与BUM函数Q(x)对应的态度系数[21-22]. θ值
越大,表明局中人对风险的偏好程度越高.

根据 Yager 提出的连续有序加权平均算子
(COWA算子),Q(x)是BUM函数,区间模糊数 Ã =

[a, b]的风险偏好的均值为

FQ(Ã) = a
[
1−

w 1

0
Q(x)dx

]
+ b

w 1

0
Q(x)dx =

a(1− θ) + bθ.

此时,FQ(Ã)是模糊数上以1− θ和θ为权数(θ为乐观
系数)的端点加权平均.
当模糊数 Ã推广为广义梯形模糊数时, Ã =

(a, b, c, d; f(x))的隶属度见图1,公式如下:

µÃ(x) =



0, x < a;

fl(x), a ⩽ x < b;

1, b ⩽ x ⩽ c;

fr(x), c < x ⩽ d;

0, x > d.

此时, Ã的偏好均值可表示为

FQ(Ã) =
w b−a

d−a

0
fl(x)

dQ(x)

dx tdx+
w c−a

d−a

b−a
d−a

dQ(x)

dx tdx+
w 1

c−a
d−a

fr(x)
dQ(x)

dx tdx,

其中t = d− (d− a)x.

f xl( ) f xr( )

x0 a b c d

1

μA
~

图 1 Ã = (a, b, c, d; f(x))隶属度

若fl(x)和fr(x)为线性,则一般梯形模糊数 Ã =
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(a, b, c, d)的隶属度见图2,公式如下:

µÃ(x) =



0, x < a;

(x− a)/(b− a), a ⩽ x < b;

1, b ⩽ x ⩽ c;

(d− x)/(d− c), c < x ⩽ d;

0, x > d.

此时, Ã = (a, b, c, d)的偏好均值可表示为

FQ(Ã) =
w b−a

d−a

0

t− a

b− a

dQ(x)

dx tdx+
w c−a

d−a

b−a
d−a

dQ(x)

dx tdx+
w 1

c−a
d−a

d− t

d− c

dQ(x)

dx tdx,

其中t = d− (d− a)x.

x0 a b c d

1

μA
~

图 2 Ã = (a, b, c, d)隶属度

当b → c时,梯形模糊数Ã = (a, b, c, d)退化为三

角模糊数Ã = (a, c, d),其隶属度见图3,公式如下:

µÃ(x) =



0, x < a;

(x− a)/(c− a), a ⩽ x < c;

1, x = c;

(d− x)/(d− c), c < x ⩽ d;

0, x > d.

此时, Ã = (a, b, c, d)偏好均值可表示为

lim
b→c

FQ(Ã) =
w c−a

d−a

0

t− a

c− a

dQ(x)

dx tdx+
w 1

c−a
d−a

d− t

d− c

dQ(x)

dx tdx,

其中t = d− (d− a)x.

x0 a c d

1

μA
~

图 3 Ã = (a, c, d)隶属度

当b → a且c → d时,梯形模糊数Ã = (a, b, c, d)

退化为区间模糊数Ã = (a, d),其偏好均值可表示为

lim
b→a,c→d

FQÃ =
w 1

0
(d− (d− a)x)dQ(x).

此时,可证明 lim
b→a,c→d

FQÃ与Yager提出的区间均值

一致.
证明 已知 lim

b→a,c→d

b− a

d− a
= 0, lim

b→a,c→d

c− a

d− a
=

1,可得

lim
b→a,c→d

FQÃ =
w 1

0
(d− (d− a)x)dQ(x) =

(d− (d− a)x)Q(x)|10+w 1

0
(d− a)Q(x)dx =

d
w 1

0
Q(x)dx+ a

(
1−

w 1

0
Q(x)dx

)
=

a(1− θ) + dθ. 2
风险偏好均值本质是结合局中人风险偏好对模

糊数进行集结,常见模糊数形式都可采用以下思路开
展研究,为了简便表达,本文采用区间形式进行讨论.

2.2 要素双模糊的合作博弈特征函数

定义5 对于任意模糊联盟 S̄ ∈ F (N), |S̄|表示
支撑集Supp(S̄)中元素的个数,联盟 S̄的风险偏好态

度因子θS̄可定义为

θS̄ =
1

|S̄|
∑

i∈Supp(S̄)

θi. (2)

式 (2)表明,联盟的风险偏好态度为联盟内局中
人风险偏好态度的算术平均值,即联盟内各局中人风
险偏好态度与联盟风险偏好态度越接近越好.因为
若联盟中各局中人风险偏好态度越趋向一致,则对于
联盟目标期望便越接近,此时联盟也越稳定.需说明,
由于 |S| = |S̄|,有Supp(S) = Supp(S̄), θS = θS̄ ,即无
论在具有清晰联盟还是模糊联盟的合作博弈中,相同
联盟组合下的风险偏好均相同.
定义6 给定联盟 S̄ ∈ GF (N,L(S̄)),令D(S̄) =

{µS̄(i)|µS̄(i) ⩾ 0, i ∈ N}, d(S̄)为D(S̄)的元素个数,
将D(S̄)中的元素按单调递增的顺序排列为0 < h1

⩽ h2 . . . ⩽ hd(S̄) ⩽ 1.那么,基于Choquet积分延拓具
有模糊联盟交流结构合作博弈GF (N,L(S̄))的支付

函数上限和下限可表示为

tṽ−(S̄) =

d(S̄)∑
m=1

ṽ−([S̄]hm
)(hm − hm−1), (3)

tṽ+(S̄) =

d(S̄)∑
m=1

ṽ+([S̄]hm
)(hm − hm−1), (4)

其中 ṽ−([S̄]hm
)和 ṽ+([S̄]hm

)分别为可知模糊支付合

作博弈中的支付下限和上限.
由式 (3)和 (4),基于风险偏好均值的要素双模糊

限制交流结构合作博弈 (N, w̃, L(S̄))的联盟支付函

数可集结表示为
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w̃(S̄) = θS̄tṽ
+(S̄) + (1− θS̄)tṽ

−(S̄) =

θS̄

d(S̄)∑
m=1

ṽ+([S̄]hm
)(hm − hm−1)+

(1− θS̄)

d(S̄)∑
m=1

ṽ−([S̄]hm
)(hm − hm−1) =

d(S̄)∑
m=1

[θS̄ ṽ
+([S̄]hm

)+

(1− θS̄)ṽ
−([S̄]hm

)](hm − hm−1) =

d(S̄)∑
m=1

vQ([S̄]hm
)(hm − hm−1). (5)

其中:h(0) = 0;m = 1, 2, . . . , d(S̄); [S̄]hm
= {i ∈ N |

µS̄(i) ⩾ hm}为参与程度µS̄(i) ⩾ hm的所有局中人

组成的清晰联盟,即 vQ([S̄]hm
)是 (N, w̃, L(S̄))相对

应的经典交流结构合作博弈 (N, vQ, L([S̄]hm
))的联

盟收益.
根据经典A-T解,要素双模糊限制交流结构合作

博弈(N, w̃, L(S̄))的分配解为

ATi(N, w̃, L(S̄)) =

1

|BL|
∑

B∈BL

[
ṽQ(Bi)−

∑
K∈CL(Bi\{i})

ṽQ(K)
]
. (6)

可见,利用联盟态度因子,通过风险偏好均值算
法可对要素双模糊限制交流结构合作博弈的联盟支

付函数进行集结,即可实现要素双模糊限制交流结构
合作博弈到模糊联盟交流结构合作博弈的转化,进而
确定其收益分配方法.

3 要素双模糊限制交流结构合作博弈的

A-T解及其性质
根据定义的要素双模糊限制交流结构合作博弈

的凸性等性质,基于经典A-T解和模糊联盟支付函数,
给出带偏好的要素双模糊限制交流结构合作博弈的

A-T解具体形式.
定义7 对于要素双模糊限制交流结构合作博

弈 (N, w̃, L(S̄)),若实向量x(N, w̃, L(S̄)) = (x1(N,

w̃, L(S̄)), x2(N, w̃, L(S̄)), . . . , xn(N, w̃, L(S̄))) 满 足

以下公理,则称x(N, w̃, L(S̄))是(N, w̃, L)的模糊解.
公理 1 (分支有效性公理) 对于要素双模糊限

制交流结构合作博弈 (N, w̃, L(S̄)),若维向量值函数
x(N, w̃, L(S̄))满足∑

i∈K

xi(N, w̃, L(S̄)) = ṽ(K), K ∈ ĈL(N),

则称 xi(N, w̃, L(S̄))具有分支有效性 (即整体合理
性).

公理 2 (分支公平性公理) 对于要素双模糊限

制交流结构合作博弈 (N, w̃, L(S̄)),K ∈ ĈL(N),若
维向量值函数x(N, w̃, L(S̄))满足

1

|Kh|
∑
i∈Kh

(xi(N, w̃, L(S̄))−

xi((N, w̃, L(S̄))\L{h, l})) =
1

|Kl|
∑
j∈Kl

(xj(N, w̃, L(S̄))−

xj((N, w̃, L(S̄))\L{h, l})).

则称xi(N, w̃, L(S̄))具有分支公平性,其中Kh和Kl

为K删掉边L{i, j}后所得的包含结点 i的连通分

支.分支公平性反应了删除任意边L{h, l}后,分支两
边收益变化程度相同.
公理 3 (可加性公理) 对于要素双模糊限制交

流结构合作博弈(N, w̃1, L(S̄))和(N, w̃2, L(S̄)),若对
于任意i ∈ N ,满足

xi(N, w̃1 + w̃2, L(S̄)) =

xi(N, w̃1, L(S̄)) + xi(N, w̃2, L(S̄)),

则称xi(N, w̃, L(s̄))具有可加性.
定理 1 若 (N, w̃, L(S̄))是要素双模糊限制交

流结构合作博弈,则 ÃT(N, w̃, L(S̄)) = (ÃT1(N, w̃,

L(S̄)), ÃT2(N, w̃, L(S̄)), . . . , ÃTn(N, w̃, L(S̄)))是其

A-T解,具体为

ÃTi(N, w̃, L(S̄)) =

d(S̄)∑
m=1

ATi(N, vQ, L([S̄]hm
))(hm − hm−1). (7)

其中:h(0) = 0,m = 1, 2, . . . , d(S̄), [S̄]hm
= {i ∈ N |

µS̄(i) ⩾ hm}为局中人参与程度µS̄(i) ⩾ hm的所有

局中人组成的清晰联盟.
证明 要证明 ÃT(N, w̃, L(S̄))是 (N, w̃, L(S̄))

上的A-T解,需要证明式 (7)满足定义7中公理1∼公
理3.

1) 分支有效性.由于 (N, vQ, L([S̄]hm
))是 (N, w̃,

L(S̄))相对应的经典交流结构合作博弈,根据经典
A-T解分支有效性可得,对于任意联盟S ∈ P (N),

ATi(N, vQ, L([S̄]hm
))具有分支有效,故对于任意

K ∈ ĈL(N),有∑
i∈K

ÃTi(N, w̃, L(S̄)) =

∑
i∈SuppK

d(S̄)∑
m=1

ATi(N, vQ, L([S̄]hm
))(hm − hm−1) =

d(S̄)∑
m=1

(hm − hm−1)
∑

i∈SuppK
ATi(N, vQ, L([S̄]hm

)) =
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d(S̄)∑
m=1

(hm − hm−1)vQ((K)hm
) = w̃(K).

因此,要素双模糊限制交流结构合作博弈 (N, w̃,

L(S̄))的A-T解满足分支有效性,即∑
i∈K

ÃTi(N, w̃, L(S̄)) = w̃(K), K ∈ ĈL(N).

2) 分支公平性.因为对于任意K ∈ ĈL(N),∑
i∈K

ÃTi(N, w̃, L(S̄)) = w̃(K),且由于经典交流结

构合作博弈的分支有效性,在L(K)中任意连接边

L{i, j}有∑
i∈Kh

ATi((N, w̃, L(S̄))\L{h, l}) = w̃(Kh),

∑
i∈Kl

ATi((N, w̃, L(S̄))\L{h, l}) = w̃(Kl).

结合经典交流结构合作博弈的分支公平性定理,可以
推导出

1

|Kh|
∑

i∈SuppKh

(ÃTi(N, w̃, L(S̄))−

ÃTi((N, w̃, L(S̄))\{h, l})) =
1

|Kl|
∑

i∈SuppKl

(ÃTi(N, w̃, L(S̄))−

ÃTi((N, w̃, L(S̄))\{h, l})).

3) 可加性.设要素双模糊限制交流结构合作博
弈(N, w̃1, L(S̄)), (N, w̃2, L(S̄)) ∈ GF (N,L(S̄)),由式
(7)具有的线性性质可知

ÃTi(N, w̃1 + w̃2, L(S̄)) =

d(S̄)∑
m=1

(hm − hm−1)ATi(N, (vQ)1 + (vQ)2, L[S̄]hm
) =

d(S̄)∑
m=1

(hm − hm−1)ATi(N, (vQ)1, L[S̄]hm
)+

d(S̄)∑
m=1

(hm − hm−1)ATi(N, (vQ)2, L[S̄]hm
) =

ÃTi(N, w̃1, L(S̄)) + ÃTi(N, w̃2, L(S̄)).

综上, ÃT(N, w̃, L(S̄)) = (ÃT1(N, w̃, L(S̄)),

ÃT2(N, w̃, L(S̄)), . . . , ÃTn(N, w̃, L(S̄))) 是要素双

模糊限制交流结构合作博弈 (N, w̃, L(S̄))的 A-T
解. 2

定理 2 若 (N, w̃, L(S̄))是要素双模糊限制

交流结构合作博弈,则 A-T解 ÃT(N, w̃, L(S̄))是

(N, w̃, L(S̄))的一个分配.
证明 若i /∈ N ,则显然ÃT(N, w̃, L(S̄)) = 0.
若 i ∈ N ,因为(N, vQ, L([S̄]hm

))是(N, w̃, L(S̄))

相对应的经典交流结构合作博弈,则根据AT(N, vQ,

L([S̄]hm
))的分支有效性,对于任意K ∈ ĈL(N),有∑
i∈K

ATi(N, vQ, L([S̄]hm
)) = vQ(K).

由此该解满足分配中的群体合理性.另外,因为

vQ(B) = vQ({i})
∪ ∑

K∈CL(Bi\{i})

vQ(K) ⩾

vQ({i}) +
∑

K∈CL(Bi\{i})

vQ(K),

从而可得

vQ(B)−
∑

K∈CL(Bi\{i})

vQ(K) ⩾ vQ({i}).

因此有

ÃTi(N, w̃, L(S̄)) =

d(S̄)∑
m=1

ATi(N, vQ, L([S̄]hm
))(hm − hm−1) =

d(S̄)∑
m=1

(hm − hm−1)
1

|BL|

( ∑
i∈B∈BL

vQ(Bi)−∑
K∈CL(Bi\{i})

vQ(K)
)
⩾

d(S̄)∑
m=1

(hm − hm−1)vQ({i}) = w̃({i}).

由此,该解满足分配中的个体合理性.
综上可知, ÃT1(N, w̃, L(S̄))是满足分配中的群

体合理性和个体合理性条件,因此该解是要素双模糊
限制交流结构合作博弈(N, w̃, L(S̄))的一个分配. 2
定理 3 若 (N, w̃, L(S̄))是要素双模糊完全交

流结构合作博弈,则A-T解 ÃT(N, w̃, L(S̄))等同于

Shapley值SH(N, w̃, L(S̄)).
证明 根据式(5)将要素双模糊交流结构合作博

弈的特征函数转化为清晰函数,且文献 [15-16]已证
明清晰完全交流结构合作博弈的A-T解等于Shapley
值,因此有

ÃT(N, w̃, L(S̄)) = SH(N, w̃, L(S̄)).

当要素双模糊交流结构合作博弈为完全图结构时,
A-T解等同于Shapley值. 2
4 农地经营PPP项目收益分配问题
为了提高农地利用率,政府、农民和企业三方

(分别为1、2、3三个局中人)合作的农地经营PPP项
目日益常见.由于该项目以土地为基础,在联盟组
建中提供土地的农民不可或缺,可能形成的合作联
盟仅有{1, 2}, {2, 3}, {1, 2, 3}三种形式 ({1, 3}应无合
作基础,联盟不存在),即N = {1, 2, 3}, L = {{1, 2},
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{2, 3}}.由于市场需求不确定性等因素,联盟收益以
区间模糊数形式表示,分别为: ṽ({1}) = [2.5, 5],

ṽ({2})=[1.5, 3], ṽ({3})=[3.8, 7.5], ṽ({1, 2})=[8, 16],

ṽ({2, 3}) = [10.5, 21], ṽ({1, 2, 3}) = [25.6, 46.5] (单
位:万元).现由于受到能力等诸多条件的限制,局中
人1、2、3分别只能以各自所需资源20%、40%、50%
的程度参与项目.此外,各局中人具有不同的风险偏

好, BUM函数分别为Q1(y) = y2(保守型),Q2(y) = y

(中立型),Q3(y) = y1/2 (冒险型).由以上信息可见,
此联盟收益分配问题属于一类考虑局中人风险偏好

的要素双模糊限制交流结构合作博弈.
根据各局中人的BUM函数,利用式 (5)∼ (7)可

计算出不同联盟组合下的态度因子、联盟收益以及

各局中人从不同联盟中获得的收益分配,如表1所示.

表 1 要素双模糊下的收益分配策略

S̄ tv(S̄) θS̄ w̃(S̄) 1(政府) 2(农民) 3(企业)

S̄1 = (0.2, 0, 0) [0.5, 1] 1/3 0.67 0.67 0 0

S̄2 = (0, 0.4, 0) [0.6, 1.2] 1/2 0.9 0 0.9 0

S̄3 = (0, 0, 0.5) [1.9, 3.75] 2/3 3.13 0 0 3.13

S̄1,2 = (0.2, 0.4, 0) [1.9, 3.8] 5/12 2.69 1.23 1.46 0

S̄2,3 = (0, 0.4, 0.5) [4.58, 9.15] 7/12 7.25 0 2.51 4.74

S̄1,2,3 = (0.2, 0.4, 0.5) [7.6, 14.25] 1/2 10.93 1.673 4.423 4.833

由表1可见,对于政府而言,若不参与该项目 (将
财政投入其他项目)则可获利0.67万元,若与农民合
作则可获利1.23万元,若与农民、企业三方合作则可
获利1.673万元.因此,政府会选择加入所得收益最大
的大联盟.同理分析可知,农民与企业也会作出相同
的选择,因此最终形成最大联盟,即三方合作联盟.

农地经营 PPP项目中,土地作为关键投入资源
必不可少,政府与企业之间不能直接形成合作联
盟.本文讨论的是具有限制交流结构的合作博弈
问题,可准确刻画现实中常见的类似具有约束的合
作经营项目,比如:供应链上中下游合作中因技术
相关和资源互补性,不是供应链上的任意企业间都
可实现有效合作;公路或机场的合作建设因地域区
位限制只有相邻地域间可能直接合作;流域治理
及流域管理合作中,由于流域上游和下游区域限制
不能直接合作,但可通过中游加入实现间接交流合
作.针对此类情况,有学者认为若局中人之间无合
作,则其联盟收益便是各局中人单干收益之和.假设
ṽ({1, 3}) = ṽ({1})+ ṽ({3}),利用Shapley值方法进行
收益分配,两种方法结果对比为 ÃT1(N, w̃, L(S̄)) <

SH1(N, w̃, L(S̄)), ÃT2(N, w̃, L(S̄)) > SH2(N, w̃,

L(S̄)), ÃT3(N, w̃, L(S̄)) < SH3(N, w̃, L(S̄)),表明A-
T解法相对于Shapley值法,农民分配收益有所增加,
而政府和企业分配收益有所减少,这源于农民提供土
地的无可替代地位.由此可见,局中人在联盟中的获
利能力不仅取决于其对联盟收益的边际贡献,还取决
于在联盟中所处的地位,越是关键不可替代其分配越
多.因此,在具有交流结构联盟情形下, A-T解相对于
Shapley值更具合理性.

5 结 论

现实合作结盟中信息模糊是普遍存在的,联盟和
支付同时模糊的现象并不少见,针对此类情况的限
制交流结盟问题,定义了要素双模糊的限制交流结构
合作博弈,并通过考虑局中人的风险偏好情况,结合
模糊联盟合作博弈的Choquet积分形式,提出了满足
公理体系的A-T解.该解是经典A-T解关于联盟参与
度和支付函数的双重模糊延拓推广,不仅能有效刻画
现实结盟情境中的约束性和模糊性,而且有利于分配
收益函数的求解.模糊联盟合作博弈的拓展形式除
Choquet积分形式,还有多线性、比例值等,支付值的
模糊、不确定形式因环境变化而变化,今后将进一步
根据实际问题探讨更加合理恰当的模糊合作博弈.
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