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摘 要: 研究在模型依赖平均驻留时间切换策略下切换线性系统的异步切换控制问题,同时考虑模型依赖的控制
器滞后时间的约束问题.在实际情况下,信号传输和系统检测等原因会导致控制器的切换滞后于子系统.基于这
类情况,首先将子系统运行的区间划分为子系统与控制器相匹配的区间和非匹配的区间,根据模型依赖的驻留时
间策略设计出各子系统的控制器;然后,结合模型依赖的控制器滞后时间、系统参数和Lyapunov稳定条件推导出
合适的驻留时间设计参数,且使得异步切换系统全局一致指数稳定;最后通过数值仿真验证了所提出方法的有效
性.
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Asynchronous switching control based on mode-dependent average dwell
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Abstract: In this paper, the problem of asynchronous switching control is investigated for switched linear systems
based on the mode-dependent average dwell time (MDADT) method, meanwhile, the time delay constraints of model-
dependent controllers are considered. In actual situations, owing to signal transmission, system detection, and the like,
the switching of controllers is often lagged behind their corresponding subsystems. Therefore, the time interval in which
one subsystem operates is divided into two parts: the matched and the mismatched. The controller of each subsystem is
designed according to its model-dependent dwell time. Then, combined with the lag time of controllers, the appropriate
dwell time strategy is derived based on Lyapunov stability conditions and system parameters, and the global exponential
stability of the asynchronous switched systems is guaranteed. Finally, a numerical example is provided to demonstrate
the effectiveness of the proposed method.
Keywords: switching system；asynchronous switching；mode-dependent；average dwell time；exponential stability

0 引 言

切换系统在近些年来得到了大量的研究,主要是
因为其适用范围非常广泛,如飞行控制[1]、机器人科

学[2]、生物生态系统[3]和网络控制[4]等方面.切换系
统存在的主要价值在于其可以将切换系统的各个子

系统视为一种模态,通过切换率的控制达到在各个模
态间互相切换的目的.此外,许多不稳定的子系统在
经过切换率的控制后形成的整体系统是稳定的,这便

给切换系统提供了很大的应用空间.因此,大量有价
值的关于切换系统的控制分析研究纷纷涌现[5-6].在
稳定性问题方面,所有子系统的共同Lyapunov泛函
的存在已被证明为切换系统稳定的充分条件[7].然
而,许多切换系统并不存在共同Lyapunov泛函,或者
说难以找到,于是便催生了多Lyapunov泛函[8]、多类

Lyapunov泛函[9]的出现.这些理论不断地丰富了切
换控制系统的理论基础.另一方面,切换系统的L2增
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益分析[10]和H∞控制问题
[11]也得到了广泛的关注

和研究.
切换系统的切换策略主要体现在其驻留时间的

设计.为了使切换系统能够稳定,人们对切换系统的
切换率提出了各种策略,如最小切换策略[12]、迟滞

切换策略[13-14]、平均驻留时间策略[11,15]以及模型依

赖的驻留时间策略[16-17].相比于任意切换策略,平均
驻留时间切换策略是一组受限制的切换信号,这意
味着有限时间的切换次数是有限的,而且驻留时间不
小于一个常数[18].它的极限情况就是任意切换,因此,
在平均驻留时间切换策略上的研究相对而言更具价

值[11].模型依赖的驻留时间策略严格意义上来讲是
平均驻留时间策略的一种变形,但其兼顾了各个子系
统的参数变化对各子系统驻留时间的影响,降低了所
设计系统的保守性,因而具有更为广泛的应用范围.

上述的结论主要体现在同步切换的领域.然而
在非理想的情况下,运行的子系统与控制器之间往
往存在一定的延时,而且大多是控制器的切换滞后
于子系统的切换,因此,理想的切换控制模型往往具
有很大的保守性.近些年,涌现了大量的关于异步切
换控制的研究成果[19-22].异步切换的概念首次出现
于 2009年[23],在此之后,通过放松对子系统与控制
器不匹配时的Lyapunov泛函的约束 (往往是不要求
Lyapunov泛函是严格单调递减的),并使其满足全局
稳定的条件而设计出相应的状态控制器[9].另外,离
散和连续异步切换系统的动态输出反馈也受到了关

注[24-25].然而,这些研究并没有充分拓展到模型依赖
的驻留时间切换策略中,因此,结合模型依赖的驻留
时间策略和异步切换控制具有十分重要的现实意义,
已有不少文献对这个领域进行了一些研究.例如:文
献 [26]利用MDADT策略对二维切换系统进行分析,
在Fornasini-Marchesini局部状态空间模型中,使用模
型依赖的控制器和可容许的切换信号,使系统渐近
稳定且具有H∞性能;文献 [27]研究执行机构饱和的
模糊切换系统的异步控制;文献 [28]研究离散脉冲系
统异步切换控制方法,通过引入MDADT策略获得了
更宽松的渐近稳定条件;文献 [29]讨论切换时变时
滞系统的异步控制问题,利用分段Lyapunov泛函和
MDADT策略得到了系统指数稳定的充分条件;文献
[30]考虑异步切换T-S模糊模型的H∞滤波问题,利
用多Lyapunov泛函和MDADT的方法得到了系统全
局一致渐近稳定和满足H∞性能指标的充分条件;文
献 [31]对正切换变时滞线性系统的异步L1控制进行

研究,设计了相应的控制器和可容许的切换信号,使

闭环系统稳定且具有指定的L1增益性能;文献 [32]
利用T-S模糊模型解决连续非线性脉冲系统的指数
稳定和异步切换控制问题,同时还讨论了控制器与子
系统不匹配区间Lyapunov泛函持续下降的情况;文
献 [33]讨论了在MDADT方法和异步切换控制下离
散切换线性变参数系统的稳定性、L2增益和H∞控

制问题;文献 [34]研究基于观测器的异步切换正非线
性系统的滑膜控制问题,设计了相应的观测器、滑膜
切换率和模型依赖平均驻留时间,以保证具有L1增

益性能的闭环系统的指数稳定性和正定性.这些研
究成果都表明了该领域具有非常重要的研究价值.
本文主要研究连续切换线性系统在模型依赖的

驻留时间策略下的异步切换问题.以往的异步控制
研究主要集中在平均驻留时间的领域内,平均驻留时
间考虑的是在有限时间内系统的稳定性问题.与这
些研究相比,模型依赖的驻留时间策略下的异步切换
具有更小的保守性,且由于驻留时间由系统自身的参
数决定,使得模型依赖的驻留时间策略下设计的控制
器对于无限时间内的时序切换控制也有很好的控制

效果.而与上述模型依赖的平均驻留时间方法下的
异步切换文献相比,本文中定理的构造方法和模型依
赖的平均驻留时间的求解方式与其均不相同,本文通
过系统的衰减指数和系统控制器的滞后时间引入模

型依赖的平均驻留时间的设计参数.此外,系统鲁棒
性能的证明方法也与上述文献存在一些差异.因此,
本文的工作重心主要集中于寻求新的控制方法以解

决模型依赖的控制器滞后时间问题.

1 问题᧿述

考虑如下连续切换线性系统:

ẋ(t) = Aσ(t)x(t) +Bσ(t)u(t) + Eσ(t)w(t),

z(t) = Cσ(t)x(t) +Dσ(t)u(t). (1)

其中:x(t) ∈ Rn为状态空间;u(t) ∈ Rm为控制输入;
w(t) ∈ Rn为扰动输入; z(t) ∈ Rn为期望输出;σ(t) :
[0,∞) → M = {1, 2, . . . , N}为分段右连续的常数函
数,称为系统的切换信号,N表示子系统的个数;Ai、

Bi、Ci、Di、Ei (i ∈ M = {1, 2, . . . , N})为适当维数
的常数矩阵.切换时间序列可以表示为 {(t0, σ(t0)),
(t1, σ(t1)), . . . , (tn, σ(tn)), . . . , n = 0, 1, 2, . . .}, t0表
示初始时间, tn表示第n个切换瞬间,当t ∈ (tn, tn+1)

时,第σ(tn)个子系统运行.
定义1 [9] 对于切换连续线性系统 (1),如果存

在常数 c > 0, δ > 0,使得相应的系统解在任
意初始条件下对于所有的 t ⩾ t0满足 ∥x(t)∥2 <

ce−δ(t−t0)∥x(t0)∥2,则称该系统在平衡态x = 0时在



第3期 黄金杰等: 基于模型依赖驻留时间的异步切换控制 611

此切换信号下是全局一致指数稳定的.
定义 2 [8] 使用切换率σ(t)控制切换系统,当

t ∈ (t0, t)时,使用Nσ(t0, t)表示系统在此区间上的

切换次数,若存在正实数N0和τa使得

Nσ(t0, t) ⩽ N0 +
t− t0
τa

, (2)

则称τa为此切换率的平均驻留时间,其中N0表示振

动幅度.
平均驻留时间强调的是相邻的两次切换之间的

时间不得小于一个常数τa.
定义3 [17] 使用切换率σ(t)控制具有M个子系

统的切换系统,当t ∈ (t0, t)时,使用Nσ,i(t0, t)表示第

i个子系统在此区间上的切换次数,若存在相应的正
实数N0,i和τi使得∑

i∈M

Nσ,i(t0, t) ⩽
∑
i∈M

N0,i +
∑
i∈M

Ti(t0, t)

τi
, (3)

则称 τi为第 i个子系统在此切换率下的模型依赖

的驻留时间.其中:N0,i表示第 i个子系统的振动幅

度,Ti(t0, t)表示在时间 (t0, t)内第 i个子系统运行的

总时间.
由定义2和定义3可知,在平均驻留时间策略下,

每个子系统均采用一样的参数来决定各子系统的驻

留时间,即平均驻留时间策略并非是模型依赖的.而
定义3中模型依赖的驻留时间策略充分利用了所有
系统中的参数,因此,这种策略具有更小的保守性.本
文采用模型依赖的驻留时间策略,各个子系统的驻留
时间由其系统参数决定.用 τi(i ∈ M)表示第 i个子

系统的驻留时间.
定义4 [35] 若存在正实数α、γ使得下面两个条

件成立,则称系统具有指数的H∞性能γ:
1)当扰动为零时,系统指数稳定;
2)在零初始条件下,扰动不为零的系统满足w ∞

t0
e−α(t−t0)zT(t)z(t)dt ⩽ γ2

w ∞

t0
wT(t)w(t)dt.

2 主要结论

对于系统 (1),考虑其控制输入为u(t) = Kσ,(t) ×
x(t), σ,(t)表示控制器的切换信号,Kσ,(t)为所设计

的控制器增益.为了与实际情况相符,假设控制器落
后子系统的时间∆n ⩽ τn = tn+1 − tn, n = 0,

1, 2, . . . .因此,控制器的切换时间序列可以表示为
{(t0 + ∆0, σ

,(t0)), (t1 + ∆1, σ
,(t1)), . . . , (tn−1 +

∆n−1, σ
,(tn−1)), . . . , n = 0, 1, 2, . . .}.

由之前的假设可以得到相应的连续时间闭环系

统为 [
ẋ(t)

z(t)

]
=

[
Ãi Ẽi

C̃i 0

][
x(t)

w(t)

]
, i ∈ M. (4)

其中: Ãi = Ai +BiKi, Ẽi = Ei, C̃i = Ci +DiKi.
假设 t = tn时,第σ(tn) = i个子系统运行, t =

tn+1时,第σ(tn+1) = j个子系统运行,则相应的控制
器的动作时间分别为 tn + ∆n, tn+1 + ∆n+1.因控制
器的切换落后于子系统的切换,故在系统运行时间
(t0, t)内存在控制器与子系统匹配的区间T+(t0, t)

和不匹配的区间T−(t0, t).这两种情况可以分别进行
讨论.由系统(4)可以得到整个异步切换控制系统,即[

ẋ(t)

z(t)

]
=



Ãi Ẽi

C̃i 0

x(t)

w(t)

 , t ∈ [tn +∆n, tn+1);Ãij Ẽij

C̃ij 0

x(t)

w(t)

 , t ∈ [tn, tn +∆n).

(5)

其中: Ãi = Ai + BiKi, Ẽi = Ei, C̃i = Ci + DiKi,

Ãij = Ai +BiKj , Ẽij = Ei, C̃ij = Ci +DiKj .
在接下来的讨论中,令τi表示子系统模型依赖的

驻留时间, ζi表示相应的驻留时间的设计参数,T+
σ(tf )

和T−
σ(tf )

分别表示第σ(tf )个系统运行时,控制器与
子系统匹配与不匹配的时间, f ∈ φ(i) = {σ(tf ) =

i, i ∈ M}.
定理1 给定正常数αi > 0和βi > 0, µi > 1, i ∈

M .若存在一组正定实对称矩阵Pi ∈ Rn×n,正标量
τi、ζi和一个正实数γ, i, j ∈ M, i ̸= j,有Ã

T
i Pi + PiÃi + αiPi PiẼi C̃T

i

∗ −γ2I 0

∗ ∗ −I

 < 0, (6)

Ã
T
ijPi + PiÃij − βiPi PiẼij C̃T

ij

∗ −γ2I 0

∗ ∗ −I

 < 0, (7)

Pi ⩽ µiPj , (8)

τi >
lnµi

ζi
, (9)

inf
t>tf

T+
σ(tf )

T−
σ(tf )

⩾ βi + ζi
αi − ζi

, (10)

则闭环系统 (5)在切换率σ,(t)下全局一致指数稳定,
且满足指数H∞性能指标γ.其中: ζi ∈ (0, αi), i ∈
M , f ∈ φ(i) = σ(tf ) = i, i ∈ M .

证明 考虑在控制过程中,各子系统的控制器滞
后的时间往往与子系统本身相关,因此,在基于模型
依赖的切换策略下,将∆i、αi、βi和µi综合考虑,进而
可以得到各子系统合适的驻留时间,满足系统全局一
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致指数稳定.
假设 t ∈ [tn, tn+1)时,第σ(tn) = i个子系统运

行; t ∈ [tn+1, tn+2)时,第σ(tn+1) = j个子系统运

行.考虑闭环系统(5)的Lyapunov函数为

Vi(t) = xT(t)Pix(t), i ∈ M. (11)

若扰动为零,则当控制器与子系统相匹配,即 t ∈
[tn +∆n, tn+1)时,对Lyapunov函数求导,可得

V̇i(t) = ẋT(t)Pix(t) + xT(t)Piẋ(t) =

xT(t)ÃT
i Pix(t) + xT(t)PiÃix(t) =

xT(t)[ÃT
i Pi + PiÃi]x(t). (12)

由式(6)和(12)可知

V̇i(t) < −αiVi(t), (13)

当t ∈ [tn +∆n, tn+1)时,对式(13)解微分方程,可得

Vi(t) ⩽ e−αi(t−tn−∆n)Vi(tn +∆n). (14)

当控制器与子系统不匹配,即 t ∈ [tn, tn + ∆n)时,对
于闭环系统(5)有

V̇i(t) = xT(t)ÃT
ijPix(t) + xT(t)PiÃijx(t) =

xT(t)[ÃT
ijPi + PiÃij ]x(t). (15)

由式(7)和(15)可知

V̇i(t) < βiVi(t), (16)

当t ∈ [tn, tn +∆n)时,对式(16)求解微分方程,可得

Vi(t) ⩽ eβit−βitnVi(tn) = eβi(t−tn)Vi(tn). (17)

因此,当 t ∈ [tn, tn+1)时,为一整个切换工作周期.故
当t ∈ [tn, tn+1)时,有

Vσ(tn)(t) ⩽

e−ασ(tn)[tn+∆n,tn+1)+βσ(tn)[tn,tn+∆n)Vσ(tn)(tn) ⩽

µσ(tn)·

e−ασ(tn)[tn+∆n,tn+1)+βσ(tn)[tn,tn+∆n)Vσ(tn−1)(t
−
n ).

(18)

令T+
σ(tn)

= [tn +∆n, tn+1), T
−
σ(tn)

= [tn, tn +∆n),由
式(18)可得

Vσ(tn)(t) ⩽

e−ασ(tn)T
+
σ(tn)

+βσ(tn)T
−
σ(tn)Vσ(tn)(tn) ⩽

µσ(tn)e
−ασ(tn)T

+
σ(tn)

+βσ(tn)T
−
σ(tn)Vσ(tn−1)(t

−
n ) ⩽

µσ(tn)e
−ασ(tn)T

+
σ(tn)

+βσ(tn)T
−
σ(tn) ·

e−ασ(tn−1)T
+
σ(tn−1)

+βσ(tn−1)T
−
σ(tn−1)Vσ(tn−1)(tn−1) ⩽

. . . ⩽

µσ(tn)µσ(tn−1) . . . µσ(t0)e
−ασ(tn)T

+
σ(tn)

+βσ(tn)T
−
σ(tn) ·

e−ασ(tn−1)T
+
σ(tn−1)

+βσ(tn−1)T
−
σ(tn−1) . . .

e−ασ(t0)T
+
σ(t0)

+βσ(t0)T
−
σ(t0)Vσ(t0)(t0). (19)

当t ∈ [t0, t)时,第 i个子系统的切换次数表示为Nσ,i.
f ∈ φ(i) = {σ(tf ) = i, i ∈ M},即用tf表示所有的第

i个子系统开始运行的时间.于是,由式(19)可得

Vσ(tn)(t) ⩽∏
i∈M

µ
Nσ,i

i e
∑

i∈M

[
−αi

∑
f∈ϕ(i)

T+
σ(tf )

+βi
∑

f∈ϕ(i)

T−
σ(tf )

]
Vσ(t0)(t0) =

∏
i∈M

(
µ
Nσ,i

i e
−αi

∑
f∈ϕ(i)

T+
σ(tf )

+βi
∑

f∈ϕ(i)

T−
σ(tf ))

Vσ(t0)(t0).

(20)

由条件(10)可知

−αiT
+
σ(tf )

+ βiT
−
σ(tf )

⩽ −ζi(tf+1 − tf ), (21)

因此,可得

Vσ(tn)(t) ⩽∏
i∈M

(
µ
Nσ,i

i e
−αi

∑
f∈ϕ(i)

T+
σ(tf )

+βi
∑

f∈ϕ(i)

T−
σ(tf ))

Vσ(t0)(t0) ⩽

∏
i∈M

(
µ
Nσ,i

i e
−ζi

∑
f∈ϕ(i)

(tf+1−tf ))
Vσ(t0)(t0) ⩽

e
∑

i∈M

N0,i ln µi

e
∑

i∈M,f∈ϕ(i)

−
(
ζi−

ln µi
τi

)
(tf+1−tf )

Vσ(t0)(t0).

(22)

由式(9)和(22)可知,当t → ∞时,Vσ(t)(t)收敛于

零.因此,当式 (8)∼ (10)成立时,闭环系统 (5)全局一
致渐近稳定.另外,取

c =

√
λmax(Pσ(t0))

λmin(Pσ(tn))
e

1
2 max

i∈M
{N0,i ln µi}

> 0,

δ =
1

2
min
i∈M

(
ζi −

lnµi

τi

)
> 0

时,式 (22)满足∥x(t)∥2 ⩽ ce−δ(t−t0)∥x(t0)∥2.由定义
1可知,系统全局一致指数稳定.
若扰动不为零,则t ∈ [tn +∆n, tn+1)时,有

V̇i(t) < −αiVi(t)− Γ (t), (23)

Vi(t) ⩽ e−αi(t−tn−∆n)Vi(tn +∆n)−w t

tn+∆n

e−αi(t−s)Γ (s)ds; (24)

当t ∈ [tn, tn +∆n)时,有

V̇i(t) < βiVi(t)− Γ (t), (25)

Vi(t) ⩽ eβi(t−tn)Vi(tn)−
w t

tn
eβi(t−s)Γ (s)ds, (26)

其中Γ (t) = zT(t)z(t)− γ2wT(t)w(t).
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假设 t ∈ [tn, tn+1)时,第σ(tn) = i个子系统运

行; t ∈ [tn+1, tn+2)时,第σ(tn+1) = j个子系统运

行; i, j ∈ M,n = 0, 1, 2, . . . .故由式 (8)、(24)和 (26)
可知

Vσ(tn)(t) ⩽

e−ασ(tn)(t−tn−∆n)Vσ(tn)(tn +∆n)−w t

tn+∆n

e−ασ(tn)(t−s)Γ (s)ds ⩽

e−ασ(tn)(t−tn−∆n)
(

eβσ(tn)(∆n)Vσ(tn)(tn)−
w tn+∆n

tn
eβσ(tn)(tn+∆n−s)Γ (s)ds

)
−

w t

tn+∆n

e−ασ(tn)(t−s)Γ (s)ds ⩽

e−ασ(tn)(t−tn−∆n)
(

eβσ(tn)(∆n)µσ(tn)Vσ(tn−1)(t
−
n )−

w tn+∆n

tn
eβσ(tn)(tn+∆n−s)Γ (s)ds

)
−

w t

tn+∆n

e−ασ(tn)(t−s)Γ (s)ds ⩽ . . . ⩽

e−ασ(tn)(t−tn−∆n)
(

eβσ(tn)(∆n)µσ(tn) . . .

µσ(t1)

(
e−ασ(t0)(t1−t0−∆0)

(
eβσ(t0)(∆0)Vσ(t0)(t0)−

w t0+∆0

t0
eβσ(t0)(t0+∆0−s)Γ (s)ds

)
−

w t1

t0+∆0

e−ασ(t0)(t1−s)Γ (s)ds
)
− . . .−

w tn+∆n

tn
eβσ(tn)(tn+∆n−s)Γ (s)ds

)
−

w t

tn+∆n

e−ασ(tn)(t−s)Γ (s)ds. (27)

此处主要研究系统输出z(t)对扰动w(t)的抑制

性能,故取x(t0) = 0.将Γ (s)展开,根据对应项的小
于关系和式(27),可得w t0+∆0

0
zT(s)z(s)eβσ(t0)(t0+∆0−s)ds ⩽

γ2
w t0+∆0

0
wT(s)w(s)eβσ(t0)(t0+∆0−s)ds,

w t1

t0+∆0

zT(s)z(s)e−ασ(t0)(t1−s)ds ⩽

γ2
w t1

t0+∆0

wT(s)w(s)e−ασ(t0)(t1−s)ds,

...w tn+∆n

tn
zT(s)z(s)eβσ(tn)(tn+∆n−s)ds ⩽

γ2
w t0+∆0

0
wT(s)w(s)eβσ(tn)(tn+∆n−s)ds,

w t

tn+∆n

zT(s)z(s)e−ασ(tn)(t−s)ds ⩽

γ2
w t

tn+∆n

wT(s)w(s)e−ασ(tn)(t−s)ds. (28)

将积分限合并,并根据式(10)可得
w t

t0
e

∑
i∈M,f∈ϕ(i)

−ζi(tf+1−s)

zT(s)z(s)ds ⩽

γ2
w t

t0
e

∑
i∈M,f∈ϕ(i)

−ζi(tf+1−s)

wT(s)w(s)ds. (29)

当 t ∈ [t0, t)时,上式两边同乘
∏

i∈M,f∈ϕ(i)

µ
Nσ,i(s,tf+1)
i ,

则有 w t

t0
e

∑
i∈M,f∈ϕ(i)

−ζi(tf+1−s)

·∏
i∈M,f∈ϕ(i)

µ
Nσ,i(s,tf+1)
i zT(s)z(s)ds ⩽

w t

t0
e

∑
i∈M,f∈ϕ(i)

−ζi(tf+1−s)

·∏
i∈M,f∈ϕ(i)

µ
Nσ,i(s,tf+1)
i γ2wT(s)w(s)ds. (30)

对上式两边同乘e
∑

i∈M,f∈ϕ(i)

−Nσ,i(tf,tf+1) ln µi

,得
w t

t0
e

∑
i∈M,f∈ϕ(i)

−ζi(tf+1−s)−Nσ,i(tf ,s) ln µi

·

zT(s)z(s)ds ⩽
w t

t0
e

∑
i∈M,f∈ϕ(i)

−ζi(tf+1−s)−Nσ,i(tf ,s) ln µi

·

γ2wT(s)w(s)ds. (31)

由定义 3可知Nσ,i(tf , s) <
s− tf
τi

,且由式 (9)可知

ζi >
lnµi

τi
,故可得

Nσ,i(tf , s) lnµi ⩽ ζi(s− tf ). (32)

由式(31)和(32)可知
w t

t0
e

∑
i∈M,f∈ϕ(i)

−ζi(tf+1−tf )

zT(s)z(s)ds ⩽

w t

t0
e

∑
i∈M,f∈ϕ(i)

−ζi(tf+1−s)

γ2wT(s)w(s)ds, (33)

即 w t

t0
e

∑
i∈M,f∈ϕ(i)

−ζi(s−tf )

zT(s)z(s)ds ⩽

γ2
w t

t0
wT(s)w(s)ds. (34)

对上式从t = 0到∞积分,可得
w ∞

t0
e

∑
i∈M,f∈ϕ(i)

−ζi(s−tf )

zT(s)z(s)ds ⩽

γ2
w ∞

t0
wT(s)w(s)ds. (35)

由定义4可知,闭环系统 (33)满足指数H∞性能

约束. 2
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若采用平均驻留时间策略对系统进行控制,则可
令定理1中的αi > 0和βi > 0, µi > 1, i ∈ M ,均取值
为α > 0和β > 0, µ > 1,于是,可以得到如下推论.
推论1 给定正常数α > 0和β > 0, µ > 1.若

存在一组正定实对称矩阵Pi ∈ Rn×n,正标量τ、ζ和

γ, i, j ∈ M, i ̸= j,有Ã
T
i Pi + PiÃi + αPi PiẼi C̃T

i

∗ −γ2I 0

∗ ∗ −I

 < 0, (36)

Ã
T
ijPi + PiÃij − βPi PiẼij C̃T

ij

∗ −γ2I 0

∗ ∗ −I

 < 0, (37)

Pi ⩽ µPj , (38)

τ >
lnµ

ζ
, (39)

inf
t>t0

T+

T− ⩾ β + ζ

α− ζ
, (40)

则闭环系统 (5)在切换率σ,(t)下全局一致指数稳定,
且满足指数H∞性能指标γ.其中: ζ ∈ (0, α), T+和

T−分别表示控制器与子系统匹配的总时间和不匹

配的总时间.
对比定理 1和推论 1可知, MDADT相比于ADT

在控制器的设计上具有更大的灵活性.
定理2 给定正常数αi > 0和βi > 0, µi > 1, i ∈

M .若存在正定实对称矩阵Si ∈ Rn×n, Qi ∈ Rm,正
标量τi、ζi和一个正实数γ, i, j ∈ M, i ̸= j,有Φi Ei (CiSi +DiQi)

T

∗ −γ2I 0

∗ ∗ −I

 < 0, (41)

Φij Ei (CiSj +DiQj)
T

∗ −γ2I 0

∗ ∗ −I

 < 0, (42)

Sj ⩽ µiSi, (43)

τi >
lnµi

ζi
, (44)

inf
t>tf

T+
σ(tf )

T−
σ(tf )

⩾ βi + ζi
αi − ζi

, (45)

则闭环系统 (5)在切换率σ,(t)下全局一致指数稳定,
且满足H∞性能指标γ.其中: ζi ∈ (0, αi), i ∈ M,f ∈
φ(i) = σ(tf ) = i, i ∈ M ,以及

Φi = AiSi +BiQi + SiA
T
i +QT

i B
T
i + αiSi,

Φij = AiSj +BiQj + SjA
T
i +QT

j B
T
i − βiSj .

同时可以获得控制增益

Ki = QiS
−1
i . (46)

证明 在定理1中令Si
∆
= P−1

i ,KiSi = Qi.由
式(6)和(7)可证式(41)和(42)成立.由式(8)可知

Pi − µiPj ⩽ 0, (47)

由式(47)可知 [
−µiPj I

I −P−1
i

]
⩽ 0. (48)

式(48)经过变换可得

−P−1
i − IT(−µiPj)

−1I ⩽ 0. (49)

令Si
∆
= P−1

i ,可得Sj ⩽ µiSi,式 (43)得证.于是
定理2得证. 2
与推论1类似,平均驻留时间策略下设计的控制

器可由如下推论求得.
推论2 给定正常数α > 0和β > 0, µ > 1.若存

在一组正定实对称矩阵Si ∈ Rn×n, Qi ∈ Rm, i ∈ M ,
正标量τ、ζ和γ, i, j ∈ M, i ̸= j,有Φi Ei (CiSi +DiQi)

T

∗ −γ2I 0

∗ ∗ −I

 < 0, (50)

Φij Ei (CiSj +DiQj)
T

∗ −γ2I 0

∗ ∗ −I

 < 0, (51)

Sj ⩽ µSi, (52)

τ >
lnµ

ζ
, (53)

inf
t>t0

T+

T− ⩾ β + ζ

α− ζ
, (54)

则闭环系统 (5)在切换率σ,(t)下全局一致指数稳定,
且满足H∞性能指标γ.其中: ζ ∈ (0, α),以及

Φi = AiSi +BiQi + SiA
T
i +QT

i B
T
i + αSi,

Φij = AiSj +BiQj + SjA
T
i +QT

j B
T
i − βSj .

若式 (50)∼ (54)有可行解,则控制器增益可由式
(46)求出.

3 数值实例

仿真1 不考虑H∞性能约束时,考虑如下切换
连续系统的两个子系统:

A1 =

[
3.9 1.5

2.5 2.3

]
, B1 =

[
0.2

0.1

]
;

A2 =

[
−1.4 0.3

1 −2.7

]
, B2 =

[
0.1

0.2

]
.

当扰动为零时,平均驻留时间切换策略和本文
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所提出的模型依赖的平均驻留时间切换策略下的

系统参数和系统增益如表 1所示.根据定理 2和推
论 2可得平均驻留时间 τa > 0.99 s,模型依赖的驻
留时间 τ1 > 0.46 s, τ2 > 0.99 s.对于异步切换而
言,需要选择合适的 ζ值使得系统满足异步切换的

稳定条件.系统1和系统2的控制器滞后时间分别为

0.15 s和0.4 s.在平均驻留时间策略下, ζ值可以选取
为 ζ = 0.46 s,则 τa ⩾ 1.506 8 s;在模型依赖的驻留
时间策略下,系统1和系统2的 ζ值可以分别选取为

ζ1 = 1, ζ2 = 0.6,则 τ1 > 0.69 s, τ2 > 1.155 2 s.选
取符合条件的驻留时间为τa = 2 s, τ1 = 2 s, τ2 = 2 s.

表 1 无H∞约束时两种切换策略下的系统参数和计算结果

切换策略

ADT MDADT

系统参数

α ⩾ 0.7, β = 0.8,

µ = 2, ζ = 0.46,

τa > 1.506 8

α1 ⩾ 1.5, α2 ⩾ 0.7,

β1 = 0.8, β2 = 0.5,

µ1 = µ2 = 2,

ζ1 = 1, ζ2 = 0.6,

τ1 > 0.69, τ2 > 1.155 2

控制增益
K1 = [−30.321 1 − 31.074 9],

K2 = [43.527 4 − 20.059 2]

K1 = [−27.876 6 − 45.940 6],

K2 = [−57.020 1 − 20.480 0]

设定初始状态x(0) = [−3 5]T,系统和控制器
的切换信号如图 1所示;在此切换信号下,平均驻留
时间策略下设计的控制器控制的系统异步切换的状

态轨迹如图2所示;模型依赖的驻留时间策略下设计
的控制器控制的系统异步切换的状态轨迹如图3所
示.由图2和图3可以看出,两种异步控制策略均可以
实现系统的稳定.
对比图2和图3:图2中状态1的振荡幅值达到了

−12.5,在 7.5 s左右才能稳定,而且在 6 s处有明显波
动;图3中的状态1仅有−9.5的振荡幅值,在6.5 s左右
达到了稳定.图2中的状态2振荡幅值为6.5,稳定时
间大约需要7 s,在2.15 s处产生波动;图3中的状态2
仅有2.8的振荡幅值,大约在6.3 s处稳定.
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图 1 异步切换信号 (仿真1)
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图 2 ADT下的异步切换系统的状态轨迹 (仿真1)
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图 3 MDADT下的异步切换系统的状态轨迹 (仿真1)

当0 ⩽ t ⩽ 2时,子系统1运行,从图3中可以看
出,在MDADT策略下设计的控制器能够使系统更快
地进入收敛状态;而当2.15 ⩽ t ⩽ 4时,子系统2运
行,从图3中可以看出,虽然MDADT策略下设计的控
制器效果稍好,但并不是非常明显;当4.2 ⩽ t ⩽ 6

时,从图2中可以看出,在ADT策略下设计的子系统
1的控制器控制下状态1相对于稳态值发生了较大偏
离.由此可知: ADT策略下选取的共同的参数更适合
子系统2,并因此牺牲了部分子系统1的控制性能;而
MDADT策略下设计的控制器兼顾了两个子系统各
自的控制性能.以上结果表明,本文所研究的理论是
正确且有意义的.

仿真2 考虑H∞性能时,考虑如下两个子系统:

A1 =

[
−1.5 0.2

0.3 −1.5

]
, B1 =

[
−0.2

0.2

]
,

C1 =

[
−0.2 0.1

0.1 −0.1

]
, D1

[
0

−0.1

]
,

E1 =

[
0.1 0

0 0.1

]
;
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A2 =

[
−1.2 0.3

0.2 −1.7

]
, B2 =

[
−0.2

0.1

]
,

C2 =

[
−0.1 0.2

0.1 −0.2

]
, D2 =

[
−0.1

0

]
,

E2 =

[
0.1 0

0.1 0

]
.

当扰动不为零时,平均驻留时间切换策略和本文
所提出的模型依赖的平均驻留时间切换策略下的系

统参数、系统增益和H∞性能指标如表2所示.

表 2 有H∞约束时两种切换策略下的系统参数和计算结果

切换策略

ADT MDADT

系统参数
α ⩾ 0.7, β = 0.8, µ = 2,

ζ = 0.46, τa > 1.506 8

α1 ⩾ 2, α2 ⩾ 0.7, β1 = 0.8,

β2 = 0.5, µ1 = µ2 = 2,

ζ1 = 1, ζ2 = 0.6,

τ1 > 0.69, τ2 > 1.155 2

控制增益
K1 = [−2.017 2 0.778 5],

K2 = [−1.279 5 2.722 9]

K1 = [−0.218 2 − 1.089 3],

K2 = [−0.798 4 − 2.200 6]

H∞指标 γ = 15.543 3 γ = 1.519 9

从表 2中可以看出,在模型依赖的驻留时间策
略下设计的控制器的H∞性能指标明显优于平均驻

留时间策略下设计的控制器.系统1和系统2的滞后
时间分别为0.15 s和0.4 s.由定理2和推论2可知:在
平均驻留时间策略下, ζ值可以选取为 ζ = 0.46,则
τa ⩾ 1.506 8 s;在模型依赖的驻留时间策略下,系统
1和系统2的ζ值可以分别选取为ζ1 = 1, ζ2 = 0.6,则
τ1 > 0.69 s, τ2 > 1.155 2 s.选取符合条件的驻留时间
为τa = 2 s, τ1 = 2 s, τ2 = 2 s.
设扰动输入为

w(t) =


[5 cos t 6 sin t]T, 0 ⩽ t ⩽ 8;

[0 0]T, otherwise.

切换信号如图4所示.

0 5 10 15 20
t /s
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2.5

1.5

0.5
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si

g
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s

subsystem
controller

图 4 异步切换信号 (仿真2)

初始状态x0 = [−3 5]T,图5和图6分别是平均
驻留时间切换策略和模型依赖的平均驻留时间切换

策略的异步切换系统的系统状态轨迹.在ADT策略
下,状态1的两个振荡峰值分别为约4 s处的−0.41和
7 s处的 0.35,状态 2的两个振荡峰值分别为约 2 s处
的0.75和5 s处的−0.4.在MDADT策略下,状态1的

两个振荡峰值在约4 s和7 s处分别达到−0.28和0.27,
状态2的两个振荡峰值在约2 s和5 s处分别达到0.45
和−0.39.当扰动消失后,图5约在12 s处达到稳定,图
6约在10 s处达到稳定.由此可知, MDADT策略下设
计的控制器拥有更好的抗干扰能力.
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图 5 ADT下的异步切换系统的状态轨迹 (仿真2)
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图 6 MDADT下的异步切换系统的状态轨迹 (仿真2)

相应的H∞性能指数 γ的变化曲线如图 7所
示.可以看出, MDADT策略下 γ的最大值小于ADT
策略下γ的最大值,并且衰减的速度更快,这也与本
文给出的定理的计算结果相符.值得注意的是,在切
换发生的瞬间γ值发生了跳变, γ的值明显要大一些,
这是由于此时子系统与控制器不匹配所造成的.
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图 7 ADT和MDADT下的异步切换系统的γ曲线

4 结 论

本文使用模型依赖的驻留时间切换策略解决了

切换线性系统的异步切换问题.相比于平均驻留时
间策略,模型依赖的驻留时间策略具有更大的适用
范围.同时,考虑到在异步切换中不同子系统的控制
器的滞后时间往往各不相同,为了得到更好的系统
性能,使用模型依赖的驻留时间策略对各子系统的
控制器及驻留时间分别进行设计.当控制器与子系
统不匹配时,利用各子系统满足模型依赖的平均驻
留时间切换策略,得到整个系统的异步切换工作过
程的稳定性条件.由文中显然可见,在不匹配区间内
其Lyapunov函数并非严格递减,这降低了对此区间
的条件约束,但也意味着在非匹配区间不能保证系
统严格稳定.因此,通过限制子系统与控制器的匹配
时间与非匹配时间的比值来使整个系统达到全局一

致指数稳定,而且这个控制器滞后子系统的时间也可
以是模型依赖的.最后,将稳定性条件转换为可解的
LMIs,并获得了相应的控制增益.通过数值实例验证
了结论的正确性.
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