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摘 要: 属性约简是知识获取的重要内容,目前针对区间粗糙数信息系统属性约简的研究十分匮乏.考虑到现有
研究中论域的分类结果存在冗余,且尚未有研究对分类冗余进行度量,在区间粗糙数信息系统中提出覆盖分类冗
余度的概念,并且在提出相似类和β-极大相容类的概念之后,提出β-等价类的概念,使得以β-等价类对论域进行
分类所得的结果为论域的一个划分,将覆盖分类冗余度降低为0.在此基础上,对区间粗糙数信息系统提出一种保
持β-等价类不变的属性约简定义,同时根据β-等价类的特点,给出仅以β-等价类中某个元素作为区分对象建立区
分矩阵的属性约简方法.实例分析验证了所提出方法的有效性.
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Abstract: Attribute reduction is an important part of knowledge acquisition. At present, the research on attribute
reduction of the interval rough number information system is very scarce. Firstly, considering the existence of redundancy
in the classification results of existing researches and the fact that the classification redundancy is not yet measured, the
concept of coverage classification redundancy is proposed in the interval rough number information system. After similar
class and β-maximal consistent class are proposed, the concept of β-equivalent class is proposed, so that the result of
classifying the domain by β-equivalent class is a division of the domain, and the coverage classification redundancy
decrease to 0. On this basis, an attribute reduction definition which keeps the β-equivalent class invariant is proposed
for the interval rough number information system. At the same time, according to the characteristics of the β-equivalent
class, an attribute reduction method is given, which only uses an element in the β-equivalent class as a distinguishing
object to establish the distinguishing matrices. Finally, examples are given to illustrate the effectiveness of the proposed
method.
Keywords: interval rough number information system；attribute reduction；β-maximal consistent class；β-equivalent
class；coverage classification redundancy；discernibility matrix

0 引 䀰

区间粗糙数是由Liu[1]于2002年结合粗糙集理
论与不确定性变量提出的粗糙变量的概念演变而

来.区间粗糙数利用一个下近似区间和一个上近似
区间来描述数据的不确定性,是不确定数据的一种表

现形式.与区间数、集值、模糊数等不确定数据形式
相比,区间粗糙数在刻画数据的不确定性时能够体现
数据不确定性中一定的确定性,在处理某些问题时更
为合适.目前,针对区间粗糙数的研究主要集中于区
间粗糙数的性质、排序方法和多属性决策方法等方
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面[2-5].
属性约简是知识获取中的重要内容.属性约简

的方法主要分为两类: 1) 仅求得一个或多个约简的
属性约简方法,这类方法主要是基于启发式信息进
行属性约简[6-10],不一定能求得所有约简; 2) 求得所
有约简的属性约简方法,这类方法主要是基于区分矩
阵进行属性约简[11-17].对于第1类属性约简方法,如
文献 [7]在符号型和数值型属性共存的邻域信息系
统中,定义了邻域组合熵的概念,进而提出了以邻域
组合熵作为启发式信息的属性约简算法;对于第2类
属性约简方法,如文献 [17]在区间值信息系统中,在
相似类的基础上提出极大相容类的概念,之后提出
了一种保持极大相容类不变的属性约简定义,并给
出了基于区分矩阵的属性约简方法.针对区间粗糙
数信息系统属性约简的研究十分匮乏,只查阅到文献
[16]在参考了文献 [17]的基础上,在区间粗糙数信息
系统中提出了一种保持极大相容类不变的属性约简

定义,并给出了两种属性约简方法: 1) 以论域中的元
素作为区分对象建立区分矩阵进行属性约简; 2) 以
基于极大相容类的信息熵作为启发式信息进行属性

约简.在文献 [16]中,虽然以论域中的元素作为区分
对象建立区分矩阵进行约简的方法能够求得所有约

简,但是当论域数据量较大时,区分矩阵的规模也会
较大,导致计算复杂度和空间复杂度较高.
在存在不确定数据的信息系统中,由于等价关系

的成立条件 (同时满足自反性、对称性和连续性)较
为严格,难以合理表达对象之间的关系,众多学者对
等价关系进行了拓展并取得了丰富的成果[18-27].这
些拓展所得的非等价关系只满足等价关系的部分性

质,如文献 [18]在区间值信息系统中定义了一种新的
区间相似率,进而将等价关系拓展为只满足自反性
和对称性的相似关系;文献 [19]在集值信息系统中将
等价关系拓展为只满足自反性和对称性的相似关系;
文献 [20]在直觉模糊信息系统中利用三角模和三角
余模将等价关系拓展为只满足自反性和连续性的3
种优势关系 (强优势关系、弱优势关系和平均优势关
系).在这些非等价关系下对论域进行分类所得的结
果通常是论域的一个覆盖,存在冗余,而现有研究成
果中尚未见到对分类冗余进行度量.
针对上述问题,本文首先在区间相似度的基础上

给出一种新的区间粗糙数的相似度,进而在区间粗
糙数信息系统中提出相似类和β-极大相容类的概念,
并且在β-极大相容类的基础上提出β-等价类的概念,

使得以β-等价类对论域进行分类所得的结果为论域
的一个划分;同时,根据对象在论域的分类结果中重
复出现的次数,提出覆盖分类冗余度的概念以度量分
类结果的分类冗余,并论证论域分别以相似类、β-极
大相容类和β-等价类进行分类所得结果的覆盖分类
冗余度之间的关系.在此基础上,本文对区间粗糙数
信息系统提出一种保持β-等价类不变的属性约简定
义,并根据β-等价类类中对象之间不可区分的特点,
给出仅以β-等价类中某个元素作为区分对象建立区
分矩阵的属性约简方法.与以论域中的所有元素作
为区分对象建立区分矩阵的属性约简方法相比,该方
法可以有效地减小区分矩阵的规模,避免不必要的计
算.最后通过例子验证该方法的有效性.

1 基本概念

定义 1 [2](区间粗糙数) 一个区间粗糙数是下

近似和上近似均为区间的粗糙变量,记为 ([c, d], [e,
g]).其中: e ⩽ c ⩽ d ⩽ g; [c, d]为下近似区间,表示
粗糙变量的极有可能取值范围; [e, g]为上近似区间,
表示粗糙变量的确定取值范围; [e, c]和 [d, g]为边界

区间,表示粗糙变量的较小可能取值范围; [e, c]为下
边界区间; [d, g]为上边界区间.如决策者在判断某项
目的产出时,用区间粗糙数 ([4, 6], [3, 7])来表示该项

目的产出,则可以解释为该决策者认为这个项目的产
出一定介于3到7之间,并且极有可能在4到6之间,
还有较小可能在3到4或者6到7之间.
定义2 [21](区间的交运算) 给定E、F为实数轴

上任意的两个闭区间,E = [lE , uE ],F = [lF , uF ],则
E与F的交为

E
∩
F =



[lE , uE ], lF ⩽ lE ⩽ uE ⩽ uF ;

[lF , uF ], lE ⩽ lF ⩽ uF ⩽ uE ;

[lE , uF ], lF ⩽ lE ⩽ uF ⩽ uE ;

[lF , uE ], lE ⩽ lF ⩽ uE ⩽ uF ;

∅, otherwise.

(1)

定义3 (区间相似度) 给定实数轴上任意的两

个闭区间E、F ,则E与F的相似度为

µEF =
|E

∩
F |

max(|E|, |F |)
. (2)

其中:µEF表示区间E与F的相似度, | · |表示闭区间
的区间长度(若“·”表示集合,则 | · |表示该集合的元
素个数),若E = [lE , uE ],则 |E| = uE − lE ,并规定空
区间的区间长度为0.显然,µEF ∈ [0, 1]:当且仅当区
间E与F相同时,µEF = 1;当区间E与F相交部分
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为单值或空区间时,µEF = 0．

根据定义1,区间粗糙数可以理解为是由上近似
区间和下近似区间组成的粗糙变量,也可以理解为是
由下近似区间和边界区间组成的粗糙变量,那么两个
区间粗糙数的相似程度可以由它们的下近似区间的

相似程度和边界区间的相似程度来决定.
定义4 (区间粗糙数的相似度) 给定任意两个

区间粗糙数Qi = ([ci, di], [ei, gi])和Qj = ([cj , dj ],
[ej , gj ]),参数α ∈ (0, 1),µl

QiQj
、µBn

QiQj
分别为Qi与

Qj的下近似区间和边界区间的相似度,则Qi与Qj的

相似度γα
QiQj

为

γα
QiQj

= αµl
QiQj

+ (1− α)µBn
QiQj

,

µl
QiQj

=
|[ci, di]

∩
[cj , dj ]|

max(|[ci, di]|, |[cj , dj ]|)
,

µBn
QiQj

=

(|[ei, ci]
∩
[ej , cj ]|+ |[ei, ci]

∩
[dj , gj ]|+

|[di, gi]
∩
[ej , cj ]|+ |[di, gi]

∩
[dj , gj ]|)/

max(|[ei, ci]|+ |[di, gi]|, |[ej , cj ]|+ |[dj , gj ]|).

(3)

显然, γα
QiQj

∈ [0, 1]:当且仅当µl
QiQj

= 1和

µBn
QiQj

= 1同时成立时, γα
QiQj

= 1;当且仅当µl
QiQj

=

0且µBn
QiQj

= 0时, γα
QiQj

= 0.参数α的引入提高了处

理数据的灵活性,α的具体取值可以按照具体情况来
决定,根据决策者对下近似区间和边界区间的重视程
度,α的取值可分为如下3种情况.
情况1 若下近似区间比边界区间重要,则1/2

< α < 1,表示决策者在计算区间粗糙数的相似度时,
更加倚重区间粗糙数在极有可能取值范围上的相似

程度.
情况2 若边界区间比下近似区间重要,则0 <

α < 1/2,表示决策者在计算区间粗糙数的相似度时,
更加倚重区间粗糙数在较小可能取值范围上的相似

程度.
情况3 若下近似区间与边界区间重要性相同,

则α = 1/2,表示决策者在计算区间粗糙数的相似度
时,对区间粗糙数在极有可能取值范围上的相似程度
和较小可能取值范围上的相似程度是同等重要的.

2 区间粗糙数信息系统

2.1 区间粗糙数信息系统

定义5 [3](区间粗糙数信息系统) 称S = (U,A,

V, f)为一个区间粗糙数信息系统.其中:U为非空

有限论域;A为非空有限属性集合; V 为属性值的集
合,Vij = ([cij , dij ], [eij , gij ])表示第i个对象在第j个

属性下的取值; f : U × A → V 为信息函数,表示
xi ∈ U , aj ∈ A, f(xi, aj) = ([cij , dij ], [eij , gij ]) ∈ V．

2.2 β-相似关系和相似类

定义6 (β-相似关系和相似类) 给定区间粗糙

数信息系统S = (U,A, V, f),属性子集B(B ⊆ A),
参数α、β,则β-相似关系Rβ

B和相似类 [xi]
β
B为

Rβ
B = {(xi, xj) ∈ U × U |∀b ∈ B, γα

xb
ix

b
j
⩾ β}, (4)

[xi]
β
B = {xj ∈ U |(xi, xj) ∈ Rβ

B}. (5)

其中:α ∈ (0, 1),β ∈ (0, 1], γα
xb
ix

b
j
表示xi与xj在属性b

下的取值的相似度.参数β的引入增强了信息处理的

灵活性,β的取值大小体现了决策者对对象之间满足
相似关系的严格程度. β越大,则对象之间满足相似
关系要求越严格;反之,则对象之间满足相似关系要
求越宽松.显然,Rβ

B满足自反性和对称性,不满足传
递性.令Gβ

B = {[x]βB|x ∈ U},则Gβ
B表示论域U基于

相似类的分类结果,且Gβ
B是论域U上的一个覆盖．

2.3 β-极大相容类

在区间值信息系统中,因为以相似类作为分类
依据所得分类结果的分类精度不高,存在冗余[17].因
此,文献 [17]在区间值信息系统中提出了α-极大相容
类的概念,并将其作为论域的分类依据.同样地,在区
间粗糙数信息系统中,以相似类作为分类依据所得
的分类结果存在同样的问题[16].因此,文献 [16]将文
献 [17]中的α-极大相容类的概念推广到了区间粗糙
数信息系统中.本文在文献[16]的基础上,结合定义6
给出β-极大相容类的概念如下.
定义7 (β-极大相容类) 给定区间粗糙数信息

系统S = (U,A, V, f),属性子集B(B ⊆ A),参数
α、β,α ∈ (0, 1),β ∈ (0, 1]. Rβ

B为β-相似关系,若
Mβ

B ⊆ U ,对于任意x, y ∈ Mβ
B均满足x, y ∈ Rβ

B ,且对
∀z ∈ U−Mβ

B ,一定存在z′ ∈ Mβ
B满足(z, z′) /∈ Rβ

B ,则
称Mβ

B为区间粗糙数信息系统S关于Rβ
B的一个β-极

大相容类．

定义7说明Mβ
B是U中对象满足两两相似的最

大集合.因为包含x的β-极大相容类可能存在多个,
所以区间粗糙数信息系统S在Rβ

B下的β-极大相容
类的集合 ξβB(U) =

∪
ξβB(xi)是U的一个覆盖,其中

ξβB(xi) = {Mβ
B|xi ∈ Mβ

B}表示包含对象xi的β-极大
相容类的集合,因此ξβB(U)也表示论域U基于β-极大
相容类的分类结果．
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定理1 (β-极大相容类和相似类的关系) 给定

区间粗糙数信息系统S = (U,A, V, f),属性子集
B(B ⊆ A),在β-相似关系Rβ

B下,对于∀xi ∈ U有

[xi]
β
B =

∪
Mβ

B∈ξβB(xi)

Mβ
B. (6)

证明 1) 由相似类和β-极大相容类的定义易
知,对于∀xj ∈ [xi]

β
B ,xj ∈

∪
Mβ

B∈ξβB(xi)

Mβ
B ,即 [xi]

β
B ⊆∪

Mβ
B∈ξβB(xi)

Mβ
B;

2)对于∀xj ∈ Mβ
B ,因为Mβ

B ∈ ξβB(xi),所以xi ∈
Mβ

B ,根据β-极大相容类的定义可得(xi, xj) ∈ Rβ
B ,所

以xj ∈ [xi]
β
B ,因此

∪
Mβ

B∈ξβB(xi)

Mβ
B ⊆ [xi]

β
B．

由1)和2)可得, [xi]
β
B =

∪
Mβ

B∈ξβB(xi)

Mβ
B . 2

定理 1说明β-极大相容类是相似类的细化,任
意一个 β-极大相容类都可以扩展为相似类,对于
∀[x]βB ∈ Gβ

B ,总有一个ξβB(x) ⊆ ξβB(U)与其对应．

2.4 β-等价类

由于基于β-极大相容类对论域进行分类所得的
分类结果仍然是论域的一个覆盖,存在冗余,所以本
文在β-极大相容类的基础上提出了β-等价类的概念
如下.
定义 8 (β-等价关系和β-等价类) 给定区间粗

糙数信息系统S = (U,A, V, f),属性子集B(B ⊆ A),
参数α、β,α ∈ (0, 1),β ∈ (0, 1],在β-相似关系Rβ

B

下,对于∀xi ∈ U , ξβB(xi)为包含对象xi的所有β-极大
相容类的集合,那么β-等价关系Nβ

B和xi的β-等价类
Nβ

B(xi)为

Nβ
B =

{(xi, xj) ∈ U × U |∀b ∈ B, ξβb (xj) = ξβb (xi)}, (7)

Nβ
B(xi) = {xj ∈ U |∀b ∈ B, (xi, xj) ∈ Nβ

B}. (8)

显然,β-等价关系Nβ
B满足自反性、对称性和传

递性.
定理2 所有β-等价类Nβ

B(xi)的集合构成了论

域U上的一个划分.给定区间粗糙数信息系统S =

(U,A, V, f),属性子集B(B ⊆ A),令论域U基于β-等
价类的分类结果为Nβ

B(U) = {Nβ
B(xi)|xi ∈ U},则

Nβ
B(U)构成了论域U上的一个划分．

证明 1) 根据 β-等价类的定义,必定有 xi ∈
Nβ

B(xi),所以
∪

xi∈U

Nβ
B(xi) = U ;

2) 假设存在两个不同的 β-等价类Nβ
B(xi)和

Nβ
B(xj)满足Nβ

B(xi)
∩

Nβ
B(xj) ̸= ∅,令Nβ

B(xi)
∩

Nβ
B(xj) ̸= {xm},根据β-等价类的定义可知,对于

∀b ∈ B, ∀x ∈ Nβ
B(xi),∀y ∈ Nβ

B(xj),都有 ξβb (x) =

ξβb (xm) = ξβb (y),所以Nβ
B(xi) = Nβ

B(xj),这与假
设矛盾.因此,对于Nβ

B(U)中的任意两个β-等价类
Nβ

B(xi)和Nβ
B(xj),均满足Nβ

B(xi)
∩

Nβ
B(xj) = ∅．

由1)和2)可得,Nβ
B(U) = {Nβ

B(xi)|xi ∈ U}构成
了论域U上的一个划分. 2
定理2说明通过定义β-等价类,实现了对论域U

的分类由覆盖到划分的转变．

定理 3 (β-等价类与β-极大相容类的关系) 给

定区间粗糙数信息系统S = (U,A, V, f),属性子集
B(B ⊆ A),则对于∀Mβ

B ∈ ξβB(U),有

Mβ
B =

∪
x∈Mβ

B

Nβ
B(x). (9)

证明 1) 对于 ∀x ∈ Mβ
B ,均满足Nβ

B(x) ⊆∪
x∈Mβ

B

Nβ
B(x),因为x ∈ Nβ

B(x),所以x ∈
∪

x∈Mβ
B

Nβ
B(x),

即Mβ
B ⊆

∪
x∈Mβ

B

Nβ
B(x);

2)对于∀x′ ∈ Nβ
B(x),均满足对∀b ∈ B, ξβb (x′) =

ξβb (x),所以 ξβB(x
′) = ξβB(x),若x ∈ Mβ

B ,则Mβ
B ∈

ξβB(x),所以Mβ
B ∈ ξβB(x

′),因此 x′ ∈ Mβ
B ,即∪

x∈Mβ
B

Nβ
B(x) ⊆ Mβ

B．

由1)和2)可得,Mβ
B =

∪
x∈Mβ

B

Nβ
B(x)成立. 2

定理3说明β-等价类是β-极大相容类的细化,任
意一个β-等价类都可以扩展为β-极大相容类,任意
一个β-极大相容类都可以分解为若干个β-等价类．

3 覆盖分类冗余度

基于相似关系对信息系统中的对象进行分类所

得的分类结果通常是论域的一个覆盖,存在冗余.为
了度量分类结果的冗余程度,本文提出覆盖分类冗余
度的概念.
定义9 (覆盖分类冗余度) 给定非空有限论域

U ,T为论域U的分类结果 (覆盖), t ∈ T ,则论域U的

覆盖分类冗余度L(T )为

L(T ) =

∑
t∈T

|t|

|U |
− 1, (10)

其中 | · |表示集合的元素个数.覆盖分类冗余度的概
念表示论域U中的对象在基于 t所得的分类结果T

中重复出现的总次数与U中的对象个数的比例.显
然,L(T ) ⩾ 0,当且仅当T为U的一个划分时,L(T ) =
0.在给定U的情况下,覆盖分类冗余度越大,说明U
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中的对象在分类结果T中重复出现的总次数越大;反
之,说明U中的对象在分类结果T中重复出现的总次

数越小．

根据定义9,给定区间粗糙数信息系统S = (U,

A, V, f),属性子集B(B ⊆ A),参数α、β,α ∈ (0, 1),β
∈ (0, 1],在β-相似关系Rβ

B下,论域U基于相似类、

β-极大相容类和β-等价类的覆盖分类冗余度分别为

L(Gβ
B) = 0 =

∑
[x]βB∈Gβ

B

|[x]βB|

|U |
− 1, (11)

L(ξβB(U)) = 0 =

∑
Mβ

B∈ξβB(U)

|Mβ
B|

|U |
− 1, (12)

L(Nβ
B(U)) = 0 =

∑
Nβ

B(x)∈Nβ
B(U)

|Nβ
B(x)|

|U |
− 1. (13)

定理 4 (3种分类方法的覆盖分类冗余度对比)
给定区间粗糙数信息系统S = (U,A, V, f),属性子
集B(B ⊆ A),论域U基于相似类、β-极大相容类和
β-等价类的覆盖分类冗余度满足

L(Gβ
B) ⩾ L(ξβB(U)) ⩾ L(Nβ

B(U)) = 0. (14)

证明 1) 根据定理1可知,对于∀[x]βB ∈ Gβ
B ,有

[x]βB =
∪

Mβ
B∈ξβB(U)∧x∈Mβ

B

Mβ
B ,即Gβ

B中任意一个相似

类都可以由一个或者多个不同的β-极大相容类合并
而得.假设ξβB(U)中包含x的Mβ

B有p(x)个,Gβ
B中包

含x的相似类有q(x)个,下面分两种情况讨论:
1 若∀x ∈ U满足p(x) = 1,则 [x]βB = Mβ

B(x),所
以p(x) = q(x) = 1,因此L(Gβ

B) = L(ξβB(U)) = 0.
2 若∃x ∈ U满足p(x) ⩾ 2,根据β-极大相容

类的定义可知,对于∀M,M ′ ∈ ξβB(U),若M ̸= M ′,
则M与M ′互不包含,即ξβB(U)中任意两个Mβ

B不存

在包含关系,所以ξβB(U)中任意两个包含x的Mβ
B(假

设为M1和M2)满足: ∃x1 ∈ M1

∧
x1 /∈ M2, ∃x2 ∈

M2

∧
x2 /∈ M1.因此 [x]βB、[x1]

β
B和 [x2]

β
B两两互不

相同,但它们都属于Gβ
B且都包含x,由此可知p(x) <

q(x),所以L(Gβ
B) > L(ξβB(U)).

由 1 和 2 得L(Gβ
B) ⩾ L(ξβB(U)).

2) 因为 ξβB(U)是论域 U 的覆盖,而 Nβ
B(U)

是 论 域 U 的 划 分, 所 以
∑

Mβ
B∈ξβB(U)

|Mβ
B| ⩾

∑
Nβ

B(x)∈Nβ
B(U)

|Nβ
B(x)| = |U |,因此 L(ξβB(U)) ⩾

L(Nβ
B(U)) = 0．

由 1)和 2)可得,L(Gβ
B) ⩾ L(ξβB(U)) ⩾

L(Nβ
B(U)) = 0. 2
定理4说明相比于根据相似类对论域进行分类,

根据β-极大相容类进行分类可以获得更低的覆盖分
类冗余度,并且根据β-等价类进行分类又使覆盖分
类冗余度进一步降低为0,使得分类不存在冗余.

4 属性约简

文献 [16]在区间粗糙数信息系统中提出了一种
保持极大相容类不变的属性约简定义,极大相容类是
基于相似类给出的概念,而本文在β-极大相容类的
基础上,提出了β-等价类的概念,并在第3节说明了
根据β-等价类进行分类可以使覆盖分类冗余度降低
为0,使得分类不存在冗余.因此,本文在区间粗糙数
信息系统中,新提出一种基于保持β-等价类不变的
属性约简定义如下.

定义10 (属性约简) 给定区间粗糙数信息系统

S = (U,A, V, f),属性子集B(B ⊆ A),参数α、β,α ∈
(0, 1),β ∈ (0, 1].在β-相似关系Rβ

B下,若∀x ∈ U满

足Nβ
B(x) = Nβ

A(x),并且对于∀C ⊂ B, ∀x ∈ U满足

Nβ
C(x) ̸= Nβ

A(x),则称属性子集B为区间粗糙数信

息系统S基于保持β-等价类不变的一个属性约简,令
redβ为S的属性约简集合,则称corβ =

∩
B∈redβ

B为A

的核．

根据β-等价类的定义可知,对于∀x, y ∈ U ,若
x, y ∈ Nβ

B(x),则x和 y在属性集B下是不可区分

的,即对于 ∀b ∈ B,有 ξβb (x) = ξβb (y);对于 ∀z ∈
U −Nβ

B(x), ∀b ∈ B,若属性b能区分x和z,即ξβb (x) ̸=
ξβb (z),则属性 b也一定能区分y和 z.因此,在区分U

中的对象时,只需对β-等价类中的某个元素进行区
分即可.由此,保持β-等价类不变的属性约简对应的
区分矩阵Disβ及其区分函数∆β可以定义如下.
定义11 (区分矩阵及其区分函数) 给定区间粗

糙数信息系统S = (U,A, V, f),参数α、β,α ∈ (0,

1),β ∈ (0, 1],在β-相似关系Rβ
B下,对于∀(Nβ

A(xi),

Nβ
A(xj)) ∈ Nβ

A(U) × Nβ
A(U),保持β-等价类不变的

属性约简对应的区分矩阵Disβ及其区分函数∆β分

别为

Disβ(xi, xj) = {a ∈ A|ξβa (xi) ̸= ξβa (xj)}, (15)

∆β =
∧

∀(Nβ
A(xi),N

β
A(xj))∈Nβ

A(U)×Nβ
A(U)

∨
Disβ(xi, xj).

(16)

定理5 (区分函数的性质) 根据文献 [29]对区分
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函数的论述可知,区分函数有如下性质:给定区间粗
糙数信息系统S = (U,A, V, f),区分函数∆β满足∆β

的极小析取范式中的所有合取式是属性集A的所有

约简．

定理 5说明约简是能区别由整个属性集区别
的所有对象的属性极小子集.易知,对于∀(xi, xj) ∈
U × U ,若B ⊆ A是满足条件B

∩
Dis(xi, xj) ̸=

∅(Dis(xi, xj)表示能区分对象xi和xj的所有属性的

集合,且∀Dis(xi, xj) ̸= ∅)的极小子集,则B是A的一

个约简.
在区间粗糙数信息系统S = (U,A, V, f)中,给定

参数α、β,则保持β-等价类不变的约简步骤如下:
step 1:求出Gβ

ai
、ξβai

(U)和Nβ
A(U);

step 2:根据定义11建立区分矩阵Disβ ,并列出区
分函数∆β;

step 3:计算区分函数∆β的极小析取范式,根据
定理5得出属性集A的所有约简．

5 实验分析

一个区间粗糙数信息系统如表1所示.其中:论
域U = {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7};属性集A = {a1,
a2, a3, a4};属性值f(xi, aj) = ([cij , dij ], [eij , gij ])是

区间粗糙数,如f(x1, a1) = ([4, 8], [2, 10])．

表 1 区间粗糙数信息系统

a1 a2 a3 a4

x1 ([4,8], [2,10]) ([8,12], [5,15]) ([12,17], [10,20]) ([17,22], [15,25])

x2 ([5,8], [1,9]) ([7,11], [7,14]) ([12,16], [12,21]) ([17,21], [16,24])

x3 ([7,10], [5,12]) ([8,11], [5,12]) ([13,17], [9,17]) ([18,22], [14,22])

x4 ([7,11], [6,13]) ([7,11], [6,12]) ([13,16], [11,18]) ([18,21], [16,23])

x5 ([10,14], [7,15]) ([11,15], [9,17]) ([16,20], [13,23]) ([21,25], [18,28])

x6 ([11,15], [9,16]) ([11,14], [8,18]) ([16,19], [16,22]) ([22,26], [20,27])

x7 ([11,14], [8,17]) ([13,16], [8,17]) ([18,21], [14,23]) ([22,25], [20,26])

本文通过3个例子来分析说明覆盖分类冗余度
的计算和论域基于相似类、β-极大相容类和β-等价
类的覆盖分类冗余度三者的大小关系,并且验证本文
提出的属性约简方法的有效性.

例1 在表1所示的区间粗糙数信息系统中,假
设α = 0.8,β = 0.5,由β-相似关系的定义,U中各元
素的相似类 [xi]

0.5
A 分别为

[x1]
0.5
A = [x2]

0.5
A = {x1, x2},

[x3]
0.5
A = [x4]

0.5
A = {x3, x4},

[x5]
0.5
A = {x5, x6, x7},

[x6]
0.5
A = {x5, x6},

[x7]
0.5
A = {x5, x7}.

因为G0.5
A = {[x]0.5A |x ∈ U},所以G0.5

A = {{x1,

x2}, {x3, x4}, {x5, x6, x7}, {x5, x6}, {x5, x7}}.
根据β-极大相容类的定义,包含对象xi的β-极

大相容类M0.5
A (xi)分别为

M0.5
A (x1) = M0.5

A (x2) = {x1, x2},

M0.5
A (x3) = M0.5

A (x4) = {x3, x4},

M0.5
A (x5)1 = M0.5

A (x6) = {x5, x6},

M0.5
A (x5)2 = M0.5

A (x7) = {x5, x7}.

因此,包含对象xi的β-极大相容类的集合ξ0.5A (xi)分

别为

ξ0.5A (x1) = {M0.5
A (x1) = {x1, x2}},

ξ0.5A (x2) = {M0.5
A (x2) = {x1, x2}},

ξ0.5A (x3) = {M0.5
A (x3) = {x3, x4}},

ξ0.5A (x4) = {M0.5
A (x4) = {x3, x4}},

ξ0.5A (x5) =

{M0.5
A (x5)1 = {x5, x6},M0.5

A (x5)2 = {x5, x7}},

ξ0.5A (x6) = {M0.5
A (x6) = {x5, x6}},

ξ0.5A (x7) = {M0.5
A (x7) = {x5, x7}}.

因为ξβB(U) =
∪
ξβB(xi),所以ξ0.5A (U)为

ξ0.5A (U) = {{x1, x2}, {x3, x4}, {x5, x6}, {x5, x7}}.

根据 β-等价类的定义,各对象的 β-等价类
N0.5

A (xi)分别为

N0.5
A (x1) = N0.5

A (x2) = {x1, x2},

N0.5
A (x3) = N0.5

A (x4) = {x3, x4},

N0.5
A (x5) = {x5},

N0.5
A (x6) = {x6},



第3期 吕跃进等: 区间粗糙数信息系统的覆盖分类冗余度与属性约简 683

N0.5
A (x7) = {x7}.

因此

N0.5
A (U) = {{x1, x2}, {x3, x4}, {x5}, {x6}, {x7}}.

根据上述计算结果和覆盖分类冗余度的定义,有

L(G0.5
A ) =

11

7
− 1 =

4

7
,

L(ξ0.5A (U)) =
8

7
− 1 =

1

7
,

L(N0.5
A (U)) =

7

7
− 1 = 0.

因此

L(G0.5
A ) ⩾ L(ξ0.5A (U)) ⩾ L(N0.5

A (U)) = 0.

下面用本文所提的属性约简方法对表1所示的
区间粗糙数信息系统进行属性约简.
首先,计算G0.5

ai
,得

G0.5
a1

= {{x1, x2}, {x3, x4}, {x5, x6, x7}},

G0.5
a2

= G0.5
a3

=

{{x1, x2, x3, x4}, {x5, x6, x7}, {x5, x6}, {x5, x7}},

G0.5
a4

= {{x1, x2, x3, x4}, {x5, x6, x7}}.

根据G0.5
ai

,计算ξ0.5ai
(U),得

ξ0.5a1
(U) = {{x1, x2}, {x3, x4}, {x5, x6, x7}},

ξ0.5a2
(U) = ξ0.5a3

(U) =

{{x1, x2, x3, x4}, {x5, x6}, {x5, x7}},

ξ0.5a4
(U) = {{x1, x2, x3, x4}, {x5, x6, x7}}.

根据定义11建立区分矩阵Dis0.5如表2所示.因
为区分矩阵Dis0.5是对称的,所以表中只给出区分矩
阵的一半.表2中的数字表示由对应的属性组成的属
性集合,如“2, 3”表示{a2, a3}．

表 2 区分矩阵Dis0.5 (α = 0.8)

x1 x3 x5 x6 x7

x1 ∅

x3 1 ∅

x5 1, 2, 3, 4 1, 2, 3, 4 ∅

x6 1, 2, 3, 4 1, 2, 3, 4 2, 3 ∅

x7 1, 2, 3, 4 1, 2, 3, 4 2, 3 2, 3 ∅

由表2得区分函数∆0.5为

∆0.5 = a1
∧
(a1

∨
a2

∨
a3

∨
a4)

∧
(a2

∨
a3) =

(a1
∧
a2)

∨
(a1

∧
a3).

因此red0.5 = {{a1, a2}, {a1, a3}}, cor0.5 = {a1}．
例2 在表1所示的区间粗糙数信息系统中,假

设α = 0.8,β = 0.6,与例1类似,通过计算可得以下

结果:

G0.6
A = {{x1, x2}, {x3, x4}, {x5, x6}, {x7}},

ξ0.6A (U) = {{x1, x2}, {x3, x4}, {x5, x6}, {x7}},

N0.6
A (U) = {{x1, x2}, {x3, x4}, {x5, x6}, {x7}}.

所以L(G0.6
A ) = L(ξ0.6A (U)) = L(N0.6

A (U)) =
7

7
− 1 =

0,满足L(G0.6
A ) ⩾ L(ξ0.6A (U)) ⩾ L(N0.6

A (U)) = 0.
下面用本文所提的属性约简方法对表1所示的

区间粗糙数信息系统进行属性约简.
与例1类似,根据定义11建立区分矩阵Dis0.6如

表3所示.

表 3 区分矩阵Dis0.6

x1 x3 x5 x7

x1 ∅

x3 1 ∅

x5 1, 2, 3, 4 1, 2, 3, 4 ∅

x7 1, 2, 3, 4 1, 2, 3, 4 2, 3 ∅

由表3得区分函数∆0.6为

∆0.6 = a1
∧
(a1

∨
a2

∨
a3

∨
a4)

∧
(a2

∨
a3) =

(a1
∧
a2)

∨
(a1

∧
a3).

所以red0.6 = {{a1, a2}, {a1, a3}}, cor0.6 = {a1}.
例3 在表1所示的区间粗糙数信息系统中,假

设α = 0.2,β = 0.5,与例1类似,通过计算可得以下
结果:

G0.5
A = {{x1}, {x2}, {x3, x4}, {x5}, {x6}, {x7}},

ξ0.5A (U) = {{x1}, {x2}, {x3, x4}, {x5}, {x6}, {x7}},

N0.5
A (U) = {{x1}, {x2}, {x3, x4}, {x5}, {x6}, {x7}}.

所以L(G0.5
A ) = L(ξ0.5A (U)) = L(N0.5

A (U)) =
7

7
− 1 =

0,满足L(G0.5
A ) ⩾ L(ξ0.5A (U)) ⩾ L(N0.5

A (U)) = 0.
下面用本文所提的属性约简方法对表1所示的

区间粗糙数信息系统进行属性约简.
与例1类似,根据定义11建立区分矩阵Dis0.5如

表4所示.

表 4 区分矩阵Dis0.5 (α = 0.2)

x1 x2 x3 x5 x6 x7

x1 ∅

x2 2 ∅

x3 1, 3, 4 1, 2, 3, 4 ∅

x5 1, 2, 3, 4 1, 2, 3, 4 1, 2, 3, 4 ∅

x6 1, 2, 3, 4 1, 2, 3, 4 1, 2, 3, 4 1, 3, 4 ∅

x7 1, 2, 3, 4 1, 2, 3, 4 1, 2, 3, 4 1, 4 1,3 ∅
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由表4得区分函数∆0.5为

∆0.5 = a2
∧
(a1

∨
a3

∨
a4)

∧
(a1

∨
a2

∨
a3

∨
a4)

∧
(a1

∨
a4)

∧
(a1

∨
a3) =

(a1
∧

a2)
∨
(a2

∧
a3

∧
a4).

所以red0.5 = {{a1, a2}, {a2, a3, a4}}, cor0.5 = {a2}.
例1∼例3不仅从实例角度说明了覆盖分类冗

余度的计算方法和定理4的正确性,而且经检验,例
1∼例3所求得的属性约简结果都是表1所示的区间
粗糙数信息系统在相应条件下的属性约简,从而验证
了本文提出的属性约简方法的有效性.同时,通过表
2∼表4可以看出,与以论域中所有元素作为区分对
象建立区分矩阵的属性约简方法相比,本文所提的属
性约简方法可以有效减小区分矩阵的规模,避免不必
要的计算.

6 结 论

本文在区间粗糙数信息系统中提出了覆盖分类

冗余度和β-等价类的概念,将论域以β-等价类进行
分类所得结果的覆盖分类冗余度降低为0.本文对区
间粗糙数信息系统提出了一种保持β-等价类不变的
属性约简定义,并给出了基于区分矩阵的属性约简方
法.通过例子验证了该方法的有效性,为区间粗糙数
信息系统的属性约简提供了一条新的思路.下一步
的工作将探讨在区间粗糙数信息系统中快速求取相

似类、β-极大相容类和β-等价类的方法,以期能对本
文提出的属性约简方法做出改进.
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