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基于随机系数回归模型的退化过程及维修策略

刘学娟†

(北京科技大学东凌经济管理学院，北京 100083)

摘 要: 随机系数回归模型是一种描述设备退化过程的重要模型.在基本随机回归系数模型的基础上,运用加速
失效时间模型,加入协变量的影响,对设备的退化过程进行建模分析.针对退化过程设置两类更新阈值,一类是预
防性维修更新阈值,一类是故障更新阈值.当设备的运行状态被监测到达到或超过预防性更新阈值时,设备将被
预防性维修更新,一个预防性更新周期完成;当设备的运行状态被监测到达到故障阈值时,设备将被故障更新,一
个故障更新周期完成.运用更新回报定理,对两类更新周期内的单位时间期望维修费用建立模型,对模型求解可
得设备的最优监测区间和最优预防性维修阈值.为进一步对所建立的模型进行验证,设计仿真过程求解最优值,
并运用数值案例对所建立的模型和仿真过程进行计算.
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Degradation process and maintenance planning based on random
coefficient regression model
LIU Xue-juan†

(Donlinks School of Economics and Management，University of Science and Technology Beijing，Beijing 100083，
China)

Abstract: The random coefficient regression model is a very important model for describing the degradation process.
This paper studies the degradation process based on the coefficient regression model, and the covariates are added in
the process according to the accelerated failure time model. Two renewal thresholds are studied, one is preventive
maintenance renewal threshold, and the other is failure renewal threshold. When the degradation process reaches or
exceeds the preventive maintenance renewal threshold, the system should be renewed by preventive maintenance, and then
a preventive maintenance renewal cycle is finished; when the degradation process reaches failure renewal threshold, the
system should be renewed by replacement, and then a failure renewal cycle is finished. This paper develops the model of
the expected cost per unit time in the renewal cycle using the renewal reword theory. A simulation algorithm is developed
to verify the cost model. Numerical examples are studied to demonstrate the model and the simulation algorithm.
Keywords: random coefficient regression model；covariate; degradation；preventive maintenance；renewal reword
theory；simulation
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近年来,关于设备退化过程的研究越来越受到
重视.退化过程是指设备在运行中,会受到各种环
境因素的影响,设备部件的材料性能也会随之产生
变化,随着使用时间的增加,退化程度逐渐加剧,最
终导致产品失效.例如, LED灯和荧光显示器随着
使用时间的增加亮度逐渐减弱;锂离子电池的容量

随着充放电次数的增加而逐渐降低;设备齿轮的逐
渐磨损等,均可以归类到退化这一范畴.运用设备
性能的退化数据,以概率统计理论为基础,通过随
机过程知识建立模型,进而得到设备剩余寿命的概
率分布,以及预测设备的保修成本等,为设备的维护
及进一步的健康管理提供基础[1].基于设备退化过
程研究的预防性维修方式分为两类:定期维修 (time
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based maintenance, TBM)和状态维修(condition based
maintenance, CBM),随着传感器技术的不断进步,设
备的状态监测数据越来越容易获取,状态维修越来
越受到重视[2].状态维修主要是采用监测数据进行建
模,并对设备进行寿命预测,进而制定相应的维修策
略,或者是通过设置设备退化的预防性维修阈值,当
设备退化状态达到或超过阈值时对设备进行预防性

维修.如Chen等[3]考虑了随机效应的影响,运用逆高
斯过程 (inverse Gaussian Process)描述设备的退化过
程,制定出最优的状态维修策略; Guo等[4]运用维纳

过程(Wiener process)对设备的退化过程进行描述,并
进一步建立了最优维修策略模型; Yang等[5]通过随

机系数回归模型研究设备性能退化规律,掌握设备老
化的特征,制定了合理的设备维修更换策略; Wang[6]

运用随机系数回归模型描述设备退化过程,并对最优
维修监测区间和设备状态的预防性维修阈值进行了

优化.
目前,用于描述退化数据的模型共有两大类:一

类为随机过程模型,主要包括维纳过程,伽玛过程
(Gamma process)和逆高斯过程等;一类为基于统计
学的随机系数回归模型[7].本文主要运用随机系数回
归模型对退化过程进行描述. Lu等[8]在1993年提出
了用随机系数回归模型描述设备的退化过程,通过对
退化路径的描述得出设备状态达到失效阈值的寿命

预测.基于Lu等[8]的研究,一系列运用随机系数回归
模型描述退化数据的研究逐步深入和扩展开来,如
Boulanger等[9]对设备的退化状态设置了上限值,并
假设退化过程的监测数据为运行时间的增函数; Bae
等[10]研究了随机系数回归模型的非线性混合形式,
并将模型分成了两个阶段对退化过程进行描述; Bae
等[11]分析了随机系数回归模型中系数的不同分布

情形,并推导出了相应的设备故障分布模型; Yu[12]

假设随机系数服从倒数威布尔分布,对线性的随机
系数回归模型进行了研究; Bian等[13]在对滚动轴承

的退化研究中,退化状态数据的指数形式被加以应
用;更一般的, Shiau等[14]提出了运用非参数回归方

法去估计退化状态,以及Zhou等[15]运用了B样条方
法对退化状态进行分析.扩展研究是对随机系数回
归模型误差项的分析, Lu等[16]分析了非固定方差的

噪声项; Yuan等[17]分析了误差项的方差是退化状态

的函数; Lin等[18]研究了有相关关系的误差项,并运
用ARMA (auto regressive moving average)模型对数
据进行了拟合.还有运用贝叶斯理论对退化现象进
行描述的研究,如Hamada[19]运用贝叶斯方法对随机

系数回归模型中的参数估计进行了描述; Pan等[20]运

用分层贝叶斯模型及使用LED退化数据对随机系数
回归模型的假设进行了验证; Chen等[21]在分段线性

退化路径的情况下,运用贝叶斯方法建立了两阶段的
退化模型.
上述运用随机系数回归模型对退化过程的研究

中,有各类基本模型的扩展应用,但没有考虑协变量
对退化过程的影响,协变量主要是指设备的使用条件
和环境等.设备的失效和退化不仅取决于其内部缺
陷的演变过程,还依赖于设备的使用条件和环境,在
设备的退化建模中,若能够融合设备的使用条件和环
境等协变量信息,则可以大大降低退化过程中的随机
性[22].如室外有机涂层除了随着时间的推移而发生
性能退化,还受到温度、湿度、紫外线强度等环境的影
响[23]. Cox[24]提出了考虑协变量信息的比例风险模

型,该模型因其一般性与灵活性已得到广泛应用[25];
另一种常用的考虑协变量的模型为加速失效时间模

型[22].对于协变量在随机系数回归模型中的应用,相
关研究较少,仅见Meeker等[26]考虑温度的影响,利用
Arrhenius模型刻画不同温度水平下的退化速率,建
立退化模型并对参数进行了估计,但并未将退化过程
与维修决策相关联.
在上述研究的基础上,本文在考虑协变量影响的

情况下,运用随机系数回归模型描述设备的退化过
程,也是本文的主要创新点.在设备运行过程中,设备
退化的故障状态阈值已知,预防性维修状态阈值和设
备的检测区间为决策变量,当设备的退化状态触及
到两类阈值之一时,设备将被恢复性维修 (corrective
maintenance, CM)更新 (即故障更新)或预防性维修
(preventive maintenance, PM)更新,运用更新回报定理
建立单位时间期望费用模型,通过对模型进行优化得
到决策变量的最优值,进而可得最优维修策略.基于
上述模型的建立,本文还给出了获得最优解的模拟仿
真运算方法,这也是本文的另一创新点,仿真运算不
仅可以验证模型运算的合理性和有效性,也是获得最
优解的另一种有效方法.

1 䰞仈描述

主要符号说明如下.
tj :设备状态监测时刻, j = 1, 2, . . . ;

Y (tj):设备在tj时刻的监测状态;
ηj :设备在tj时刻的实际状态;
X:协变量;
τ :决策变量,设备监测区间长度;
C:决策变量,设备PM更新阈值;
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D:设备故障的恢复性更新阈值;
FT (t):设备故障时间的分布函数;
P (Y ):状态Y (tj)分布函数;
Φ(·):标准正态分布函数;
Cm:单位状态监测费用；
CP :单位PM费用;
Cf :单位故障维修费.

1.1 设备退化过程及更新周期说明

设备在运行中的退化状态可能呈上升的趋势,
如除尘风机振幅的变化,也可能呈下降的趋势,如锂
离子电池容量的变化.本节以上升趋势为例进行说
明[27].设备在使用过程中,状态Y 呈上升趋势, τ为监
测间隔,即每隔时长 τ对设备进行一次状态监测, tj
为监测点,若在 tk时刻监测到设备的状态达到或超

过阈值C,而tk之前的监测点设备状态未达到或者超

过C,见图1,则需对设备进行预防性维修更新,一个
预防性更新周期完成.

t
1

t
2 t

k -1
t

k

PM

D

C

!"Y

#$ t
τ τ τ

…

图 1 设备预防性更新周期

1.2 基础随机系数回归模型说明

另一种情况是设备从初始状态 (0时刻)一直运
行到监测点 tk−1时,设备的状态都未达到或超过阈
值C,但在 (tk−1, tk]区间内,设备的状态达到了故障
阈值D,D > C,此时设备故障,需要被恢复性更新,
在 (tk−1, tk]区间内,设备的运行时长为 τ ′,如图 2所
示, τ ′ ⩽ τ ,则一个故障更新周期完成.
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图 2 设备故障更新周期

设备在监测点 tj时刻监测到的状态记为Y (tj),

Y (tj)由两部分构成,分别是设备的真实状态ηj和随

机误差项ε, ε ∼ N(0, σ),可用基础的随机系数回归
模型描述上述几部分的关系,即

Y (tj) = ηtj + ε = η(tj ; θ, ξ) + ε. (1)

其中: η(tj ; θ, ξ)为关于 tj的函数, θ为常数项, ξ为随
机变量; ηj的常见形式有 ηj = θ + ξtj , ηj = ξ1 +

ξ2tj , ηj = θ1 + ξ exp(θ2tj)等[8].基于式 (1)中监测值
和真实值之间的关系,可加入协变量的影响,对设备
的退化过程进行建模.

2 模型建立及仿真

2.1 考虑协变量的随机系数回归模型

本文选择常见的加速失效时间模型在退化过程

中加入协变量的影响,此模型应用广泛且成熟,能够
在短时间内获得系统的可靠性与失效率,有其高效
性[28].加速失效时间模型认为不用的使用条件和产
品的寿命成一定比例,从使用时间参数t上呈现,基于
此,加入协变量X后,随机系数回归模型的表达形式
可表示为

Y (tj) = ηtj + ε = η(tj exp(βX); θ, ξ) + ε. (2)

其中:协变量X的取值有连续型和离散型两种情况,
本文考虑设备的使用条件为离散型的情况,如风机设
备不同的转速 (高档位和低档位转速),即协变量X为

离散型取值.
由上所述,可以继续推出设备状态和故障的分布

函数.在式 (2)中,模型系数ξ是随机变量,给定ξ可得

Y (tj)的分布函数

P (Y |ξ) = P (Y (tj) ⩽ Y |ξ) =

Φ
(Y − η(tj exp(βX); θ, ξ)

σ

)
. (3)

设ξ的取值范围为Θ,概率密度函数记为h(ξ),则
对任意ξ, y(tj)的分布函数为

P (Y ) = P (Y (tj) ⩽ Y ) =w
Θ
h(ξ)P (Y (tj) ⩽ Y |ξ)dξ. (4)

更进一步,当设备的真实运行状态达到故障
阈值D时,设备故障发生需要进行恢复性更新.对
于给定的 ξ设备故障发生时间 T 的分布函数记为

P (T ⩽ t|ξ) = FT (t|ξ),则可得对于任意ξ设备故障发

生时间T的分布函数为

P (T ⩽ t) = FT (t) =
w
Θ
h(ξ)FT (t|ξ)dξ. (5)

若设备的真实运行状态ηj达到故障阈值D的时间小

于等于t,则设备在t时刻或t时刻之前发生故障,可得
FT (t|ξ) = 1;若ηj达到故障阈值D的时间大于 t,则 t

时刻设备未发生故障,可得FT (t|ξ) = 0.基于设备状
态和故障的分布函数,可进一步推出设备维修费用函
数.
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2.2 单位时间期望费用模型

1) PM更新周期内期望费用和周期长度.
一个PM更新周期中,设备从初始状态开始运行,

状态监测每隔时间τ进行一次,当设备的运行状态首
次被监测到达到或者超过阈值C时,即在监测点tk处

Y (tk) ⩾ C,此时设备被PM更新,更新周期完成.对
于给定的ξ,由式(5)的推导可知设备在tk之前未发生

故障的概率为1−FT (tk|ξ);由式(3)可知,在tk−1及之

前设备的状态未达到或者超过阈值C的概率为
k−1∏
j=1

P (Y (tj) < C|ξ) =

k−1∏
j=1

Φ
(C − η(tj exp(βX); θ, ξ)

σ

)
. (6)

在tk处,设备的状态被监测到达到或超过阈值C的概

率为

P (Y (tk) ⩾ C|ξ) = 1− P (Y (tk) < C|ξ) =

1− Φ
(C − η(tk exp(βX); θ, ξ)

σ

)
. (7)

所以,设备在监测点tk处PM更新的概率为

Pp(tk;C|ξ) =

[1− FT (tk|ξ)]
[k−1∏
j=1

P (Y (tj) < C|ξ)
]
×

P (Y (tk) ⩾ C|ξ). (8)

更进一步,对于任意ξ,可得

Pp(tk;C) =
w
Θ
h(ξ)Pp(tk;C|ξ)dξ. (9)

一个PM更新周期内,设备一共被监测k次,则可
知状态监测费用为kCm, PM更新的费用为CP ,所以,
一个PM更新周期内的期望总费用为

ECp(tk) = (kCm + CP )Pp(tk;C). (10)

进一步可知,一个PM更新周期的期望长度为

ELp(tk) = (kτ)Pp(tk;C). (11)

2)故障更新周期内期望费用和周期长度.
一个故障更新周期中,设备从初始状态开始运

行,状态监测每隔时间τ进行一次,一直到监测点tk−1

处,设备的状态均未达到或者超过阈值C,但是在区
间 (tk−1, tk]内,设备的状态超过C且达到了故障阈

值D,设备需要被故障更新,更新周期完成.对于给
定的 ξ,由式 (5)的推导可知设备在 tk−1之前未发生

故障但在 (tk−1, tk]内发生故障的概率为FT (tk|ξ) −
FT (tk−1|ξ),同式 (6),设备在 tk−1及之前状态未达到

或者超过阈值C的概率为
k−1∏
j=1

P (Y (tj) < C|ξ),则设

备在(tk−1, tk]内故障更新的概率为

Pf (tk;C|ξ) = (12)

[FT (tk|ξ)− FT (tk−1|ξ)]
[k−1∏
j=1

P (Y (tj) < C|ξ)
]
.

更进一步,对于任意ξ可得

Pf (tk;C) =
w
Θ
h(ξ)Pf (tk;C|ξ)dξ. (13)

一个故障更新周期内,设备一共被监测k − 1次,可知
状态监测费用为(k−1)Cm,故障维修费用为Cf ,则故
障更新周期内的期望费用为

ECf (tk) = [(k − 1)Cm + Cf ]Pf (tk;C). (14)

一个故障更新周期的期望长度为

ELf (tk) =
w kτ

(k−1)τ
t
∂Pf (t;C)

∂t
dt. (15)

由上所述,综合式 (2)∼ (15),由更新回报定理[29],
建立单位时间内期望费用模型

EC(τ ;C) =

∞∑
k=1

(ECp(tk) + ECf (tk))

∞∑
k=1

(ELp(tk) + ELf (tk))

. (16)

式 (16)中,通过最小化EC(τ ;C)求解最优的τ与

C这两个决策变量的值.

2.3 模拟仿真

为了对所建立的模型进行验证,且同时增加一种
求解最优监测区间和预防性维修阈值的方法,对设备
的运行状态及更新周期进行模拟仿真,见图3.
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图 3 仿真流程
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仿真步骤如下:
step 1: 初始化系统,默认设备处于更新状态,并

对参数赋值,并设置最大模拟次数N,n代表已经模

拟的次数,每次模拟代表一个更新周期,n ⩽ N .
step 2: 给出 τ与C合理的取值范围,可以根据

经验及同类设备运行情况给出 τ的可能的范围,由
于阈值 C小于已知的阈值D,所以 C的范围也可

以给出,设共有M 组 τ 与C的组合,依次对应编号
1, 2, . . . ,M (对每一组 τ与C,均完成N次模拟,每次
模拟的最优解记为C∗

i , i = 1, 2, . . . ,M ).
step 3:对于每个n,即每个更新周期,将初始周期

内费用EC和周期长度EL设置为0,并随机生成ξ和ε,
初始设置监测时间点的k值,即k = 1,并运用式 (2)计
算Y (tk)和ηtk .

step 4: 通过阈值D和C判断设备是否达到了更

新条件.如未达到,则继续下一个监测点的判断, k =

k + 1;如达到更新条件,判断是PM更新还是故障更
新,分别运用式 (10)和 (11)计算图3中的Cnp和Lnp,
或者分别运用式 (14)和 (15)计算图3中的Cnf和Lnf ,
一个更新周期完成.

step 5:通过n = n+1,直至n = N个更新周期完

成,计算单位时间费用C∗
i .

step 6: 对于所有的τ与C的组合,均可计算单位
时间费用C∗

i ,直至 i = M ,最优结果C∗ = min{C∗
1 ,

C∗
2 , . . . , C

∗
M}, C∗对应的τ与C的取值,即为决策变量

最优值.

3 数值案例

本节运用数值案例对模型及仿真过程进行计

算.所研究的设备为国内某钢厂的除尘风机的退化
情况,基本原理是除尘风机在运行的过程中,由于灰
尘等杂质不断地附着在风机叶片上,使得风机轴承的
振幅随着运行时间的增加呈现增长的趋势,当振幅过
大时,需要对风机进行动平衡维修.
由上述原理,本案例选择风机轴承的振幅为所监

测的状态值,单位是“µm”或“丝”;风机不同的转速为
协变量,单位为“r/min”,本案例中协变量的取值共有
4个,即600 r/min, 800 r/min, 1 000 r/min, 1 200 r/min,在
计算时需对协变量值进行标准化[30].上述4个协变量
标准化后分别为

X1 =
600− 600

1 200− 600
= 0,

X2 =
800− 600

1 200− 600
=

1

3
,

X3 =
1000− 600

1 200− 600
=

2

3
,

X4 =
1200− 600

1 200− 600
= 1.

运用下式描述设备的状态:

Y (tj) = ξtj exp(βX) + ε. (17)

式 (17)的选取来源于文献 [6]案例中的使用的模
型,并加入了本文所涉及到的协变量.设式 (17)中随
机变量 ξ服从威布尔分布,应用威布尔分布描述设
备运行过程是非常适合的,拟合性好[31],且被广泛应
用[6].威布尔分布的概率密度函数为

f(υ; a, b) =

ab(aυ)(b−1)e−(aυ)b , υ ⩾ 0;

0, υ < 0.
(18)

相关参数设置见表1,其中费用等参数来源于企
业调查,因为本文没有对参数估计进行研究,所以设
备相关参数为虚拟参数,参数中的时间单位为 ‘天’,
费用单位为 ‘元’,设备状态的故障阈值为振幅不能超
过D = 5丝,即50 µm.

表1 参数取值

β a b D Cm CP Cf σ

0.2 0.4 2.42 5 50 200 500 0.031 2

3.1 模型运算结果

运用式 (2)∼ (18),以及表 1中的参数取值,分别
在协变量4种不同取值的情况下,运用Matlab进行运
算,依次对应协变量的取值X1 = 0, X2 = 1/3, X3 =

2/3和X4 = 1;最优解EC(τ∗;C∗)分别为EC(1.4;

2.5) = 142.3,EC(1.3; 2.5) = 152.1,EC(1.2; 2.5) =

162.6和EC(1.1; 2.5) = 173.9.为节省篇幅,此处仅给
出X2 = 1/3时的三维图示结果,见图4.
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图 4 协变量X2 = 1/3时的计算结果

由最优解可见,随着协变量的逐渐增加,最优监
测区间τ∗逐渐缩短,主要是由于协变量的增加,对设
备起到加速退化的作用,需要缩短监测区间,预防设
备故障的发生;但协变量的变化对最优预防性维修
阈值C∗的取值并未起到作用,即尽管设备在协变量
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的作用下加速退化,但达到阈值C = 2.5丝时就需要

对设备进行预防性维修.

3.2 仿真运算结果

运用2.3节的模拟仿真流程,以及上述同样的参
数进行运算,设定模拟次数为 2万次,依次对应协变
量的取值X1 = 0, X2 = 1/3, X3 = 2/3和X4 =

1;可得最优解 EC(τ∗;C∗)分别为: EC(1.4; 2.6) =

141.9,EC(1.3; 2.6) = 151.1,EC(1.2; 2.5) = 161.4和

EC(1.1; 2.5) = 173.2,此处也仅给出X2 = 1/3时的三
维图示结果,见图5.通过图4和图5,可见仿真运算的
最优解与模型运算的最优解高度近似,可以说明所建
立模型的合理性及运算结果的正确性.
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图 5 协变量X2 = 1/3时的模拟运算结果

4 结 论

本文运用随机系数回归模型描述设备的退化过

程,其中考虑了基于加速失效时间模型的协变量的影
响.在对退化过程建模的基础上,针对两类设备更新
的状态阈值,运用更新回报定理,建立了单位时间期
望费用模型,并设计了模拟仿真过程以说明所建立模
型的合理性,以及给出计算决策变量最优取值的另一
种方法.通过案例运算可以发现协变量对设备的状
态监测区间具有一定的影响作用,即随着协变量的
增加,监测区间逐渐减小,协变量增加对设备的运行
起到了加速退化的作用,但协变量对设备的预防性维
修阈值没有影响.在本文研究的基础上,还可以有更
进一步的扩展及深入研究: 1)考虑随机协变量的影
响; 2)考虑不完美维修策略,即预防性维修不能更新
设备,但可以减少设备的役龄等; 3)将本文模型和质
量管理、生产计划等进行整合应用,实现学科交叉研
究.
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