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输入受限的多旋翼无人机轨迹跟踪鲁棒正定不变集设计

李志南, 李卫华, 王 鹏†, 曹 越

(空军工程大学信息与导航学院，西安 710003)

摘 要: 针对输入受限的多旋翼无人机轨迹跟踪问题设计了鲁棒正定不变集.考虑多旋翼无人机的非线性动力
学模型、外部不确定干扰以及输入饱和约束等因素,首先设计带有干扰抵消项的非线性控制律以保证无人机轨迹
跟踪的稳定性,进而基于线性矩阵不等式 (LMIs)构造了鲁棒正定不变集.在所设计的控制律作用下,无人机轨迹
跟踪误差一旦进入所构造的不变集则将始终处于该集合内,并最终趋于零.理论推导过程与仿真实验结果均验证
了以上特性.
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Design of robust positively invariant set for trajectory tracking of multi-
rotor UAV with input saturation
LI Zhi-nan, LI Wei-hua, WANG Peng†, CAO Yue

(Information and Navigation College，Air Force Engineering University，Xi’an 710003，China)

Abstract: A robust positively invariant (RPI) set is designed for the trajectory tracking problem of a multi-rotor unmanned
aerial vehicles (UAVs) subject to external disturbance and input saturation. With considering the nonlinear dynamics,
external disturbance and input saturation of the multi-rotor UAV, a nonlinear control law with disturbance offset is designed
firstly to ensure the stability of tracking, and the RPI set is constructed based on linear matrix inequalities (LMIs). For the
tracking error within the designed RPI set, the designed control law can always guarantee that the tracking error stays in
the RPI set forever and eventually converges to zero. The above properties are verified by the theoretical derivation and
simulation results.
Keywords: multi-rotor UAV；external disturbance；input saturation；RPI set；LMIs

0 引 言

近年来,多旋翼无人机因其体积小、机动性强、垂
直起降、自由悬停等优点被越来越广泛地应用于工

业、农业、军事和民用等领域[1-4],其研究涉及多个学
科领域,是国内外许多重点实验室与研究院的重点研
究对象.
众所周知,多旋翼无人机是一种多输入多输出、

欠驱动、强耦合的非线性系统[4],其飞行控制技术
已成为影响其实际应用的关键技术.轨迹跟踪控制
作为无人机飞行控制中的基本问题,也已受到越来

越多的关注[4-11].目前,针对多旋翼无人机的轨迹跟
踪控制问题,相关学者已提出了多种有效的解决方
法,如滑模控制[3]、反步控制[6,8,12]、预测控制[13-14]、

PID控制[7,15]等.考虑多旋翼无人机系统的非线性特
性,现有文献多通过在平衡点附近线性化的方法来
对其模型进行简化,进而设计出相应的线性反馈控制
律[16].由于在平衡点附近进行线性化的方法需要基
于无人机状态位于平衡点附近的假设,无法适应无人
机强机动的控制情况,因此设计相应的非线性控制律
仍十分必要.文献 [7]即采用非线性PID控制方法为
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多旋翼无人机的轨迹跟踪问题设计了相应的控制律,
实现了对指定轨迹的稳定跟踪.文献 [5]设计了终端
滑动模型控制算法使得状态变量短时间内收敛到期

望值,能够有效适应无人机欠驱动、强耦合的非线性
特点.
由于无人机在实际飞行过程中会受到较多外部

不确定因素的影响,为其设计相应的控制律时还需
要考虑鲁棒抗干扰性.考虑无人机跟踪控制中的抗
干扰问题,现有研究已提出了针对性的解决方案,如
通过在控制器中引入干扰补偿[6,8,17-18]等.文献 [8]基
于级联理论的思想,将完整的闭环系统分成两个降
阶的子系统和一个耦合项,进而利用干扰观测器获
得的干扰估计采用反步控制法设计了干扰补偿控制

律,实现了对干扰的抑制.文献 [17]首先通过干扰观
测器对干扰进行了估计,进而基于干扰估计采用反步
控制法设计了标称反馈控制律,最后通过设计弹性控
制律对干扰估计误差进行处理,提升了控制的抗干扰
性能.文献 [18]则聚焦强机动情况下的多旋翼无人
机姿态跟踪问题,将控制系统划分为四元数姿态控制
与角速度控制两级,通过设计观测器对科里奥利项与
干扰进行了估计,进而在控制律设计中进行了相应的
补偿,实现了较好的抗干扰性能.文献 [6]同样按照级
联控制的思路采用反步控制法对无人机路径跟踪问

题进行研究,通过姿态误差与位置误差的耦合合理地
设计了干扰观测器,更好地抑制了干扰.以上文献所
设计的控制律无法将干扰影响完全抵消,即不能实现
无静差控制.本文针对带有外部干扰的多旋翼无人
机轨迹跟踪控制问题,通过在非线性反馈控制律设计
中加入干扰抵消项,实现了对无人机轨迹跟踪的无静
差控制.
由于电机功率上限、螺旋桨转速上限等物理限

制的影响,导致多旋翼无人机在控制过程中的状态与
输入 (如升力、扭矩等)受到约束限制,如果控制律设
计时不考虑输入约束,所求解的控制输入可能无法实
现甚至会导致炸机的后果,因此在实际的控制律设计
中应进一步考虑对输入约束的保证.针对输入饱和
约束,现有研究常通过饱和函数对控制律进行约束,
如文献 [11]通过在所设计的有限时间反步控制策略
中加入饱和函数,在一定程度上抑制了输入饱和对系
统状态收敛速度与无人机飞行性能的不良影响;文
献[6]通过饱和函数对其所设计的干扰补偿反步控制
律进行处理,实现了对多旋翼无人机的高精度路径跟
踪控制.此外,预测控制作为一种滚动优化与滚动实
施的先进控制策略,尤其适合于处理带约束的控制问

题[19-22].然而, (鲁棒)预测控制的稳定性需要建立在
(鲁棒)不变集的基础上[19,21,23],为此本文在所设计非
线性反馈控制律的基础上,进一步基于线性矩阵不等
式 (LMIs)为带有外部干扰的多旋翼无人机轨迹跟踪
控制问题设计鲁棒正定不变集.容易验证,一旦无人
机的轨迹跟踪误差进入该鲁棒正定不变集,则将始终
处于该集合内,且最终收敛至零,从而为后续鲁棒预
测控制器的设计与综合奠定了基础.

1 问题描述

多旋翼无人机在不同坐标系的表示如图1所示.
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图 1 多旋翼无人机的不同坐标系表示

考虑如下运动学与动力学模型所表示的多旋翼

无人机: 
ṗ = v;

v̇ =
R(q)Tez

m
− gez + dF ;

(1)


q̇0 = −1

2
qT
v ω,

q̇v =
1

2
(q0I + [qv]×)ω;

Jω̇ = −[ω]×Jω + τ + dΓ .

(2)

其中:p = [px py pz]
T与v = [vx vy vz]

T分别表

示无人机在地球坐标系下的位置和速度;四元数q =

[q0 qv]
T = [q0 q1 q2 q3]

T, R(q) = (q20 − ∥qv∥2)
I3×3 +2qvq

T
v +2q0[qv]×表示对应四元数q的旋转算

子;T表示无人机螺旋桨提供的升力, ez = [0 0 1]T

表示地球坐标系下z方向的单位向量,m表示无人机
质量; g表示重力加速度,ω = [ωx ωy ωz]

T表示无

人机的角速度, I表示适维的单位矩阵,J = diag{Jx,

Jy, Jz}表示无人机转动惯量矩阵, τ = [τx τy τz]
T

表示螺旋桨旋转产生的扭矩,dF = [dFx dFy dFz]
T

与dΓ = [dΓx dΓy dΓz]
T分别表示作用于升力与扭

矩的外部不确定干扰, [·]×表示相应向量的叉乘矩阵.
通常情况下,不确定干扰dF 与dΓ 均有界,即满

足

dF ∈ DF
∆
= {dF ||dFs| ⩽ dmax

Fs , s = x, y, z}, (3)

dΓ ∈ DΓ
∆
= {dΓ ||dΓs| ⩽ dmax

Γs , s = x, y, z}, (4)
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其中dmax
(·) 为相应干扰分量的已知上界.在飞行控制

过程中,无人机因物理限制导致其输入必须满足一定
的约束,即

u = [T τT]T ∈ U
∆
= {u||T | ⩽ Tmax, |τs| ⩽ τmax

s }.
(5)

其中:Tmax表示无人机的升力上限, τmax
s (s = x, y, z)

分别为输入扭矩约束上界.
令pd、vd、̇vd、qd、ωd、̇ωd分别表示指定轨迹的位

置、速度、加速度、姿态四元数、角速度与角加速度,
定义跟踪误差状态分别为

pe = pd − p, ve = vd − v,

qe = q∗ ◦ qd = [qe0 qT
ev]

T,

ωe = R(qe)ωd − ω.

其中: q∗表示四元数q的共轭,运算符 ◦表示四元数
乘法.相应的跟踪误差状态模型可推导为

żo
e =

[
ṗe

v̇e

]
=

 ve

v̇d −
R(q)Tez

m
+ gez − dF

 , (6)

żi
e =


q̇e0

q̇ev

ω̇e

 =


−1

2
qT
evωe

1

2
(q0I + [qev]×)ωe

Ṙ(qe)ωd +R(qe)ω̇d − J−1(τ + dΓ )+

J−1[R(qe)ωd − ωe]×J [R(qe)ωd − ωe]

 ,

(7)

其中Ṙ(qe) = −[ωe]×R(qe).本文的控制目的可描述
为:设计控制律u = [T τT]T = [κo(zo

e , v̇d) κi(zi
e,

ω̇d)]
T ∈ U ,使得无人机跟随指定轨迹飞行,即使得

lim
t→∞

zo
e = [0 0]T,0为适维的零矩阵.为便于鲁棒正

定不变集的设计与描述,本文首先给出以下定义.
定义1 [24] 对于t时刻的任意误差状态z

(·)
e (t) ∈

S,当且仅当下式对所有的r时刻干扰d(·)(r) ∈ D(�)
及r > t均成立,则集合可称为相应跟踪误差系统的
鲁棒正定不变集:z

(·)
e (r) ∈ S,

κ(·)(z
(·)
e (r), ·) ∈ U ,

(8)

其中κ(·)(z
(·)
e (r), ·)为待设计的反馈控制律.

2 控制律与鲁棒正定不变集的设计

根据多旋翼无人机姿态与位置的耦合关系,将轨
迹跟踪控制分为外环控制子系统(6)与内环控制子系
统 (7)进行级联控制.综合考虑外部不确定干扰与输

入约束,分别设计控制律与不变集.

2.1 外环控制的控制律与鲁棒正定不变集设计

外环控制系统 (6)可改写为如下的线性干扰系
统:

żo
e = A1z

o
e +B1u1 −B1dF . (9)

其中

A1 =

[
0 I

0 0

]
, B1 =

[
0

I

]
,

u1 = v̇d −
R(q)Tez

m
+ gez

为外环系统的虚拟控制输入.外环控制系统 (6)的实
际控制输入 (即升力)可根据系统 (9)的虚拟控制输入
设计为

T = m∥u1 − v̇d − gez∥. (10)

对于外环控制系统 (6),可借鉴常规思路[22]来设计反

馈控制律与鲁棒正定不变集.
定理1 若存在标量α > 0,矩阵P1 = W−1 > 0

与F1 = Y W−1,以及状态向量zo
e满足以下LMIs:[

−α zoT
e ,

zo
e −W ,

]
⩽ 0 (11)[

−β Y

Y T −W

]
⩽ 0, (12)

WAT
1 +A1W + Y TBT

1 +B1Y ⩽ 0. (13)

其中

β = 2
(Tmax

m
− ∥dmax

F sign{BT
1 P1z

o
e}∥−

∥v̇d max∥ − ∥gez∥
)
− α,

dmax
F = diag{dmax

F1 , dmax
F2 , dmax

F3 },

v̇max
d(·) 为指定轨迹的加速度上限.则采用反馈控制律

u1 = F1z
o
ed

max
F sign{BT

1 P1z
o
e}, (14)

可保证集合So = {zo
e |zoT

e P1z
o
e ⩽ α}为外环控制系

统 (9)的鲁棒正定不变集,系统 (9)在集合So内鲁棒

稳定,且实际控制输入(10)始终满足 |T | ⩽ Tmax.
证᰾ 根据Shur补引理可知,不等式 (11)与 (12)

分别等价于

zoT
e W−1zo

e ⩽ α, (15)

Y W−1Y T ⩽ 2
(Tmax

m
− ∥dmax

F sign{BT
1 P1z

o
e}∥−

∥v̇d max∥ − ∥gez∥
)
− α. (16)

进一步地,式(15)与(16)使得

∥u1∥ =

∥F1z
o
e − dmax

F sign{BT
1 P1z

o
e}∥ ⩽
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∥F1z
o
e∥+ ∥dmax

F sign{BT
1 P1z

o
e}∥ =

∥F1W
1
2W− 1

2zo
e∥+ ∥dmax

F sign{BT
1 P1z

o
e}∥ ⩽

∥F1W
1
2 ∥∥W− 1

2zo
e∥+ ∥dmax

F sign{BT
1 P1z

o
e}∥ ⩽√

F1WFT
1

√
α+ ∥dmax

F sign{BT
1 P1z

o
e}∥ ⩽

Y W−1Y T + α

2
+ ∥dmax

F sign{BT
1 P1z

o
e}∥ ⩽

Tmax

m
− ∥v̇d∥ − ∥gez∥, (17)

则实际控制输入(10)满足

|T | = m∥u1 − v̇d − gez∥ ⩽

m(∥u1∥+ ∥v̇d∥+ ∥gez∥) ⩽

Tmax. (18)

可知,若不等式 (11)与 (12)成立,则式 (18)成立,即输
入约束得以保证.
选取李雅普诺夫函数为V1 = zoT

e P1z
o
e ,则在反

馈控制律u1 = F1z
o
e − dmax

F sign{BT
1 P1z

o
e}的作用

下,不等式(13)使得

V̇1 =

żoT
e P1z

o
e + zoT

e P1ż
o
e =

(A1z
o
e +B1u1 −B1dF )

TP1z
o
e+

zoT
e P1(A1z

o
e +B1u1 −B1dF ) =

zoT
e (AT

1 P1 + P1A1)z
o
e + uT

1 B
T
1 P1z

o
e+

zoT
e P1B1u1 − dT

FB
T
1 P1z

o
e − zoT

e P1B1dF =

zoT
e (AT

1 P1 + P1A1 + FT
1 BT

1 P1 + P1B1F1)z
o
e−

(dF + dmax
F sign{BT

1 P1z
o
e})TBT

1 P1z
o
e−

zoT
e P1B1(dF + dmax

F sign{BT
1 P1z

o
e}) ⩽

zoT
e (AT

1 P1 + P1A1 + FT
1 BT

1 P1 + P1B1F1)z
o
e ⩽ 0,

(19)

即式(15)始终成立,且外环控制系统(9)鲁棒稳定.
综上所述,若式(11)∼ (13)成立,则式(15)、(18)与

(19)始终成立,即定理1得证. 2
对于外环控制系统 (9),由于矩阵 (A1,B1)为可

控矩阵对,根据Riccatti方程可知,必然存在矩阵P1 =

W−1 > 0与F1 = Y W−1使得不等式 (13)成立.而
对于任意的α > 0与W > 0,总是存在足够小
的状态向量zo

e使得不等式 (11)成立.对于适当的升
力上限值Tmax与干扰上限dmax

F ,当参数α越小时,式
(12)越容易满足.因此,当输入约束上限与干扰上限
适当时,可通过选择足够小的参数α使得条件不等式

(11)∼ (13)同时成立,即为外环控制系统 (9)构造出保
证其稳定的鲁棒正定不变集So.在实际的控制问题
中,通常需要集合So越大越好,因此本文通过求解以

下优化问题来获得最大的鲁棒正定不变集合So:
max

α,W ,Y ,zo
e

α;

s.t.式(11) ∼ (13). (20)

2.2 外环控制的控制律与鲁棒正定不变集设计

对于内环控制系统 (7),考虑其非线性特性,可借
鉴文献 [25]中的思路来设计反馈控制律,并在此基础
上设计鲁棒正定不变集.

定理2 若存在标量η > 0,矩阵P2 > 0,K ⩽ 0

与FΓ ,以及状态向量zi
e满足如下的LMIs:[

−η ẑiT
e

ẑi
e −ηP−1

2

]
⩽ 0, (21)

λs − τmax
s η FΓs

η −
(
CsP

−1
2 CT

s +
1

2

)−1

0

FT
Γs 0 −2P2

 ⩽ 0,

(22)

A(zi
e)

TP2 + P2A(zi
e) +AT

2 F
T
Γ P2 + P2A2FΓ ⩽ 0.

(23)

其中

ẑi
e = [qT

ev ωT
e ]

T,

FΓ = [µK K] = [FT
Γx FT

Γy FT
Γz]

T,

A(zi
e) =

1

2

[
0 qe0I + [qev]×

µ[ωe]× −µqe0I

]
,

A2 = [0 J−1]T,

λs与Cs(s = x, y, z)为与指定轨迹有关的已知参数

(见附录A式(A3)∼ (A23)),则采用反馈控制律

τ =

−Kx̂+ dmax
Γ sign{x̂}+ 1

2
µJ(qe0I+

[qev]×)ωe + [R(qe)ωd − ωe]×J [R(qe)ωd−

ωe] + J [Ṙ(qe)ωd +R(qe)ω̇d], (24)

x̂ = ωe + µqev, µ > 0,dmax
Γ = diag{dmax

Γx , dmax
Γy ,

dmax
Γz },可保证集合Si = {ẑi

e|ẑi
eP2ẑ

iT
e ⩽ η2}为内环

控制系统(7)的鲁棒正定不变集,系统 (7)在集合Si内

鲁棒稳定且实际控制输入始终满足 |τs| ⩽ τmax
s , s =

x, y, z.
证᰾ 根据Shur补引理可知,不等式 (21)与 (22)

分别等价于

ẑi
eP2ẑ

iT
e ⩽ η2, (25)

ηCsP
−1
2 CT

s η + λs +
η2 + FΓsP

−1
2 FT

Γs

2
⩽ τmax

s .

(26)

根据指定轨迹参数与单位四元数约束,可对控制
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律(24)界定如下(具体过程见附录A):
|τs| ⩽ |FΓsẑ

i
e|+ |Csẑ

i
e|2 + λs. (27)

则式(25)与(26)使得
|τs| ⩽

|FΓsẑ
i
e|+ |Csẑ

i
e|2 + λs =

|FΓsP
− 1

2
2 P

1
2
2 ẑi

e|+ |CsP
− 1

2
2 P

1
2
2 ẑi

e|2 + λs ⩽

η
√

FΓsP
−1
2 FT

Γs + ηCsP
−1
2 CT

s η + λs ⩽
η2 + FΓsP

−1
2 FT

Γs

2
+ ηCsP

−1
2 CT

s η + λs ⩽

τmax
s , s = x, y, z. (28)

可知,若不等式 (21)与 (22)成立,则式 (28)成立,即输
入约束 |τs| ⩽ τmax

s (s = x, y, z)得以保证.
选取正定函数

V2 = ẑiT
e P2ẑ

i
e, (29)

在反馈控制律(24)的作用下,式(23)使得
V̇2 = ẑiT

e [A(zi
e)

TP2 + FT
Γ AT

2 P2 + P2A(zi
e)+

P2A2FΓ ]ẑ
i
e +BT

2 P2ẑ
i
e + ẑiT

e P2B2 ⩽

ẑiT
e [A(zi

e)
TP2 + FT

Γ AT
2 P2+

P2A(zi
e) + P2A2FΓ ]ẑ

i
e ⩽ 0, (30)

即式(25)始终成立.其中

B2 = [0 − (dΓ + dmax
Γ sign{x̂})TJ−1]T.

因此,集合Si = {ẑi
e|ẑi

eP2ẑ
iT
e ⩽ η2}为内环控制系统

(7)的鲁棒正定不变集.
选取李雅普诺夫函数

V3 =
1

2
x̂Tx̂, (31)

则在反馈控制律(24)的作用下,有

V̇3 = x̂T(ω̇e + µq̇ev) =

x̂T
{
Ṙ(qe)ωd +R(qe)ω̇d − J−1(τ + dΓ )+

J−1[R(qe)ωd − ωe]×J [R(qe)ωd − ωe]+

1

2
µ(qe0I + [qev]×)ωe

}
=

x̂TJ−1(Kx̂− dΓ − dmax
Γ sign{x̂}) ⩽

x̂TJ−1Kx̂ ⩽ 0. (32)

可知,在有限时间内t0后, x̂ = ωe + µqev ≡ 0,即

ωe ≡ −µqev, (33)

从而使得内环控制系统(7)等价变化为
q̇e0 =

1

2
µqT

evqev,

q̇ev = −1

2
µqe0qev.

(34)

进一步为以上等价系统选取李雅普诺夫函数

V4 =
1

2
qT
evqev +

1

2
(1− qe0)

2, (35)

则有

V̇4 = −1

2
µqT

evqev ⩽ 0. (36)

由式(33)与(36)可知,内环控制系统(7)鲁棒稳定.
综上所述,一旦式 (21)∼ (23)成立,则式 (25)、

(28)、(32)与(36)始终成立,即定理2得证. 2
类似地,为使得集合Si最大,本文通过求解以下

优化问题来获得最大的鲁棒正定不变集合Si:
max

FΓ ,η,zi
e,K⩽0

η;

s.t.式(21) ∼ (23). (37)

3 仿真验证

本文使用Matlab软件进行仿真,具体参数[6]选择

如下:m = 3 kg, g = 9.8m/s,转动惯量矩阵

J = diag{0.039, 0.039, 0.12} kg · m2.

指定轨迹位置为

pd =
[
2.5π sin

( t

2π

)
2.5π cos

( t

2π

)
−0.5t

]T
m.

输入约束

U
∆
= {u||T | ⩽ Tmax, |τs| ⩽ τmax

s , s = x, y, z}.

其中:Tmax = 36N, τmax
x = 1N · m, s = x, y, z.外部

干扰

dF = [0.4 sin t 0.2 sin t+ 0.2 0.4 cos t]T m/s2,

dΓ = [0.49 sin t 0.49 sin t 0.49 cos t]T N · m.

3.1 控制律与鲁棒正定不变集的有效性验证

求解LMIs优化问题 (20),可得出外环控制系统
不变集的参数为

P1 =

[
0.000 4I 0.005 2I

0.005 2I 0.297 2I

]
,

P2 =

[
1.5I I

I I

]
,

α = 21.536 1, µ = 1.

求解优化问题 (37),可得出内环控制系统不变集的参
数为η2 = 1.042 0.根据以上求解出的不变集,选择一
组不变集的边界点作为初始的跟踪误差状态,即

qe(0) = [0.707 1 0.5 0.4 0.3]T,

ωe(0) = [0.1 0.1 0.1]T rad/s,

pe(0) = [40 50 20]T m,

ve(0) = [3 6 2]Tm/s.

采用本文设计的外环控制律 (14)与内环控制律 (24)
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进行控制,相应的仿真结果如图2∼图9所示.
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图 5 位置跟踪误差

图2∼图5分别展示了多旋翼无人机轨迹跟踪控
制的姿态误差、角速度误差、位置误差与速度误差变

化曲线,可以看出,随着内环控制系统状态快速收敛
至平衡点后,外环控制系统状态也逐渐收敛至零,由
此验证了内外环控制系统在本文所设计控制律作用

下的稳定性.
图6与图7分别展示了zoT

e P1z
o
e与 ẑiT

e P2ẑ
i
e的变

化曲线,可以看出, zoT
e P1z

o
e ⩽ α与 ẑiT

e P2ẑ
i
e ⩽ η2 始

终满足,即外环控制系统状态与内环控制系统状态在
本文所设计控制律的作用下始终处于相应的鲁棒正

定不变集内.
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图 9 扭矩的变化

图 8与图 9分别展示了无人机的升力与扭矩的
变化曲线,可以看出,无人机的控制输入在整个控制
过程中均未违反指定约束.总体而言,当无人机跟踪
误差状态位于本文所设计的鲁棒正定不变集内时,本
文的控制律能够在满足指定控制输入约束的情况下

保证该误差状态始终位于不变集内,且逐渐收敛至
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零,由此验证了本文所设计的控制律与鲁棒正定不变
集的有效性.

3.2 控制性能比较

为进一步验证本文方法的控制性能,本小节选择
文献 [6]中的方法为比较对象.选择初始跟踪误差状
态为qe(0) = [0.622 5 0.4 0.5 0.45]T,ωe(0) =

[0 0 0]Trad/s,pe(0) = [30 50 −20]Tm,ve(0) =

[2 2 2]Tm/s.
采用本文所设计的控制律 (14)和 (24)与文献 [6]

所设计的控制律对无人机分别进行控制,仿真结果如
图10∼图17所示.图10∼图13分别展示了无人机轨
迹跟踪控制的姿态误差、角速度误差、位置误差与速

度误差的变化曲线,可以看出,在同等条件下,本文所
设计的控制律与文献[6]所设计的控制律均能够使得
相应的误差状态收敛.值得注意的是,由图10∼图13
中的放大区域图可以看出,在保证误差状态收敛的前
提下,文献 [6]所设计的控制律只能够保证误差趋于
零附近的区域内,而本文所设计的控制律能够使得所
有的误差均收敛至零 (即实现了无静差控制效果),可
见本文方法的跟踪控制精度更高.
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图 16 文献 [6]扭矩变化

图14展示了无人机在轨迹跟踪过程中的运动轨
迹,可以看出,本文所设计的控制律能够使无人机轨
迹更接近于指定轨迹,即实现了更高精度的控制.
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图 17 本文扭矩变化

图15∼图17分别展示了无人机的升力与扭矩
变化曲线,可以看出,本文方法与文献 [6]方法均能够
保证无人机的控制输入满足相应的指定约束,而本文
方法所要求的无人机升力波动更小.

4 结 论

本文针对带有外部扰动且输入受限的多旋翼无

人机轨迹跟踪问题,设计了非线性反馈控制律与鲁棒
正定不变集,并给出了具体的LMIs优化问题来求解
确定控制律与不变集参数.理论分析与仿真结果均
可验证,当无人机跟踪误差状态位于所设计的不变集
内时,在本文所设计的控制律作用下,该误差状态始
终位于不变集内.此外,本文在控制设计过程中特别
针对外部干扰进行了相应抵消,因此所设计的控制律
能够实现轨迹跟踪的无静差控制.

附录A
根据指定的轨迹参数可确定出其最大角速度

ωd max = [ωd1 max ωd2 max ωd3 max]
T, (A1)

ω̇d max = [ω̇d1 max ω̇d2 max ω̇d3 max]
T. (A2)

已知

R(qe) =

[(q20 − ∥qv∥2)I3×3 + 2qvq
T
v + 2q0[qv]×] =

R11 R12 R13

R21 R22 R23

R31 R32 R33

 ,

G =


G1

G2

G3

 = R(qe)ωd =


R11 R12 R13

R21 R22 R23

R31 R32 R33



ωd1

ωd2

ωd3

 ,

H1 =


H11

H12

H13

 =
1

2
µJ(qe0I + [qev]×)ωe =

1

2
µJ


qe0ωe1 − qe3ωe2 + qe2ωe3

qe3ωe1 + qe0ωe2 − qe1ωe3

−qe2ωe1 + qe1ωe2 + qe0ωe3

 ,

H2 =


H21

H22

H23

 =



(Jz − Jy)(G3G2 + ωe3ωe2)+

(Jx − Jz + Jy)G2ωe3

(Jx − Jz)(G3G1 + ωe3ωe1)+

(Jy − Jx + Jz)G3ωe1

(Jy − Jx)(G2G1 + ωe2ωe1)+

(Jx − Jy + Jz)G1ωe2


+



(Jy − Jz − Jx)G3ωe2 +

Jx(R11ω̇d1 +R12ω̇d2 +R13ω̇d3)

(Jz − Jy − Jx)G1ωe3 +

Jy(R21ω̇d1 +R22ω̇d2 +R23ω̇d3)

(Jx − Jy − Jz)G2ωe1 +

Jz(R31ω̇d1 +R32ω̇d2 +R33ω̇d3),


,

则控制律(24)可改写为

τ =


τx

τy

τz

 = −Kx̂+ dmax
Γ sign{x̂}+H1 +H2.

根据单位四元数的范数约束、式 (A1)与 (A2)及基本
不等式,有

|τx| =

|FΓxẑ
i
e + dmax

Γx sign{µqe1 + ωe1}+H11 +H21| ⩽

|FΓxẑ
i
e|+ dmax

Γx + |H11|+ |H11| =

|FΓxẑ
i
e|+|Cxẑ

i
e|2 + λx,

|τy| =

|FΓyẑ
i
e + dmax

Γy sign{µqe2 + ωe2}+H12 +H22| ⩽

|FΓyẑ
i
e|+ dmax

Γy + |H12|+ |H22| =

|FΓyẑ
i
e|+ |Cyẑ

i
e|2 + λy,

|τz| =

|FΓzẑ
i
e + dmax

Γz sign{µqe3 + ωe3}+H13 +H23| ⩽

|FΓzẑ
i
e|+ dmax

Γz + |H13|+ |H23| =

|FΓzẑ
i
e|+ |Czẑ

i
e|2 + λz.
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其中Cs与λs(s = x, y, z)的具体参数如下:

cx1 =
[
|Jx − Jz + Jy|(ωd1 max + ωd3 max) +

µJx

4
+

|Jy − Jz − Jx|(ωd1 max + ωd2 max)
] 1

2

, (A3)

cx2 =
[
|Jx − Jz + Jy|

(ωd2 max

2
+ ωd3 max

)
+

µJx

4
+

|Jy − Jz − Jx|
(
ωd1 max +

ωd3 max

2

)] 1
2

, (A4)

cx3 =
[
|Jx − Jz + Jy|ωd1 max +

µJx

4
+

|Jy − Jz − Jx|ωd2 max

] 1
2

, (A5)

cx4 =
[µJx

4

] 1
2

, (A6)

cx5 =
[
|Jy − Jz − Jx|

(
2ωd1 max + 2ωd2 max+

ωd3 max + 1

2

)
+

|Jz − Jy|
2

+
µJx

4

] 1
2

, (A7)

cx6 =
[
|Jx − Jz + Jy|

(
2ωd1 max + 2ω3 max+

ωd2 max + 1

2

)
+

|Jz − Jy|
2

+
µJx

4

] 1
2

, (A8)

cy1 =
[
|Jy − Jx + Jz|(ωd1 max + ωd2 max) +

µJy

4
+

|Jz − Jy − Jx|
ωd1 max

2

] 1
2

, (A9)

cy2 =
[
|Jy − Jx + Jz|

(
ωd1 max +

ωd3 max

2

)
+

µJy

4
+

|Jz − Jy − Jx|(ωd2 max + ωd3 max)
] 1

2

, (A10)

cy3 =
[
|Jy − Jx + Jz|ωd2 max +

µJy

4
+

|Jz − Jy − Jx|(ωd2 max + ωd3 max)
] 1

2

, (A11)

cy4 =
[
|Jy − Jx + Jz|

(
2ωd1 max + 2ωd2 max+

ωd3 max + 1

2

)
+

|Jx − Jz|
2

+
µJy

4

] 1
2

, (A12)

cy5 =
[µJy

4

] 1
2

, (A13)

cy6 =
[
|Jz − Jy − Jx|

(ωd1 max + 1

2
+ 2ωd2 max+

2ωd3 max

)
+

|Jx − Jz|
2

+
µJy

4

] 1
2

, (A14)

cz1 =
[
|Jx − Jy + Jz|

ωd1 max

2
+

µJy

4
+

|Jx − Jy − Jz|(ωd1 max + ωd3 max)
] 1

2

, (A15)

cz2 =
[
|Jx − Jy + Jz|(ωd2 max + ωd3 max) +

µJy

4
+

|Jx − Jy + Jz|
(ωd2 max

2
+ ωd3 max

)] 1
2

, (A16)

cz3 =
[
|Jx − Jy + Jz|(ωd2 max + ωd3 max) +

µJz

4
+

|Jx − Jy − Jz|ωd1 max

] 1
2

, (A17)

cz4 =
[
|Jx − Jy − Jz|

(
2ωd1 max +

ωd2 max + 1

2
+

2ωd3 max

)
+

|Jy − Jx|
2

+
µJz

4

] 1
2

, (A18)

cz5 =
[
|Jx − Jy + Jz|

(ωd1 max + 1

2
+ 2ωd2 max+

2ωd3 max

)
+

|Jy − Jx|
2

+
µJz

4

] 1
2

, (A19)

cz6 =
[µJz

4

] 1
2

, (A20)

λx = |Jz − Jy|∥ωd max∥2 + Jx∥ωd max∥+

dmax
Γx + |Jx − Jy + Jz|

ω2
d2 max
2

+

µJx

4
+ |Jy − Jz − Jx|

ω2
d3 max
2

, (A21)

λy = |Jx − Jz|∥ωd max∥2 + Jy∥ωdmax∥+

dmax
Γy + |Jy − Jx + Jz|

ω2
d3 max
2

+

µJy

4
+ |Jz − Jy − Jx|

ω2
d1 max
2

, (A22)

λz = |Jy − Jx|∥ωd max∥2 + Jz∥ωdmax∥+
µJz

4
+ |Jx − Jy + Jz|

ω2
d1 max
2

+

dmax
Γz + |Jx − Jy − Jz|

ω2
d2 max
2

. (A23)
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