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多航天器系统分布式固定时间输出反馈姿态协同跟踪控制

隋维舜†, 段广仁, 张卯瑞
(哈尔滨工业大学控制理论与制导技术研究中心，哈尔滨 150001)

摘 要: 针对角速度信息不可测条件下的多航天器系统姿态协同跟踪控制问题,提出一种基于积分滑模的分布式
固定时间姿态协同跟踪控制方法.基于 bi-limit齐次性理论设计一种新型的固定时间收敛的积分滑模面.为估计
出不可测的航天器信息,提出一种固定时间观测器,同时为减少航天器间的通信信息流,引入滑模估计器估计领航
者的姿态信息.结合固定时间观测器、滑模估计器和积分滑模方法设计分布式固定时间输出反馈姿态协同跟踪控
制器,保证各跟随航天器在固定时间内实现对领航者姿态的协同跟踪.通过代数图论和Lyapunov理论证明闭环系
统的固定时间稳定性.通过对比仿真结果验证所提出的控制方法的有效性和优越性.
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Distributed fixed-time output feedback attitude coordination tracking
control for multiple rigid spacecraft
SUI Wei-shun†, DUAN Guang-ren, ZHANG Mao-rui
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Abstract: A distributed fixed-time attitude coordination tracking control scheme is proposed based on integral sliding
mode for multiple rigid spacecraft on condition of that the angular velocities of members are not available. A novel
integral sliding mode is designed based on the bi-limit homogeneous technique, which achieves fixed-time convergence.
A fixed-time observer is proposed to obtain an estimation of unmeasurable spacecraft information and a sliding-mode
estimator is introduced to estimate the leader’s attitude, which reduces the communication flow between spacecraft.
By combining the fixed-time observer, the sliding mode estimator and the integral sliding mode method, a distributed
fixed-time output feedback attitude coordination tracking controller is designed to guarantee that follower spacecraft
simultaneously track the leader’s attitude in fixed time. The fixed-time stability of the closed-loop system is ensured by
employing the algebraic graph theory and Lyapunov techniques. Simulation comparison results show the effectiveness
and superiority of the proposed control scheme.
Keywords: multiple rigid spacecraft；attitude coordination tracking；fixed-time control；homogeneous technique；integral
sliding mode；fixed-time observer

0 引 䀰

近年来,航天器编队协同控制已成为研究的热点
问题.相较于传统单体航天器体积大、结构复杂、维
护难度大的劣势,由多颗相互协同的小型航天器组成
的编队系统具有成本低、可靠性高等优势[1].由于分
布式合成孔径雷达、三维立体成像等多航天器编队

对地观测任务需要各航天器指向地球上的特定位

置,这就必须保证各航天器能跟踪上预设的姿态轨

迹.因此姿态协同跟踪控制是航天器编队协同控
制中的一项重要技术,近年来吸引了许多学者的关
注[2-4].文献 [5]考虑了一组深空编队航天器的姿态协
同控制问题,针对无向通信拓扑和有向通信拓扑两种
条件分别设计了分布式姿态协同控制律;文献 [6]针
对时变通信拓扑条件,基于滑模方法设计了姿态协同
跟踪控制律,实现了各航天器对期望姿态的跟踪.

有限时间控制具有快速收敛、控制精度高以及
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鲁棒性强等特点,因此近年来得到了国内外学者的
广泛关注.滑模控制是实现有限时间控制的有效方
法,包括终端滑模 (TSM)[7]和高阶滑模 (HOSM)[8].文
献 [9]利用终端滑模实现了系统状态的有限时间收
敛.然而终端滑模无法保证到达段上系统的鲁棒性,
抖振也无法完全消除.积分滑模是一种特殊的高阶
滑模,由于滑模面中存在积分项,系统状态在初始时
刻 t0 = 0就在滑动段,省略了到达段,保证了系统的
全局鲁棒性.文献 [10]利用积分滑模设计自适应姿
态协同控制器,解决了存在通信时滞的航天器姿态
协同控制问题,然而其收敛时间依赖于系统的初始状
态,限制了其在实际航天工程中的应用.为了解决这
个问题,文献 [11]基于固定时间概念[12]提出了控制

律设计方法,保证可以得到独立于初始条件的收敛时
间上界.因此,设计固定时间姿态协同跟踪控制律具
有较高的理论价值和工程意义.
在工程应用中,由于受到成本和环境干扰等因素

影响,航天器会出现无法携带角速度测量装置或者测
量装置出现故障不可用的问题.为了解决这个问题,
可以通过设计观测器来估计出角速度信息.文献[13]
提出了一种分布式有限时间观测器,结合齐次性理论
设计了姿态协同控制律,实现了系统的半全局稳定.
然而其无法给出独立于初始条件的收敛时间上界,因
此,设计固定时间观测器在工程应用上很有意义.
综合上述分析和讨论,本文提出一种固定时间积

分滑模,针对编队航天器的输出反馈姿态协同跟踪控
制问题,利用固定时间观测器和滑模估计器,设计基
于积分滑模的分布式固定时间输出反馈姿态协同跟

踪控制律.相比已有的研究成果,本文的创新点在于:
1)本文提出一种观测器,可实现在固定时间内对

航天器角速度信息的估计,相比于文献 [13]中的有限
时间观测器,可给出明确的观测器收敛时间上界;

2)基于bi-limit齐次性方法设计的积分滑模可以
实现系统状态的固定时间稳定,相比于文献 [14]中的
有限时间结果,可给出独立于初始条件的收敛时间上
界,结果更具工程意义;

3)结合固定时间观测器和滑模估计器,设计分布
式固定时间输出反馈姿态协同跟踪控制器,所设计的
控制器不需要邻接航天器的控制输入信息,可减少航
天器之间的通信信息流,同时避免代数环问题.
本文所用符号说明:R表示实数集合;R+表示

正实数集合;Rn和Rn×n分别表示n维实向量空间

和n × n阶实矩阵集合; ∥·∥表示向量的Euclidean范
数;对于任意的a ∈ R+和x ∈ R,定义函数 siga(x)

= sign(x)|x|a, sign(x)表示符号函数, | · |表示绝对
值;对于向量z = (z1, z2, . . . , zn)

T,定义 siga(z) =

(siga(z1), siga(z2), . . . , siga(zn))
T 以 及 sign(z) =

(sign(z1), sign(z2), . . . , sign(zn))T.

1 预༷知䇶与问题描述

1.1 航天器姿态运动学与动力学模型

考虑一组航天器包括 n个跟随航天器和一

个领航航天器 (标记为 0),第 i个跟随航天器的姿

态模型由修正罗德里格参数 (modified rodrigues
parameters, MRPs)[15]描述,其姿态运动学与动力学模
型[16]为

Jiω̇i = −ω×
i Jiωi + ui; (1)

q̇i = Ti(qi)ωi, i = 1, 2, . . . , n. (2)

其中:Ji ∈ R3×3为惯性矩阵,ωi ∈ R3为第 i个跟随

航天器在本体坐标系下的角速度,ui ∈ R3为控制

力矩, qi ∈ R3为描述航天器姿态的修正罗德里格参

数. z× ∈ R3×3定义为对角线元素全为零的反对称

矩阵,雅可比矩阵Ti(qi) ∈ R3×3定义为

Ti(qi) =
1

2

(1− qT
i qi

2
I3 + q

×
i + qiq

T
i

)
, (3)

这里I3为3阶单位矩阵.
定义Ti(qi)

−1 = Pi(qi),通过适当的变换,姿态
方程(1)和(2)可以转换为如下形式:

q̈i = hi + ūi. (4)

其中:hi = [ṪiPi+TiJ
−1
i (JiPiq̇i)

×Pi]q̇i, ūi = TiJ
−1
i

× ui.由于本文的控制律是基于式 (4)得到的,因此本
文中的方法可以应用到一类二阶非线性系统中.
领航航天器0的姿态轨迹是时变参考轨迹qd且

满足以下假设.
假设1 参考轨迹qd以及其两阶导数 q̇d和 q̈d都

是有界的且满足 sup |q̇dm| ⩽ ν1, sup |q̈dm| ⩽ ν2.其
中:m = 1, 2, 3, ν1和ν2均为正常数.

1.2 代数图论

本文引入代数图论描述编队航天器之间的通信

拓扑关系,无向图G = (V , ε,A)由有限非空点集

V = {v1, v2, . . . , vn},边集ε = V × V 和邻接矩阵
A = [aij ] ∈ Rn×n组成.其中:点vi表示第i个跟随航

天器,无向图中的边(vi, vj) ∈ ε表示vj可以获取vi的

信息,反之亦然,即 (vi, vj) ∈ ε ⇔ (vj , vi) ∈ ε.定义
Ni = {vj ∈ V : (vi, vj) ∈ ε}为vi的邻接集合,邻接
矩阵元素aij定义为:当 (vj , vi) ∈ ε时, aij = 1,否则
aij = 0,另外令aii = 0.如果任意两点i与j之间都存

在路径,则称图G为连通图.本文中的图G假设为无
向连通图.图G的Laplacian矩阵定义为L = D −A,
其中D = diag(d1, d2, . . . , dn), di =

∑
j∈Ni

aij .由于存

在一个领航航天器,定义Ḡ为领航航天器与跟随航
天器组成的图.定义矩阵B = diag{b1, b2, . . . , bn}
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为领航航天器与跟随航天器之间的邻接矩阵,当vi

可以直接获取领航航天器的信息时, bi = 1,反之
bi = 0.进一步定义矩阵H = L+B.

1.3 定义与引理

考虑如下系统:

ż = g(t, z), z(0) = z0. (5)

其中: z = [z1, z2, . . . , zn]
T ∈ Rn, g : R+ ×Rn −→

Rn, g = (g1(z), g2(z), . . . , gn(z))
T为非线性向量

场.假设原点是系统 (5)的一个平衡点,并假设 (5)的
解起始于 t0 = 0时刻, z(t, z0)是以z0为初始条件的
解.定义r = (r1, r2, . . . , rn)

T ∈ Rn为权值向量,其
中 ri > 0,对于任意 ε > 0, Γ r

ε (z) = [εr1z1, ε
r2z2,

. . . , εrnzn]
T为扩张映射.

定义1 [11] 如果系统 (5)的原点全局渐近稳定
并且任意解 z(t, z0)在有限时刻内到达平衡点,即
z(t, z0) = 0,∀t ⩾ T (z0),其中T : Rn −→ R+

∪
{0}

为收敛时间函数,则系统 (5)的原点是全局有限时间
稳定的;进一步地,如果T (z0)是有界的,即∃Tmax >

0 : T (z0) ⩽ Tmax, ∀z0 ∈ Rn,则系统 (5)的原点是固
定时间稳定的.
定义 2 [17] 如果对于k ∈ R,所有的z ∈ Rn

和任意给定的ε > 0,函数V (z) : Rn −→ R满足

V (Γ r
ε (z)) = εkV (z),则称V (z)相对于权值向量r是

齐次的,且齐次度为k;如果对于每个 i ∈ {1, 2� . . . ,
n},向量场g(z) : Rn −→ Rn都满足gi(Γ

r
ε (z)) =

εk+rigi(z),则称g(z)相对于权值向量r是齐次的,且
齐次度为k.
定义3 [18] 令rp = [rp,1, rp,2, . . . , rp,n]

T ∈ Rn

为权值向量, kp ∈ R为齐次度,如果函数 V (z),

Vp(z) : Rn −→ R是连续的且不恒为零,且对于任
意紧集C ∈ Rn\{0}都满足 lim

ε→p
max
z∈C

|ε−kpV (Γ
rp
ε (z))

− Vp(z)| = 0,则称 V (z)相对于 (rp, kp, Vp)在 p-
limit (p = 0或∞)下是齐次的,其中Vp是趋近函数;
令g(z), gp(z) : R

n −→ Rn为向量场,如果对于每个
i ∈ {1, 2, . . . , n}, kp + rp,i > 0成立并且函数gi(z)

相对于 (rp, kp + rp,i, gp,i)在 p-limit (p = 0或∞)下

是齐次的,则称g(z)相对于(rp, kp, gp)在p-limit (p =

0或∞)下是齐次的,其中gp是趋近向量场.
定义 4 [18] 如果一个函数 (或者向量场)在 0-

limit和∞-limit下同时都是齐次的,则称其在bi-limit
下是齐次的.

引理1 [11] 考虑系统 (5),如果存在一个连续的
径向无界函数V : Rn −→ R+

∪
{0}满足: 1) V (z) =

0 ⇔ z = 0; 2) 系统的任意解z(t)满足D∗V (z(t)) ⩽
−(αV p(z(t))+βV q(z(t)))k,其中α, β, p, q, k为正实

数且pk < 1, qk > 1, D∗V (t)表示函数V (t)的右上

导数,D∗V (t) = lim
h→0+

sup V (t+ h)− V (t)

h
.则系统

(5)的原点是固定时间稳定的,收敛时间T (z0)满足

T (z0) ⩽
1

αk(1− pk)
+

1

βk(qk − 1)
, ∀z0 ∈ Rn. (6)

引理2 [18] 考虑系统 (5),如果g(z)在bi-limit下
相对于 (r0, k0, g0)和 (r∞, k∞, g∞)是齐次的,并且系
统 ż = g(z), ż0 = g0(z)和 ż∞ = g∞(z)的原点都是

全局渐近稳定的,则以下结论成立:
1) 当k∞ > 0 > k0时,系统 (5)的原点是固定时

间稳定的;
2)如果实数dV0

和dV∞分别满足dV0
> max

1⩽i⩽n
r0,i

和 dV∞ > max
1⩽i⩽n

r∞,i,则存在一个连续正定函数

V (z)满足函数
∂V

∂zi
在bi-limit下相对于

(
r0, dV0

−r0,i,

∂V0

∂zi

)
和

(
r∞, dV∞ − r∞,i,

∂V∞

∂zi

)
是齐次的,

∂V

∂z
g(z)

是负定的,且满足
∂V

∂z
g(z) ⩽ −kvΛ

(
V

dV0
+k0

dV0 , V
dV∞+k∞

dV∞

)
. (7)

其中: kv为正实数;函数Λ : R2
+ → R+定义为Λ(a,

b) =
a

1 + a
(1 + b), a, b ∈ R+.

1.4 问题描述

考虑一个由n个跟随航天器与一个领航航天器

组成的航天器系统,定义姿态跟踪误差e1i和e2i为

e1i = qi − qd, e2i = q̇i − q̇d. (8)

则由式(4)可得

ė1i = e2i, ė2i = hi − q̈d + ūi. (9)

针对多航天器固定时间姿态协同跟踪控制问题,
本文将在角速度信息不可测的限制条件下设计分布

式输出反馈姿态协同跟踪控制律,使得姿态跟踪误差
e1i和e2i在固定时间内收敛到零,即实现各跟随航天
器对领航航天器姿态轨迹qd的协同跟踪.

2 固定时间积分滑模面设计

首先,本文将文献 [18]的固定时间状态反馈结果
由标量形式推广到矢量形式,且推广是非平凡的.
考虑以下系统的固定时间稳定性:

ẋ1 = x2, ẋ2 = vnom. (10)

其中:x1,x2 ∈ R3为状态变量;vnom ∈ R3为控制输

入,且有

vnom = − σ1∥x1∥γ1−1x1 − σ′
1x1 − σ′′

1∥x1∥γ
′
1−1x1−

σ2∥x2∥γ2−1x2 − σ′
2x2 − σ′′

2∥x2∥γ
′
2−1x2.

(11)

这里:σi, σ
′
i, σ

′′
i 为正常数,定义γ ∈ (0, 1), γi, γ′

i (i =
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1, 2)分别为

γ1 =
γ

2− γ
, γ2 = γ, γ′

1 =
4− 3γ

2− γ
, γ′

2 =
4− 3γ

3− 2γ
.

(12)

然后定义fs(x) = [xT
2 ,v

T
nom]T为闭环系统 (10)

的向量场,进一步地定义两个向量场fs0(x) = [xT
2 ,

vT
nom0]

T和fs∞(x) = [xT
2 ,v

T
nom∞]T.其中:vnom0 =

−σ1∥x1∥γ1−1x1 − σ2∥x2∥γ2−1x2,vnom∞ = −σ′′
1 ×

∥x1∥γ
′
1−1x1 − σ′′

2∥x2∥γ
′
2−1x2.由于对于任意 γ ∈

(0, 1), 0 < γi < 1 < γ′
i < 2 (i = 1, 2)都成立,

分别选择fs0(x)和fs∞(x)作为fs(x)在0-limit和∞-
limit下的趋近函数.考虑向量场fs0(x)并定义rs0 =[2− γ

1− γ
,
2− γ

1− γ
,
2− γ

1− γ
,

1

1− γ
,

1

1− γ
,

1

1− γ

]T
,可得向

量场fs0(x)是齐次的且具有负的齐次度ks0 = −1.

类似地,定义 rs∞ =
[2− γ

1− γ
,
2− γ

1− γ
,
2− γ

1− γ
,
3− 2γ

1− γ
,

3− 2γ

1− γ
,
3− 2γ

1− γ

]T
,可得向量场fs∞(x)是齐次的且具

有正的齐次度ks∞ = 1.进一步可验证闭环系统 (10)
的向量场fs(x)在bi-limit下相对于 (rs0 , ks0 ,fs0(x))

和(rs∞ , ks∞ ,fs∞(x))是齐次的.
命题1 考虑系统 (10),如果σi, σ

′
i, σ

′′
i 均为正常

数, γ ∈ (0, 1)且γi, γ
′
i分别满足式 (12),则系统 (10)的

原点是固定时间稳定的,并且收敛时间的上界为

Tf =
2

kv(1− ϑ1)
+

2

kv(ϑ2 − 1)
. (13)

其中:ϑ1 =
dV0

+ ks0
dV0

, ϑ2 =
dV∞ + ks∞

dV∞

, kv为正

实数, ks0 = −1, ks∞ = 1, dV0
= max

(2− γ

1− γ
,

1

1− γ

)
, dV∞ = max

(2− γ

1− γ
,
3− 2γ

1− γ

)
.

证明 首先证明闭环系统 (10)全局渐近稳定.
考虑如下Lyapunov函数:

V1 =
σ1

γ1 + 1
∥x1∥γ1+1 +

σ′
1

2
∥x1∥2+

σ′′
1

γ′
1 + 1

∥x1∥γ
′
1+1 +

∥x2∥2

2
. (14)

对V1求导可得

V̇1 = −σ2∥x2∥γ2+1 − σ′
2∥x2∥2 − σ′′

2∥x2∥γ
′
2+1. (15)

因此由拉塞尔不变集原理[19]可知闭环系统 (10)的原
点是全局渐近稳定的.
然后证明fs(x)在0-limit和∞-limit下的趋近系

统都是全局渐近稳定的.对于系统 ẋ = fs0(x),考

虑Lyapunov函数V0 =
σ1

γ1 + 1
∥x1∥γ1+1 +

∥x2∥2

2
,可

以得到 V̇0 = −σ2∥x2∥γ2+1.类似地,对于系统 ẋ =

fs∞(x),考虑Lyapunov函数V∞ =
σ′′
1

γ′
1 + 1

∥x1∥γ
′
1+1 +

∥x2∥2

2
,可以得到 V̇∞ = −σ′′

2∥x2∥γ
′
2+1.因此由拉塞

尔不变集原理[19]可知系统 ẋ = fs0(x)和系统 ẋ =

fs∞(x)都是全局渐近稳定的.考虑系统 (10)的 bi-
limit齐次性,由引理2可知系统 (10)的原点是固定时
间稳定的.

最后给出收敛时间的上界.由引理2可知,存在
连续正定的Lyapunov函数V2满足:

V̇2 ⩽ −kvΛ(V
ϑ1
2 , V ϑ2

2 ). (16)

其中:ϑ1 =
dV0

+ ks0
dV0

,ϑ2 =
dV∞ + ks∞

dV∞

, ks0 =

−1, ks∞ = 1, dV0
= max

(2− γ

1− γ
,

1

1− γ

)
> 1, dV∞ =

max
(2− γ

1− γ
,
3− 2γ

1− γ

)
> 1.则对于任意γ ∈ (0, 1),可

得0 < ϑ1 < 1 < ϑ2.利用文献[20]中的方法分析可得
收敛时间Tf满足Tf ⩽ 2

kv(1− ϑ1)
+

2

kv(ϑ2 − 1)
. 2

基于以上分析,设计积分滑模面sv ∈ R3如下:

sv(t) = x2(t)− x2(t0)−
w t

t0
vnom(τ)dτ. (17)

其中:vnom的形式如式 (11)所示,很明显积分滑模
(17)满足条件sv(t0) = 0.当sv(t) = 0时,可得 ẋ2 =

vnom,由命题1可知系统状态x1和x2在固定时间Tf

内收敛到零.因此,积分滑模面 (17)可以实现固定时
间收敛.
基于姿态跟踪误差 (8)和滑模面 (17),针对编队

中第i个航天器的滑模面si ∈ R3设计为

si(t) = e2i(t)− e2i(t0)−
w t

t0
vnomi(τ)dτ, (18)

其中vnomi = −σ1∥e1i∥γ1−1e1i−σ′
1e1i−σ′′

1∥e1i∥γ
′
1−1

× e1i − σ2∥e2i∥γ2−1e2i − σ′
2e2i − σ′′

2∥e2i∥γ
′
2−1e2i.由

上述分析可知,当si(t) = 0时, e1i和e2i在固定时间
Tf内收敛到零.

3 固定时间输出反馈协同跟踪控制器设计

本文设计的控制系统包括固定时间滑模估计

器、固定时间状态观测器和固定时间积分滑模控制

器.首先,引入分布式固定时间滑模估计器以估计领
航者的姿态qd及其导数 q̇d;然后,通过设计固定时间
状态观测器估计出跟随航天器不可测量的状态 q̇i;最
后,设计固定时间积分滑模控制器,实现所有跟随航
天器姿态在固定时间内保持协同并跟踪领航者.

3.1 固定时间滑模估计器设计

在航天器编队飞行任务中,通常只有部分跟随
航天器可以直接接收到领航者的信息,其他跟随航
天器需要邻接航天器的信息来完成跟随领航者的任

务.如果跟随航天器的控制器直接需要相邻编队成
员的控制输入信息,则会产生代数环问题.为了解决
这个问题,本文引入分布式固定时间滑模估计器对领
航者的姿态qd及其导数 q̇d进行估计,使所有跟随航
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天器直接对qd和 q̇d进行跟踪.
与文献 [21]设计类似,本文构造如下的固定时间

滑模估计器 (关于估计器的收敛性证明,可参考文献
[21]):
˙̂qdi = −β

− 1
a2

1 sig
1
a2 (ξi + α1siga1(ξi))− δ1sign(ξi),

(19)

˙̂vdi = −β
− 1

a2
1 sig

1
a2 (ψi + α1siga1(ψi))− δ2sign(ψi).

(20)

其中: q̂di和 v̂di分别是 qd和 q̇d的估计值, ξi =∑
j∈Ni

aij(q̂di − q̂dj) + bi(q̂di − qd),ψi =
∑
j∈Ni

aij(v̂di −

v̂dj) + bi(v̂di − q̇d),α1 > 0,β1 > 0, 1 < a2 < 2,

a1 > a2, δ1和δ2为正常数.由文献 [21]可知 q̂di − qd
和 v̂di − q̇d将在固定时间T0内收敛到零,收敛时间T0

为

T0 ⩽ 2a2β
1
a2
1

ς
1
a2
1 (a2 − 1)

+
2a2β

1
a2
1

(α1ς2)
1
a2 (a1 − a2)

. (21)

其中

ς1 = (3n)
1−a2

2 (2λmin(H))
a2+1

2 ,

ς2 = (3n)
2−a1−a2

2 (2λmin(H))
a1+a2

2 .

定义姿态误差θ1i和θ2i分别为

θ1i = qi − q̂di, (22)
θ2i = q̇i − v̂di. (23)

因此θ1i和θ2i在固定时间T0之后分别等于e1i和e2i.
注1 由文献 [22]可知分离原理适用于本文中

的系统,因此估计器和控制器可分开独立设计.由于
q̂di和 v̂di在固定时间T0内分别收敛到qd和 q̇d,在控
制器的设计中qd和 q̇d可用估计信息 q̂di和 v̂di替代.

3.2 固定时间观测器设计

当航天器无法使用角速度测量装置或者角速度

测量装置出现故障时,跟随航天器的信息 q̇i无法获
取.为了解决这个问题,本文设计固定时间观测器来
估计未知信息 q̇i.
令z1i = q̂i − qi, z2i = v̂i − q̇i,针对每个跟随航

天器,设计固定时间观测器如下:

˙̂qi = v̂i − η1∥z1i∥λ1−1z1i − η2z1i−

η3∥z1i∥λ
′
1−1z1i,

˙̂vi = ūi − µ1∥z1i∥λ2−1z1i − µ2z1i−

µ3∥z1i∥λ
′
2−1z1i + hi(qi, v̂i).

(24)

其中: q̂i和 v̂i分别为qi和 q̇i的估计值, ηi, µi (i = 1, 2,

3)为正常数,λi, λ
′
i (i = 1, 2)满足如下关系:

1

2
< λ1 < 1, λ′

1 > 1, λ2 = 2λ1 − 1, λ′
2 = 2λ′

1 − 1.

(25)

由式(4)和观测器(24)可得其误差动态系统为

ż1i = z2i − η1∥z1i∥λ1−1z1i − η2z1i−

η3∥z1i∥λ
′
1−1z1i,

ż2i = −µ1∥z1i∥λ2−1z1i − µ3∥z1i∥λ
′
2−1z1i−

µ2z1i + hi(qi, v̂i)− hi(qi, q̇i).

(26)

受文献[23]中观测器启发,可得如下定理.
定理1 考虑多航天器编队系统 (1)、(2)和固定

时间观测器 (24),如果参数λi, λ
′
i (i = 1, 2)满足条件

(25),且下列不等式成立:

µ1 > η1, µ3 > η3,
µ2

η2
− 3

2
ρ > 0,

η2 −
µ2

η2
− ρ

2
− η1η2

4
− η2η3

4
> 0, (27)

其中ρ为正实数,则观测器的误差动态系统 (26)是固
定时间稳定的,并且收敛时间T1满足

T1 ⩽ 2

kv(1− ϵ1)
+

2

kv(ϵ2 − 1)
. (28)

其中: ϵ1 =
dV0

+ k0
dV0

, ϵ2 =
dV∞ + k∞

dV∞

, kv为正实数,

k0 = −1, k∞ = 1, dV0
> max

( 1

1− γ1
,

γ1
1− γ1

)
,

dV∞ > max
( 1

γ′
1 − 1

,
γ′
1

γ′
1 − 1

)
.

证明 证明过程将分为3步: 1) 证明闭环系统
(26)全局渐近稳定; 2) 证明闭环系统 (26)在0-limit下
的趋近系统具有负齐次度且全局渐近稳定; 3) 证明
闭环系统 (26)在∞-limit下的趋近系统具有正齐次度
且全局渐近稳定.最后根据引理2可得闭环系统 (26)
是固定时间稳定的.

step 1:证明闭环系统 (26)全局渐近稳定.选取
Lyapunov函数

V3 =
2µ1

1 + λ2
∥z1i∥1+λ2 +

2µ3

1 + λ′
2

∥z1i∥1+λ′
2+

1

2
(z2i − η2z1i)

T(z2i − η2z1i) +
1

2
zT
2iz2i. (29)

由文献[24]中的引理2可知

∥hi(qi, v̂i)− hi(qi, q̇i)∥ ⩽ ρ∥v̂i − q̇i∥. (30)

对V3沿系统轨线(26)求导并利用式(30)可得

V̇3 ⩽ − 2µ1η1∥z1i∥λ1+λ′
2 − (µ1η2 − η1η2)∥z1i∥λ2+1−

2µ1η3∥z1i∥λ2+λ′
1 − 2µ3η1∥z1i∥λ

′
2+λ1−

(η2µ3 − η2η3)∥z1i∥λ
′
2+1 − 2µ3η3∥z1i∥λ

′
1+λ′

2−(µ2

η2
− 3

2
ρ
)
∥z2i∥2 −

(
η2 −

µ2

η2
− ρ

2
− η1η2

4
−

η2η3
4

)
∥z2i − η2z1i∥2. (31)

当参数ηi, µi满足条件 (27)时,由式 (31)可得闭
环系统(26)是全局渐近稳定的.
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step 2:证明闭环系统 (26)在0-limit下的趋近系
统具有负齐次度k0且全局渐近稳定.定义fo为系统
(26)的向量场,该系统可以写成ż1i = z2i − η1∥z1i∥λ1−1z1i + ĝ1(z1i, z2i),

ż2i = −µ1∥z1i∥λ2−1z1i + ĝ2(z1i, z2i).
(32)

其中: ĝ1(z1i, z2i) = −η2z1i − η3∥z1i∥λ
′
1−1z1i, ĝ2(z1i,

z2i) = −µ2z1i − µ3∥z1i∥λ
′
2−1z1i + hi(qi, v̂i) −

hi(qi, q̇i).然后定义如下系统:ż1i = z2i − η1∥z1i∥λ1−1z1i,

ż2i = −µ1∥z1i∥λ2−1z1i.
(33)

定义fo0为系统 (33)的向量场.由于 1/2 < λ1 <

1,λ2 = 2λ1 − 1,可以验证系统 (33)是齐次的且关
于权重向量r0 =

[ 1

1− λ1
,

1

1− λ1
,

1

1− λ1
,

λ1

1− λ1
,

λ1

1− λ1
,

λ1

1− λ1

]T
具有负的齐次度k0 = −1.另外,

由0 < λ1, λ2 < 1,λ′
1, λ

′
2 > 1可得k0 +

1

1− λ1
=

λ1

1− λ1
<

1

1− λ1
<

λ′
1

1− λ1
, k0+

λ1

1− λ1
=

λ2

1− λ1
<

1

1− λ1
<

λ′
2

1− λ1
.因此可以验证

lim
ε→0

∣∣∣ ĝ1m(ε
1

1−λ1 z1im, ε
λ1

1−λ1 z2im)

εk0+
1

1−λ1

∣∣∣ = 0, (34)

lim
ε→

∣∣∣ ĝ2m(ε
1

1−λ1 z1im, ε
λ1

1−λ1 z2im)

εk0+
λ1

1−λ1

∣∣∣ ⩽ 0, (35)

其中m = 1, 2, 3.由上述两式可以验证系统 (26)的向
量场fo在0-limit下关于 (r0, k0,fo0)是齐次的.然后

选择Lyapunov函数V4 =
µ1

1 + λ2
∥z1i∥1+λ2 +

1

2
zT
2iz2i,

并对其求导可得 V̇4 ⩽ −µ1η1∥z1i∥λ1+λ2 .因此,由拉
塞尔不变集原理可知系统(33)是全局渐近稳定的.

step 3:证明闭环系统 (26)在∞-limit下的趋近系
统具有正齐次度k∞且全局渐近稳定.闭环系统 (26)
可以写成ż1i = z2i − η3∥z1i∥λ

′
1−1z1i + f̂1(z1i, z2i),

ż2i = −µ3∥z1i∥λ
′
2−1z1i + f̂2(z1i, z2i).

(36)

其中: f̂1(z1i, z2i) = −η1∥z1i∥λ1−1z1i − η2z1i, f̂2(z1i,
z2i) = −µ1∥z1i∥λ2−1z1i −µ2z1i +hi(qi, v̂i)−hi(qi,

q̇i).然后定义如下系统:ż1i = z2i − η3∥z1i∥λ
′
1−1z1i,

ż2i = −µ3∥z1i∥λ
′
2−1z1i.

(37)

定义fo∞为系统 (37)的向量场.由于λ′
1 > 1,λ′

2 =

2λ′
1 − 1,可以验证系统 (37)是齐次的,且相对于权重

向量r∞ =
[ 1

λ′
1 − 1

,
1

λ′
1 − 1

,
1

λ′
1 − 1

,
λ′
1

λ′
1 − 1

,
λ′
1

λ′
1 − 1

,

λ′
1

λ′
1 − 1

]T
具有正的齐次度k∞ = 1.另外,由0 < λ1,

λ2 < 1,λ′
1, λ

′
2 > 1可得k∞ +

1

λ′
1 − 1

=
λ′
1

λ′
1 − 1

>

1

λ′
1 − 1

>
λ1

λ′
1 − 1

, k∞ +
λ′
1

λ′
1 − 1

=
2λ′

1 − 1

λ′
1 − 1

>

1

λ′
1 − 1

>
λ2

λ′
1 − 1

.因此可以验证

lim
ε→∞

∣∣∣ f̂1m(ε
1

λ′
1−1 z1im, ε

λ′
1

λ′
1−1 z2im)

ε
k∞+ 1

λ′
1−1

∣∣∣ = 0, (38)

lim
ε→∞

| f̂2m(ε
1

λ′
1−1 z1im, ε

λ′
1

λ′
1−1 z2im)

ε
k∞+

λ′
1

λ′
1−1

∣∣∣ ⩽ 0. (39)

由上述两式可以验证系统 (26)的向量场fo在
∞-limit下关于 (r∞, k∞,fo∞)是齐次的.然后选择

Lyapunov函数V5 =
µ3

1 + λ′
2

∥z1i∥1+λ′
2 +

1

2
zT
2iz2i,并对

其求导可得 V̇5 ⩽ −µ3η3∥z1i∥λ
′
1+λ′

2 .因此,由拉塞尔
不变集原理可知系统(37)是全局渐近稳定的.
综合上面的分析,由引理 2可知系统 (26)是固

定时间稳定的.另外,类似于命题 1中的分析,可以
计算出收敛时间 T1 ⩽ 2

kv(1− ϵ1)
+

2

kv(ϵ2 − 1)
,

其中 ϵ1 =
dV0

+ k0
dV0

, ϵ2 =
dV∞ + k∞

dV∞

, k0 =

−1, k∞ = 1, dV0
= max

( 1

1− γ1
,

γ1
1− γ1

)
, dV∞ =

max
( 1

γ′
1 − 1

,
γ′
1

γ′
1 − 1

)
.2

3.3 控制器设计

定义 ê1i = q̂i − q̂di = z1i + qi − q̂di = z1i +

θ1i, ê2i = v̂i − v̂di = z2i + q̇i − v̂di = z2i + θ2i.
基于积分滑模、滑模估计器和固定时间观测器,

设计固定时间输出反馈姿态协同跟踪控制器如下:

ui = JiPiūi, (40)

ūi = −l1∥si∥p1−1si − l2∥si∥g1−1si−

hi(qi, v̂i) + vnomi + ˙̂vdi. (41)

其中: l1 , l2为正常数; p1, g1满足0 < p1 < 1, 1 < g1 <

2,且有

si = ê2i(t)− ê2i(t0)−
w t

t0
vnomi(τ)dτ, (42)

vnomi = −(σ1∥ê1i∥γ1−1ê1i + σ′
1ê1i+

σ′′
1∥ê1i∥γ

′
1−1ê1i)− (σ2∥ê2i∥γ2−1×

ê2i + σ′
2ê2i + σ′′

2∥ê2i∥γ
′
2−1ê2i). (43)

定理2 考虑多航天器系统 (1)和 (2),如果假设
1成立,滑模估计器如式 (19)和 (20)所示,观测器和控
制器分别如式(24)和(40)所示,且初始条件满足

sT
i (0)si(0) + ê

T
1i(0)ê1i(0) + ê

T
2i(0)ê2i(0) ⩽ VM ,

(44)
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其中VM为任意正常数,则各跟随航天器的跟踪误
差e1i和e2i在固定时间Ts内收敛到零,且收敛时间
Ts ⩽ Tf + T0 + T1 + T2,这里Tf , T0和T1分别如式

(13)、(21)和(28)所示,T2 ⩽ 2
1−p1

2

l1(1− p1)
+

2
1−g1

2

l2(g1 − 1)
.

证明 由滑模估计器的结果可知, q̂di和 v̂di可
以在固定时间内分别估计出qd和 q̇d,在T0时间之

后式 (42)和 (43)中的 ê1i和 ê2i分别等于z1i + e1i和

z2i + e2i.因此只需针对每个跟随航天器系统设计控
制律使得误差系统(9)固定时间稳定.
在T0时间之后,针对第 i个航天器,对滑模面 (42)

求导可得

ṡi = − l1∥si∥p1−1si − l2∥si∥g1−1si−
µ1∥z1i∥γ2−1z1i − µ2z1i − µ3∥z1i∥γ

′
2−1z1i,

(45)

选取Lyapunov函数
V6i =

1

2
(sT

i si + ê
T
1iê1i + ê

T
2iê2i), (46)

由于0 < p1 < 1, 1 < g1 < 2, ∥si∥p1 < 1+∥si∥, ∥si∥g1

< 1 + ∥si∥2,对V6i沿系统轨线求导可得

V̇6i ⩽ − l1∥si∥p1+1 − l2∥si∥g1+1 − η2∥ê1i∥2−

σ2∥ê2i∥γ2+1 − σ′
2∥ê2i∥2 − σ′′

2∥ê2i∥γ
′
2+1+

l2
2
∥si∥4 +

σ′′
1

2
∥ê1i∥4 + χ1∥si∥2+

χ2∥ê1i∥2 + χ3∥ê2i∥2 + χ4. (47)

其中:χ1 = 1+
1

2
(µ1+µ2+µ3+ l1),χ2 =

1

2
(3+3η2+

η1+η3+σ1+σ′
1),χ3 = 3.5+

1

2
(l1+l2+µ1+µ2+µ3+

σ1+σ′
1+σ′′

1 ),χ4 =
(
µ1+µ2+

η1
2
+
η2
2

)
∥z1i∥2+

(
µ3+

η3
2

)
∥z1i∥4+µ2

1+µ2
3+

1

2
(η21+η23+l21+l22+σ2

1+σ′′2
1 ).由

于观测器 (24)保证了观测误差z1i在固定时间T1内

收敛到零, z1i是有界的,进一步可知χ4是有界的.构
造如下紧集:
Ω = {(si, ê1i, ê2i)|sT

i si + ê
T
1iê1i + ê

T
2iê2i ⩽ VM},

(48)

并且令LV = χ1∥si∥2 + χ2∥ê1i∥2 + χ3∥ê2i∥2 +
l2
2
∥si∥4 +

σ′′
1

2
∥ê1i∥4 + χ4,则在紧集Ω中LV 是有界

的,满足∥LV ∥ ⩽ LM ,其中LM为正常数.由此可得

V̇6i ⩽ − l1∥si∥p1+1 − l2∥si∥g1+1 − η2∥ê1i∥2 − σ2×

∥ê2i∥γ2+1 − σ′
2∥ê2i∥2 − σ′′

2∥ê2i∥γ
′
2+1 + LM .

(49)

因此,只要下列条件之一成立,则 V̇6i < 0:

∥si∥ >
(LM

l1

) 1
p1+1

, ∥si∥ >
(LM

l2

) 1
g1+1

,

∥ê1i∥ >
(LM

η2

) 1
2

, ∥ê2i∥ >
(LM

σ2

) 1
γ2+1

,

∥ê2i∥ >
(LM

σ′
2

) 1
2

, ∥ê2i∥ >
(LM

σ′′
2

) 1
γ′
2+1

, (50)

即意味着si, ê1i和 ê2i是一致最终有界的.
由于z1i和z2i在固定时间T1内收敛到零,在T1

时间之后 ê1i和 ê2i分别等于e1i和e2i,式(45)可写为

ṡi = −l1∥si∥p1−1si − l2∥si∥g1−1si, (51)

其中si变为滑模面 (18).然后选择Lyapunov函数V7i

=
1

2
sT
i si,对其求导可得

V̇7i = −2
p1+1

2 l1V
p1+1

2

7i − 2
g1+1

2 l2V
g1+1

2

7i . (52)

由引理1可知,如果状态脱离滑模面si(t) = 0,则它会
在固定时间T2内重新回到滑模面上,并且

T2 ⩽ 2
1−p1

2

l1(1− p1)
+

2
1−g1

2

l2(g1 − 1)
. (53)

进一步地,当si(t) = 0时,由命题1可知e1i和e2i会
在固定时间Tf内收敛到零.因此,基于以上分析可知
e1i和e2i可在固定时间Ts内收敛到零,Ts ⩽ T0+T1+

T2 + Tf . 2
注2 由定理2可知,控制律 (40)只利用航天器

姿态信息qi就实现了多航天器对领航者姿态的固定

时间跟踪,解决了航天器角速度不可测量条件下的协
同跟踪控制问题.相较于文献 [13]中的有限时间观
测器,本文设计的观测器 (24)保证了观测误差在固定
时间内收敛到零,更有利于预测航天器姿态的收敛时
间,有较大的工程意义.

注3 本文中的控制律 (40)实现了各跟随航天
器的姿态跟踪误差e1i和e2i在固定时间Ts内收敛到

零.然而,控制律中缺乏协同项,姿态跟踪误差在收敛
到零后,编队成员的姿态协同一致性不理想[25].为了
改善控制器的性能,将在下一步工作中对具有协同项
的固定时间输出反馈控制律进行研究.

4 仿真验证

为验证本文提出的分布式固定时间输出反馈

姿态协同跟踪控制律的有效性,进行如下的仿真研
究.考虑一组由4个跟随航天器和一个领航航天器组
成的编队系统,其通信拓扑关系如图1所示.

1

2

3

4

0

图 1 通信拓扑关系

4个跟随航天器的惯性矩阵[5]分别为

J1 = [1, 0.1, 0.1; 0.1, 0.1, 0.1; 0.1, 0.1, 0.9] kg · m2,

J2 = [1.5, 0.2, 0.3; 0.2, 0.9, 0.4; 0.3, 0.4, 2.0] kg · m2,

J3 = [0.8, 0.1, 0.2; 0.1, 0.7, 0.3; 0.2, 0.3, 1.1] kg · m2,
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J4 = [1.2, 0.3, 0.7; 0.3, 0.9, 0.2; 0.7, 0.2, 1.4] kg · m2.

各跟随航天器的初始姿态分别为: q1(0) =

[0.75,−0.8, 0.6]T, q2(0) = [1.05, 0.8,−0.2]T, q3(0) =

[−0.6, 0.8, 0.8]T, q4(0) = [−0.5,−0.73, 1.05]T,初始
角速度取为ωi(0) = [0, 0, 0]T.各观测器的初始
状态取为 q̂1(0) = [0.55,−0.68, 0.42]T, q̂2(0) =

[0.7, 1,−0.5]T, q̂3(0) = [−0.72, 0.875, 0.69]T, q̂4(0) =
[−0.25,−0.89, 1.25]T, v̂i(0) = [0, 0, 0]T.
领航航天器的姿态轨迹为qd = [0.2 cos(0.5 t),

0.2 sin(0.5 t), 0.3]T.滑模估计器 (19)和 (20)的初始状
态和参数均按照文献[21]选取.

观测器 (24)的参数为 η1 = η3 = 0.25, η2 =

2, λ1 =
2

3
, λ′

1 =
3

2
, µ1 = µ3 = 0.5, µ2 = 4, λ2 =

1

3
, λ′

2 = 2.控制律 (40)的参数为 l1 = l2 = 0.5, p1 =

3

5
, g1 =

9

7
, σ1 = σ2 = 0.1, σ′

1 = σ′
2 = 0.075, σ′′

1 =

σ′′
2 = 0.2, γ1 =

3

7
, γ2 =

3

5
, γ′

1 =
11

7
, γ′

2 =
11

9
.

为了验证本文所提方法的快速收敛性,针对有限
时间控制方法进行对比仿真,其中观测器根据文献
[13]选为 ˙̂qi = v̂i − η1∥z1i∥λ1−1z1i,

˙̂vi = ūi − µ1∥z1i∥λ2−1z1i + hi(qi, v̂i).
(54)
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图 2 观测器 (24)的观测误差
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图 3 观测器 (54)的观测误差
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滑模面根据文献[26]选为

si = ê2i(t)− ê2i(t0)−
w t

t0
vnomi(τ)dτ, (55)

这里vnomi = −σ1∥ê1i∥γ1−1ê1i − σ2∥ê2i∥γ2−1ê2i.控
制器设计为

ūi = −l1∥si∥p1−1si − hi(qi, v̂i) + vnomi + ˙̂vdi.

(56)

两种方法的参数选取完全一致.
仿真结果如图 2∼图 5所示.图 2和图 3分别为

观测器 (24)和 (54)的观测误差曲线,可以看到本文提

出的固定时间观测器 (24)的观测误差在5 s之内收敛
到零,而有限时间观测器 (54)的观测误差收敛时间
大于7 s,这说明本文设计的观测器具有更快的收敛
性能.图4和图5分别为控制器 (41)和控制器 (56)的
姿态跟踪误差e1i的结果,可以看出,本文提出的控制
器的姿态跟踪误差在26 s内收敛到精度为 |e1i(m)| ⩽
5 × 10−3的区间内,而控制器 (56)所需时间大于28 s,
这说明本文中的控制器具有更快的收敛速度,验证了
所提出的分布式固定时间输出反馈姿态协同跟踪控

制律的有效性和优越性.
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图 4 控制器 (41)的姿态跟踪误差
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图 5 控制器 (56)的姿态跟踪误差
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5 结 论

本文针对多航天器系统姿态协同跟踪控制问题,
在角速度信息不可测的条件下提出了一种分布式固

定时间输出反馈姿态协同跟踪控制方法.为估计出
不可测量的航天器信息,提出了一种固定时间观测
器,同时,为减少航天器间的通信信息流以及避免代
数环问题,引入了滑模估计器.基于所提出的固定时
间积分滑模,设计分布式固定时间输出反馈姿态协同
跟踪控制器,保证跟随航天器对领航者的跟踪误差在
固定时间内收敛到零.对比仿真结果验证了所提方法
的有效性和优越性.

下一步的工作主要考虑存在输入受限的多航天

器系统固定时间输出反馈姿态协同跟踪控制问题.
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