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概率区间值直觉犹豫模糊Maclaurin
对称平均算子及决策方法

罗世华†, 方 童, 刘 俊

(江西财经大学统计学院，南昌 330013)

摘 要: 在概率区间值直觉犹豫模糊集 (PIVIHFS)的基础上,引入Maclaurin对称平均算子和Archimedean范数,构
建一种基于概率区间值直觉犹豫模糊Maclaurin对称平均 (PIVIHFMSM)算子的多属性决策模型,用来刻画决策
专家输入多个参数值的决策信息,决策者可根据风险偏好等主观意识选择合适的参数值进行决策,同时能保证决
策信息的有效性和完整性,避免决策过程中的不确定性和决策信息缺失问题.首先,回顾PIVIHFS的定义和排序
方法以及Archimedean范数;其次,提出概率区间值直觉犹豫模糊Maclaurin对称平均 (PIVIHFMSM)算子,研究其
优良性质及常见形式;最后,提出一种基于PIVIHFWMSM算子的多属性决策方法,并进行比较分析,通过实例验
证该方法的可行性和有效性.拓展PIVIHFS理论和应用领域,为决策属性具有相关性和决策信息有可能缺失提供
新思路.
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Probabilistic interval-valued intuitionistic hesitant fuzzy Maclaurin
symmetric mean operators and decision method
LUO Shi-hua†, FANG Tong, LIU Jun

(College of Statistics，Jiangxi University of Finance and Economics，Nanchang 330013，China)

Abstract: Based on the probabilistic interval-valued intuitionistic hesitant fuzzy set (PIVIHFS), this paper introduces
the Maclaurin symmetric mean operator and the Archimedean norm, and constructs a multi-attribute decision model
based on the PIVIHF Maclaurin symmetric mean (PIVIHFMSM) operator. The model is used to describe the decision
information of the decision expert inputting multiple parameter values. The decision maker can select the appropriate
parameter value according to subjective consciousness such as risk preference to make decision. The problems of
uncertainty and lack of decision information in the decision-making process are avoided. Firstly, the definition and
ordering method of the PIVIHFS and the Archimedean norm are reviewed. Then, the PIVIHFMSM operator is
proposed, and its excellent properties and common forms are studied. Finally, the decision-making method based on the
PIVZHFMSM operator is proposed, comparison analysis of which is conducted to prove its feasibility and effectiveness.
This paper expands the PIVIHFS theory and application fields, and provides new ideas for the relevance of decision
attributes and the possible lack of decision information.
Keywords: probabilistic interval-valued intuitionistic hesitant fuzzy set；Maclaurin symmetric mean operator；
Archimedean norm；multi-attribute decision making

0 引 言

随着决策过程中不确定性的增加,精确值的决
策方法已不适用实际的决策.自文献 [1]提出模糊集

(FS)以来,许多学者在模糊决策上有了大量发现和研
究.文献 [2]基于FS,提出了直觉模糊集 (IFS),可以同
时考虑隶属度、非隶属度两个方面,使不确定决策信
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息的描述更加科学有效;考虑到决策者在进行决策
时往往会存在主观偏好和犹豫不决的态度,使决策结
果存在一定偏差;文献 [3]拓展FS提出了犹豫模糊集
(HFS),用若干个实数刻画隶属度,使决策信息更接
近真实的决策过程;精确值的隶属度与非隶属度不
能满足决策需要,对此,文献 [4]拓展 IFS,提出了区间
值直觉模糊集 (IVIFS),利用 [0, 1]之间的区间值表达
FS中的隶属度和非隶属度程度;文献 [5]开发了一种
基于 IFS的相关系数和算法并拓展到 IVIFS环境中;
在不同的FS环境下,文献 [6]使用区间值犹豫模糊集
(IVHFS)表达不确定性群决策过程中的评估信息;文
献 [7]将HFS扩展到 IVIHS环境中,提出了区间值直
觉犹豫模糊集 (IVIHFS)的概念;文献 [8]使用三角模
糊数表达隶属度与非隶属度,提出了三角直觉模糊数
(TIFS);文献 [9]利用TIFS,建立了三角模糊层次分析
法和模糊模式识别,解决了农产品滞销风险等级的决
策问题.
在实际决策中会有一定的信息缺失, IVHFS不

能准确表达每个HFS的可能性大小.为此,文献 [10]
提出了概率犹豫模糊集 (PHFS),可以保留比HFS更
多的信息;文献 [11]基于属性权重完全未知的情况提
出了基于概率犹豫模糊熵的多属性决策方法;文献
[12]在概率犹豫模糊环境下引入Archimedean范数,
提出了新的概率犹豫模糊信息集成算子;文献 [13]
提出了概率区间值犹豫模糊集 (PIVHFS)和相应的
集成算子,研究了一种新的多属性群决策 (MAGDM)
模型;文献 [14]定义了概率区间值直觉犹豫模糊集
(PIVIHFS)作为模糊集的扩展数学表达式,建立了一
些基于PIVIHFS的多属性决策方法;文献 [15]定义了
概率区间值犹豫Pythagorean模糊集 (PIVHPFS),为企
业选择合作伙伴提供了一个科学、快速、准确的应用

算法.
以上研究大多假设算子集成对属性评价的输

入参数都是独立的,但在现实决策中,有可能会根据
决策者的风险偏好等主观意识有不同的决策结果,
因此无法证明其结果的合理性.而Maclaurin对称平
均 (MSM)算子[16]可以反映多个输入参数之间的相

互关系.对于相同的参数集合, MSM相对于参数单
调递减,决策者可以根据风险偏好选择参数值.因
此, MSM算子在解决属性独立的多属性决策问题
时更加灵活有效[17].文献 [18]开发了一些基于MSM
的算子处理直觉模糊信息的决策问题;文献 [19]将
MSM引入到HFS环境中,提出了对应的集成算子.
在实际决策中还未有概率区间值直觉犹豫

模糊集 (PIVIHFS)与MSM算子集成的研究,为保
证决策信息的有效性和完整性,本文基于MSM和
Archimedean范数定义概率区间值直觉犹豫模糊
Maclaurin对称平均 (PIVIHFMSM)算子,并研究其具
有的优良性质及常见形式;基于PIVIHFWMSM算子
构建概率区间值直觉犹豫模糊MSM多属性决策模
型,使决策者能够根据自身的决策偏好及风险态度等
主观意识改变参数值,使决策结果更具有合理性,并
考虑决策过程中属性的相关性以及决策信息的丢失

问题.

1 基本知识

1.1 概率区间值直觉犹豫模糊集(PIVIHFSs)

定义1 设X为论域,X上的一个概率区间值直
觉犹豫模糊集(PIVIHFSs)H定义[7]为

H = {(x, ([u
∼
, ũ], [v

∼
, ṽ]), p)|x ∈ X}. (1)

PIVIHFSs是由一系列概率区间值直觉犹豫模
糊元 (PIVIHFEs)h = {([u

∼
, ũ], [v

∼
, ṽ]), p}组成,每个

PIVIHFE是由一组区间值直觉模糊数 (IVIFN)与概
率 (p)构成, p为其对应 IVIFN的可能性大小.当h是

一个无穷的PIVIHFE时, p(x)是一个连续的概率分
布, p(x) ∈ [0, 1],

w
p∈PIVIHFE

p(x)dx ⩽ 1;当h是一个

有限的 PIVIHFE时,可将其定义为 hi = {(([u
∼
(k)

i
,

ũ
(k)
i ], [v

∼
(k)

i
, ṽ

(k)
i ]), pi

(k))|k = 1, 2, . . . , l}.其中: i =

1, 2, . . . , n; l为正整数,用来表示PIVIHFE中包含元

素的个数,概率满足pi
(k) ∈ [0, 1]且

l∑
k=1

pi
(k) ⩽ 1.其

模糊区间 [π
∼
(k)

i
, π̃

(k)
i ]可通过π

∼
(k)

i
= 1 − ũ

(k)
i − ṽ

(k)
i ,

π̃
(k)
i = 1− u

∼
(k)

i
− v

∼
(k)

i
计算.

设 l1和 l2分别为概率区间值直觉犹豫模糊元

PIVIHFE1和PIVIHFE2中的元素个数.为了方便计
算,规定 l1 = l2,假设PIVIHFE中元素的数量为 l,为
了比较不同PIVIHFE的大小,定义以下得分函数和
精确函数.
定义2 设X为一个有限集,hi = {(([u

∼
(k)

i
, ũ

(k)
i ],

[v
∼
(k)

i
, ṽ

(k)
i ]), pi

(k))}是与X相关的有限 PIVIHFE,其
中 i = 1, 2, · · · , n, k = 1, 2, · · · , l,得分函数定义[15]

为

S(hi) =

L(PIVIHFE)∑
k=1

p
(k)
i ×

(u
∼
(k)

i
− ṽ

(k)
i ) + (ũ

(k)
i − v

∼
(k)

i
)

2
, (2)

精确函数定义为
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E(hi) =

L(PIVIHFE)∑
k=1

p
(k)
i ×

2− π
∼
(k)

i
− π̃i

(k)

2
. (3)

其中: pi(k) ∈ [0, 1], 0 ⩽
L(PIVIHFE)∑

k=1

pi
(k) ⩽ 1.

定义3 若hi为两个PIVIHFEs,则:
1)如果S(h1) > S(h2),则h1 ≻ h2,即h1优于h2.
2)如果S(h1) < S(h2),则h1 ≺ h2,即h1劣于h2.
3)如果S(h1) = S(h2),则有
1 当E(h1) > E(h2)时,有h1 ≻ h2,即h1优于

h2;
2 当E(h1) < E(h2)时,有h1 ≺ h2,即h1劣于

h2;
3 当E(h1) = E(h2)时,有h1 ≃ h2,说明h1与h2

无异.

1.2 Archimedean范数

关于聚合算子的大多数现有信息都是基于代

数乘法和加法运算,本文代数乘法和加法运算均以
Archimedean范数的形式出现[20].
严格的Archimedean T -范数可通过严格单调递

减加性算子g : [0, 1] → [0,+∞]表示为T (x, y) =

g−1(g(x) + g(y)),其中g(1) = 0.根据对偶原则可知,
严格的Archimedean S-范数可以表示为S(x, y) =

f−1(f(x) + f(y)),其中f(t) = g(1− t),则f(t)是单

调递增函数且有f(0) = 0.
定义4 令h = {(([u

∼
(k), ũ(k)], [v

∼
(k), ṽ(k)]), p(k))},

hi = {(([u
∼
(k)

i
, ũ

(k)
i ], [v

∼
(k)

i
, ṽ

(k)
i ]), pi

(k))} 为 3 个
PIVIHFEs,其中 i = 1, 2, k = 1, 2, . . . , l,定义运算[11]

如下:

1) hc = {(([1− ũ(k), 1− u
∼
(k)], [1− ṽ(k), 1− v

∼
(k)]),

p(k))|k = 1, 2, . . . , l};

2) h1 ⊕ h2 = {(([f−1(f(u
∼
(k)

1
) + f(u

∼
(k)

2
)),

f−1(f(ũ
(k)
1 ) + f(ũ

(k)
2 ))],

[g−1(g(v
∼
(k)

1
) + g(v

∼
(k)

2
)),

g−1(g(ṽ
(k)
1 ) + g(ṽ

(k)
2 ))]),

p1(k) + p2(k))|k = 1, 2, . . . , l};

3) h1 ⊗ h2 = {(([g−1(g(u
∼
(k)

1
) + g(u

∼
(k)

2
)),

g−1(g(ũ
(k)
1 ) + g(ũ

(k)
2 ))],

[f−1(f(v
∼
(k)

1
) + f(v

∼
(k)

2
)),

f−1(f(ṽ
(k)
1 ) + f(ṽ

(k)
2 ))]),

p1(k) + p2(k))|k = 1, 2, · · · , l};

4) λh = {(([f−1(λf(u
∼
(k))), f−1(λf(ũ(k)))],

[g−1(λg(v
∼
(k))), g−1(λg(ṽ(k)))]),

p(k))|k = 1, 2, · · · , l, λ > 0};

5) hλ = {(([g−1(λg(u
∼
(k))), g−1(λg(ũ(k)))],

[f−1(λf(v
∼
(k))), f−1(λf(ṽ(k)))]),

p(k))|k = 1, 2, · · · , l, λ > 0}.

其中:标准化概率p1(k) + p2(k) =
p1

(k) + p2
(k)

l∑
k=1

(p1
(k) + p2

(k))

,

k = 1, 2, . . . , l,因此
l∑

k=1

(p1(k) + p2(k)) = 1.

定理1 令h = {(([u
∼
(k), ũ(k)], [v

∼
(k), ṽ(k)]), p(k))},

且 hi = {(([u
∼
(k)

i
, ũ

(k)
i ], [v

∼i

(k), ṽ
(k)
i ]), pi

(k))}为 3个
PIVIHFEs,其中i = 1, 2, k = 1, 2, · · · , l,则有:

1) h1 ⊕ h2 = h2 ⊕ h1;
2) h1 ⊗ h2 = h2 ⊗ h1;
3) λ(h1 ⊕ h2) = λh1 ⊕ λh2, λ > 0;
4) λ1h⊕ λ2h = (λ1 + λ2)h, λ1, λ2 > 0;
5) hλ1 ⊗ hλ2 = hλ1+λ2 , λ1, λ2 > 0;
6) h1

λ ⊗ h2
λ = (h1 ⊗ h2)

λ, λ > 0.
根据运算法则,本文给出相应的概率区间值直觉

犹豫模糊集成算子,如:令hi(i = 1, 2, . . . , n)为一列

PIVIHFE,相关的权重向量w = (w1, w2, . . . , wn)
T,满

足wi ⩾ 0且
n∑

i=1

wi = 1,则有:

1) 概率区间值直觉犹豫模糊有序加权平均
(PIVIHFOWA)算子

PIVIHFOWA(h1, h2, . . . , hn) =
n
⊕
i=1

wihi ={(([
1−

n∏
i=1

(1− u
∼
(k)

i
)
wi
, 1−

n∏
i=1

(1− ũ
(k)
i )

wi
]
,

[
1−

n∏
i=1

(1− v
∼
(k)

i
)
wi
, 1−

n∏
i=1

(1− ṽ
(k)
i )

wi
])

,

n∑
i=1

pi
(k)

)∣∣∣k = 1, 2, . . . , l
}
. (4)

2) 概率区间值直觉犹豫模糊有序加权几何
(PIVIHFOWG)算子

PIVIHFOWG(h1, h2, . . . , hn) =
n
⊗
i=1

hi
wi ={(([ n∏

i=1

(u
∼
(k)

i
)
wi
,

n∏
i=1

(ũ
(k)
i )

wi
]
,
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[ n∏
i=1

(v
∼
(k)

i
)
wi
,

n∏
i=1

(ṽ
(k)
i )

wi
])

,

n∑
i=1

pi
(k)

)∣∣∣k = 1, 2, . . . , l
}
. (5)

1.3 Maclaurin对称平均算子

定义5 令ai(i = 1, 2, . . . , n)是一组非空实数,
并且r = 1, 2, . . . , n.如果

MSM(r)(a1, a2, . . . , an) =

 ∑
1⩽i1<...<ir⩽n

r∏
j=1

aij

Cr
n


1
r

,

(6)

则称MSM(r)为Maclaurin对称平均算子[16].其中(i1,

i2, . . . , ir)遍历组合 (1, 2, . . . , n)中所有的 r元组,

Cr
n =

n!

r!(n− r)!
为二项式系数.

1) 若 a ⩾ 0且对于任意的 i,都有 ai = a,则
MSM(r)(a, a, . . . , a) = a.

2) 若 ai ⩽ bi,则MSM(r)(a1, a2, . . . , an) ⩽
MSM(r)(b1, b2, . . . , bn),其中ai和 bi都是任意非负实

数.
3) MIN(a1, a2, . . . , an) ⩽ MSM(r)(a1, a2, . . . , an)

⩽ MAX(a1, a2, . . . , an).

2 概率区间值直觉犹豫模糊Maclaurin对
称平均(PIVIHFMSM)算子及其性质
定义 6 令hi(i = 1, 2, . . . , n)是一组概率区间

值直觉犹豫模糊元,且r = 1, 2, . . . , n,若

PIVIHFMSM(r)(h1, h2, . . . , hn) = ⊕
1⩽i1<...<ir⩽n

r
⊗
j=1

hij

Cr
n

 1
r

, (7)

则称PIVIHFMSM(r)为概率区间值直觉犹豫模糊

麦克劳林对称平均算子,简记为PIVIHFMSM(r)算

子.其中 (i1, i2, . . . , ir)遍历组合 (1, 2, . . . , n)中所有

的r元组,Cr
n =

n!

r!(n− r)!
为二项式系数.

定 理 2 假 设 hi(i = 1, 2, . . . , n) 为 一 列

PIVIHFE,则运用PIVIHFMSM(r)算子集成得到的

结果仍为PIVIHFE,且有

PIVIHFMSM(r)(h1, h2, . . . , hn) =

{(([
f−1

( ∑
1⩽i1<...<ir⩽n

f
(
g−1

( r∑
j=1

g(u
∼
(k)

ij
)
))

Cr
n

) 1
r

,

f−1
( ∑

1⩽i1<...<ir⩽n

f
(
g−1

( r∑
j=1

g(ũ
(k)
ij

)
))

Cr
n

) 1
r
]
,

[
g−1

( ∑
1⩽i1<...<ir⩽n

g
(
f−1

( r∑
j=1

f(v
∼
(k)

ij
)
))

Cr
n

) 1
r

,

g−1
( ∑

1⩽i1<...<ir⩽n

g
(
f−1

( r∑
j=1

f(ṽ
(k)
ij

)
))

Cr
n

) 1
r
])

,

n∑
i=1

pi
(k)

)∣∣∣k = 1, 2, . . . , l
}
. (8)

证明 1)根据定义4和定义6可得
r
⊗
j=1

hij ={(([
g−1

( r∑
j=1

g(u
∼
(k)

ij
)
)
, g−1

( r∑
j=1

g(ũ
(k)
ij

)
)]

,

[
f−1

( r∑
j=1

f(v
∼
(k)

ij
)
)
, f−1

( r∑
j=1

f(ṽ
(k)
ij

)
)])

,

n∑
i=1

pi
(k)

)∣∣∣k = 1, 2, . . . , l
}
,

⊕
1⩽i1<...<ir⩽n

r
⊗
j=1

hij =

{(([
f−1

( ∑
1⩽i1<...<ir⩽n

f
(
g−1

( r∑
j=1

g(u
∼
(k)

ij
)
)))

,

f−1
( ∑

1⩽i1<...<ir⩽n

f
(
g−1

( r∑
j=1

g(ũ
(k)
ij

)
)))]

,

[
g−1

( ∑
1⩽i1<...<ir⩽n

g
(
f−1

( r∑
j=1

f(v
∼
(k)

ij)
)
)))

,

g−1
( ∑

1⩽i1<...<ir⩽n

g
(
f−1

( r∑
j=1

f(ṽ
(k)
ij

)
)))])

,

n∑
i=1

pi
(k)

)∣∣∣k = 1, 2, . . . , l
}
,

( ⊕
1⩽i1<...<ir⩽n

r
⊗
j=1

hij

Cr
n

) 1
r

=

{(([
f−1

( ∑
1⩽i1<...<ir⩽n

f
(
g−1

( r∑
j=1

g(u
∼
(k)

ij
)
))

Cr
n

) 1
r

,

f−1
( ∑

1⩽i1<...<ir⩽n

f
(
g−1

( r∑
j=1

g(ũ
(k)
ij

)
))

Cr
n

) 1
r
]
,
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[
g−1

( ∑
1⩽i1<...<ir⩽n

g
(
f−1

( r∑
j=1

f(v
∼
(k)

ij
)
))

Cr
n

) 1
r

,

g−1
( ∑

1⩽i1<...<ir⩽n

g
(
f−1

( r∑
j=1

f(ṽ
(k)
ij

)
))

Cr
n

) 1
r
])

,

n∑
i=1

pi
(k)

)∣∣∣k = 1, 2, . . . , l
}
,

所以式(8)成立.
2)若要证PIVIHFMSM(r)算子集成得到的结果

仍为PIVIHFE,即证

f−1
( ∑

1⩽i1<...<ir⩽n

f
(
g−1

( r∑
j=1

g(ũ
(k)
ij

)
))

Cr
n

) 1
r ⩾

f−1
( ∑

1⩽i1<...<ir⩽n

f
(
g−1

( r∑
j=1

g(u
∼
(k)

ij
)
))

Cr
n

) 1
r ⩾ 0,

(9)

g−1
( ∑

1⩽i1<...<ir⩽n

g
(
f−1

( r∑
j=1

f(ṽ
(k)
ij

)
))

Cr
n

) 1
r ⩾

g−1
( ∑

1⩽i1<...<ir⩽n

g
(
f−1

( r∑
j=1

f(v
∼
(k)

ij
)
))

Cr
n

) 1
r ⩾ 0,

(10)

f−1
( ∑

1⩽i1<...<ir⩽n

f
(
g−1

( r∑
j=1

g(ũ
(k)
ij

)
))

Cr
n

) 1
r

+

g−1
( ∑

1⩽i1<...<ir⩽n

g
(
f−1

( r∑
j=1

f(ṽ
(k)
ij

)
))

Cr
n

) 1
r ⩽ 1,

且
n∑

i=1

pi
(k) ∈ [0, 1],

l∑
k=1

n∑
i=1

pi
(k) = 1.

根据
n∑

i=1

pi
(k)的表达式可知

n∑
i=1

pi
(k) ∈ [0, 1],显

然
l∑

k=1

n∑
i=1

pi
(k) = 1成立.因为对于任意k = 1, 2, . . . ,

l, i = 1, 2, . . . , n,有0 ⩽ u
∼
(k)

ij
⩽ ũ

(k)
ij

⩽ 1, 0 ⩽ v
∼
(k)

ij
⩽

ṽ
(k)
ij

⩽ 1, g(t)和g−1(t)均为严格单调递减函数, f(t)
和f−1(t)均为严格单调递增函数,且f(t) = g(1− t),
故易证明式(9)和(10)成立.
又由 ũ

(k)
ij

+ ṽ
(k)
ij

⩽ 1,即 ũ
(k)
ij

⩽ 1 − ṽ
(k)
ij
可知,对

于任意k = 1, 2, . . . , l, i = 1, 2, . . . , n,存在f(ṽ
(k)
ij

) =

g(1− ṽ
(k)
ij

) ⩽ g(ũ
(k)
ij

),则

f−1
( r∑

j=1

f(ṽ
(k)
ij

)
)
⩽ f−1

( r∑
j=1

g(ũ
(k)
ij

)
)
=

1− g−1
( r∑

j=1

g(ũ
(k)
ij

)
)
,

g
(
f−1

( r∑
j=1

f(ṽ
(k)
ij

)
))

⩾ g
(
1− g−1

( r∑
j=1

g(ũ
(k)
ij

)
))

=

f
(
g−1

( r∑
j=1

g(ũ
(k)
ij

)
))

,

故

( ∑
1⩽i1<...<ir⩽n

g
(
f−1

( r∑
j=1

f(ṽ
(k)
ij

)
))

Cr
n

) 1
r ⩾

( ∑
1⩽i1<...<ir⩽n

f
(
g−1

( r∑
j=1

g(ũ
(k)
ij

)
))

Cr
n

) 1
r

,

g−1
( ∑

1⩽i1<...<ir⩽n

g
(
f−1

( r∑
j=1

f(ṽ
(k)
ij

)
))

Cr
n

) 1
r ⩽

g−1
( ∑

1⩽i1<...<ir⩽n

f
(
g−1

( r∑
j=1

g(ũ
(k)
ij

)
))

Cr
n

) 1
r

=

1− f−1
( ∑

1⩽i1<...<ir⩽n

f
(
g−1

( r∑
j=1

g(ũ
(k)
ij

)
))

Cr
n

) 1
r

,

即

g−1
( ∑

1⩽i1<...<ir⩽n

g
(
f−1

( r∑
j=1

f(ṽ
(k)
ij

)
))

Cr
n

) 1
r

+

f−1
( ∑

1⩽i1<...<ir⩽n

f
(
g−1

( r∑
j=1

g(ũ
(k)
ij

)
))

Cr
n

) 1
r ⩽ 1.

所以 PIVIHFMSM(r)算子集成得到的结果仍为

PIVIHFE.综上所述,定理2成立. 2
基于上述PIVIHFMSM(r)算子提出以下算子的

性质.
性质1 (幂等性) 假设hi(i = 1, 2, . . . , n)为一列

PIVIHFE,如果对于任意i = 1, 2, . . . , n都有hi = h =

{(([u
∼
(k), ũ(k)], [v

∼
(k), ṽ(k)]), p(k))|k = 1, 2, . . . , l},则

PIVIHFMSM(r)(h1, h2, . . . , hn) = h. (11)

性质2 (置换不变性) 假设hi(i = 1, 2, . . . , n)为

一列PIVIHFE,如果是hi = (h1, h2, . . . , hn)的一个任
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意置换,则

PIVIHFMSM(r)(h1, h2, . . . , hn) =

PIVIHFMSM(r)(h̃1, h̃2, . . . , h̃n). (12)

性质3 (单调性) 假设hi和h′
i为两个PIVIHFE,

对于任意 i = 1, 2, . . . , n,如果有u
∼i

(k) ⩾ u′
∼

(k)

i
, ũ

(k)
i ⩾

ũ′(k)
i , v

∼
(k)

i
⩾ v′

∼
(k)

i
, ṽ

(k)
i ⩾ ṽ′

(k)

i , pi
(k) ⩾ p′

(k)
i ,则

PIVIHFMSM(r)(h1, h2, . . . , hn) ⩾

PIVIHFMSM(r)(h′
1, h

′
2, . . . , h

′
n). (13)

性质4 (有界性) 假设hi为一系列PIVIHFE,对
于任意i = 1, 2, . . . , n,令

h− = −min
i

hi =

{(([min
i

u
∼
(k)

i
,min

i
ũ
(k)
i ], [max

i
v
∼
(k)

i
,max

i
ṽ
(k)
i ]),

min
i

pi
(k))|k = 1, 2, . . . , l},

h+ = max
i

hi =

{(([max
i

u
∼
(k)

i
,max

i
ũ
(k)
i ], [min

i
v
∼
(k)

i
,min

i
ṽ
(k)
i ]),

max
i

pi
(k))|k = 1, 2, . . . , l},

则

h− ⩽ PIVIHFMSM(r) ⩽ h+. (14)

限于篇幅,性质1∼性质4证明过程略.
接下来介绍PIVIHFMSM(r)在属性值r取不同

值时的几种特殊情况:
1)当r = 1时,有

PIVIHFMSM(r)(h1, h2, . . . , hn) =

{(([
f−1

( ∑
1⩽i1⩽n

f
(
g−1

( 1∑
j=1

g(u
∼
(k)

ij
)
))

C1
n

) 1
1

,

f−1
( ∑

1⩽i1⩽n

f
(
g−1

( 1∑
j=1

g(ũ
(k)
ij

)
))

C1
n

) 1
1
]
,

[
g−1

( ∑
1⩽i1⩽n

g
(
f−1

( 1∑
j=1

f(v
∼
(k)

ij
)
))

C1
n

) 1
1

,

g−1
( ∑

1⩽i1⩽n

g
(
f−1

( 1∑
j=1

f(ṽ
(k)
ij

)
))

C1
n

) 1
1
])

,

n∑
i=1

pi
(k)

)∣∣∣k = 1, 2, . . . , l
}
=

{(([
f−1

( ∑
1⩽i⩽n

f(u
∼
(k)

i
)

n

)
, f−1

( ∑
1⩽i⩽n

f(ũ
(k)
i )

n

)]
,

[
g−1

( ∑
1⩽i⩽n

g(v
∼
(k)

i
)

n

)
, g−1

( ∑
1⩽i⩽n

g(ṽ
(k)
i )

n

)])
,

n∑
i=1

pi
(k)

)∣∣∣k = 1, 2, . . . , l
}
;

2)当r = 2时,有

PIVIHFMSM(r)(h1, h2, . . . , hn) =

{(([
f−1

( ∑
1⩽i1<i2⩽n

f
(
g−1

( 2∑
j=1

g(u
∼
(k)

ij
)
))

C2
n

) 1
2

,

f−1
( ∑

1⩽i1<i2⩽n

f
(
g−1

( 2∑
j=1

g(ũ
(k)
ij

)
))

C2
n

) 1
2
]
,

[
g−1

( ∑
1⩽i1<i2⩽n

g
(
f−1

( 2∑
j=1

f(v
∼
(k)

ij
)
))

C2
n

) 1
2

,

g−1
( ∑

1⩽i1<i2⩽n

g
(
f−1

( 2∑
j=1

f(ṽ
(k)
ij

)
))

C2
n

) 1
2
])

,

n∑
i=1

pi
(k)

)∣∣∣k = 1, 2, . . . , l
}
=

{(([
f−1

(2 ∑
1⩽i<j⩽n

f(u
∼
(k)

i
u
∼
(k)

j
)

n(n− 1)

) 1
2

,

f−1
(2 ∑

1⩽i<j⩽n

f(ũ
(k)
i ũ

(k)
j )

n(n− 1)

) 1
2
]
,

[
g−1

(2 ∑
1⩽i<j⩽n

g(v
∼
(k)

i
v
∼
(k)

j
)

n(n− 1)

) 1
2

,

g−1
(2 ∑

1⩽i<j⩽n

g(ṽ
(k)
i ṽ

(k)
j )

n(n− 1)

) 1
2
])

,

n∑
i=1

pi
(k)

)∣∣∣k = 1, 2, . . . , l
}
;

3)当r = n时,有

PIVIHFMSM(r)(h1, h2, . . . , hn) =

{(([
f−1

( ∑
1=i1<...<in=n

f
(
g−1

( n∑
j=1

g(u
∼
(k)

ij
)
))

Cn
n

) 1
n

,
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f−1
( ∑

1=i1<...<in=n

f
(
g−1

( n∑
j=1

g(ũ
(k)
ij

)
))

Cn
n

) 1
n
]
,

[
g−1

( ∑
1=i1<...<in=n

g
(
f−1

( n∑
j=1

f(v
∼
(k)

ij
)
))

Cn
n

) 1
n

,

g−1
( ∑

1=i1<...<in=n

g
(
f−1

( n∑
j=1

f(ṽ
(k)
ij

)
))

Cn
n

) 1
n
])

,

n∑
i=1

pi
(k)

)∣∣∣k = 1, 2, . . . , l
}
=

{(([
f−1

( ∑
1=i1<...<in=n

f
( n∏

j=1

u
∼
(k)

j

)) 1
n

,

f−1
( ∑

1=i1<...<in=n

f
( n∏

j=1

ũ
(k)
j

)) 1
n
]
,

[
g−1

( ∑
1=i1<...<in=n

g
( n∏

j=1

v
∼
(k)

j

)) 1
n

,

g−1
( ∑

1=i1<...<in=n

g
( n∏

j=1

ṽ
(k)
j

)) 1
n
])

,

n∑
i=1

pi
(k)

)∣∣∣k = 1, 2, . . . , l
}
.

3 基于PIVIHFWMSM算子的多属性决策
模型及其应用

3.1 PIVIHFWMSM算子

定理 3 假设 hi = {(([u
∼
(k)

i
, ũ

(k)
i ], [v

∼
(k)

i
, ṽ

(k)
i ]),

pi
(k))}是一系列PIVIHFE,其中 i = 1, 2, . . . , n,相关
的权重向量为w = (w1, w2, . . . , wn)

T,满足wi ⩾ 0且
n∑

i=1

wi = 1,若

PIVIHFWMSM(r)(h1, h2, . . . , hn) = ⊕
1⩽i1<...<ir⩽n

r
⊗
j=1

hij
wij

Cr
n

 1
r

=

{(([
f−1

( ∑
1⩽i1<...<ir⩽n

f
(
g−1

( r∑
j=1

wijg(u∼
(k)

ij
)
))

Cr
n

) 1
r

,

f−1
( ∑

1⩽i1<...<ir⩽n

f
(
g−1

( r∑
j=1

wijg(ũ
(k)
ij

)
))

Cr
n

) 1
r
]
,

[
g−1

( ∑
1⩽i1<...<ir⩽n

g
(
f−1

( r∑
j=1

wijf(v∼
(k)

ij
)
))

Cr
n

) 1
r

,

g−1
( ∑

1⩽i1<...<ir⩽n

g
(
f−1

( r∑
j=1

wijf(ṽ
(k)
ij

)
))

Cr
n

) 1
r
])

,

n∑
i=1

pi
(k)

)∣∣∣k = 1, 2, . . . , l
}
, (15)

则称PIVIHFWMSM(r)为概率区间值直觉犹豫模糊

加权麦克劳林对称平均算子.其中 (i1, i2, . . . , ir)遍

历组合(1, 2, . . . , n)中所有的r元组,Cr
n =

n!

r!(n− r)!
为二项式系数.证明过程与定理2类似,在此不加赘
述.

3.2 算法模型

设方案集X = {x1, x2, . . . , xm}, C = {C1, C2,

. . . , Cn}为属性集,属性权重向量w = (w1, w2, . . . ,

wn)
T,满足wj ⩾ 0且

n∑
j=1

wj = 1.为了从上述方案

中选择一个综合性能最高的方案,现邀请相关领域
专家运用概率区间值直觉犹豫模糊集 (i = 1, 2, . . . ,

m; j = 1, 2, . . . , n)对方案进行综合评估,进而构
建一个概率区间值直觉犹豫模糊决策矩阵H =

(hij)m×n.具体步骤如下.
step 1:根据各备选方案的决策信息,构建概率区

间值直觉犹豫模糊决策矩阵H = (hij)m×n.
step 2:决策信息标准化.如果所有的属性均为效

益型,则不需对决策矩阵H = (hij)m×n进行标准化

处理;否则,运用如下方法对原始矩阵进行标准化:当
Cj为效益型时 h̃ij = hij ,当Cj为成本型时 h̃ij = hc

ij .
step 3: 利用PIVIHFOWA算子、PIVIHFOWG算

子、PIVIHFWMSM(r)算子计算各备选方案xi的综

合属性信息 h̃i.
step 4: 计算各备选方案综合属性信息 h̃i得分函

数值S(h̃i)和精确函数值E(h̃i).
step 5:对各备选方案进行优劣排序,选出综合性

能最高的方案.

3.3 算例分析

风险投资非常注重风险项目及风险企业的成长

性、可操作性和可靠性等,即注重远期利益的实现.现
考虑选择从如下几个方面对4个风险投资企业xi(i

= 1, 2, 3, 4)进行风险项目及风险企业评价,分别为
C1风险性、C2保证性、C3成长性、C4可操作性,
这些评价环节的有机组合构成了风险投资的评价

指标体系.公司邀请一位专家顾问对以上4个属性
进行评估,其中评价指标权重为w = (0.22, 0.20,

0.28, 0.30)T.该算例数据改编自文献[21].
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表 1 专家给出概率区间值直觉犹豫模糊决策矩阵H = (hij)m×n

x C1 C2 C3 C4

x1

{
([0.3, 0.5], [0.2, 0.4], 0.5) ,

([0.4, 0.6], [0.1, 0.3], 0.5)

}{
([0.2, 0.4], [0.3, 0.5], 0.4) ,

([0.1, 0.3], [0.4, 0.6], 0.6)

}{
([0.3, 0.4], [0.4, 0.6], 0.3) ,

([0.2, 0.4], [0.1, 0.3], 0.7)

}{
([0.1, 0.3], [0.2, 0.4], 0.5) ,

([0.2, 0.3], [0.4, 0.6], 0.5)

}

x2

{
([0.2, 0.4], [0.3, 0.5], 0.6) ,

([0.1, 0.3], [0.2, 0.4], 0.4)

}{
([0.3, 0.5], [0.4, 0.5], 0.5) ,

([0.2, 0.4], [0.1, 0.3], 0.5)

}{
([0.2, 0.3], [0.2, 0.4], 0.3) ,

([0.2, 0.4], [0.3, 0.5], 0.7)

}{
([0.3, 0.5], [0.2, 0.4], 0.5) ,

([0.1, 0.3], [0.4, 0.6], 0.5)

}

x3

{
([0.3, 0.5], [0.2, 0.4], 0.4) ,

([0.1, 0.3], [0.2, 0.4], 0.6)

}{
([0.4, 0.6], [0.1, 0.3], 0.6) ,

([0.2, 0.4], [0.3, 0.5], 0.4)

}{
([0.5, 0.6], [0.3, 0.4], 0.3) ,

([0.2, 0.4], [0.3, 0.5], 0.7)

}{
([0.2, 0.4], [0.3, 0.5], 0.5) ,

([0.1, 0.3], [0.4, 0.6], 0.5)

}

x4

{
([0.3, 0.5], [0.2, 0.4], 0.7) ,

([0.4, 0.6], [0.2, 0.3], 0.3)

}{
([0.4, 0.6], [0.2, 0.4], 0.6) ,

([0.3, 0.5], [0.2, 0.3], 0.4)

}{
([0.1, 0.3], [0.4, 0.6], 0.5) ,

([0.3, 0.5], [0.2, 0.4], 0.5)

}{
([0.2, 0.4], [0.3, 0.5], 0.4) ,

([0.4, 0.6], [0.3, 0.4], 0.6)

}

step 1:根据决策信息,构建概率区间值直觉犹豫
模糊决策矩阵H = (hij)m×n,如表1所示.

step 2: 由于4种属性指标Cj(j = 1, 2, 3, 4)均为

效益型指标,专家决策信息矩阵无需进行标准化.
step 3: 根据决策信息矩阵,利用PIVIHFOWA算

子、PIVIHFOWG算子和PIVIHFWMSM(r)算子计算

各备选方案的综合属性 h̃i(i = 1, 2, . . . ,m).为方便
计算,假设g(t) = − ln(t),则由PIVIHFOWA算子得到
的综合属性值为

x1 = {([0.224 8, 0.396 3], [0.281 4, 0.483 6], 0.425),

([0.231 2, 0.407 2], [0.265 2, 0.470 8], 0.575)};

x2 = {([0.251 7, 0.428 1], [0.266 6, 0.444 2], 0.475),

([0.149 5, 0.349 9], [0.276 2, 0.479 4], 0.525)};

x3 = {([0.357 0, 0.525 5], [0.242 0, 0.414 2], 0.450),

([0.149 5, 0.349 9], [0.311 7, 0.513 2], 0.550)};

x4 = {([0.242 0, 0.445 0], [0.290 9, 0.492 9], 0.550),

([0.353 9, 0.554 8], [0.231 4, 0.359 9], 0.450)}.

由PIVIHFOWG算子得到的综合属性值为

x1 = {([0.199 0, 0.385 4], [0.263 4, 0.468 5], 0.425),

([0.202 8, 0.378 7], [0.200 0, 0.424 3], 0.575)};

x2 = {([0.244 9, 0.412 6], [0.251 2, 0.439 3], 0.475),

([0.139 5, 0.344 4], [0.240 1, 0.454 0], 0.525)};

x3 = {([0.324 6, 0.510 4], [0.220 3, 0.403 8], 0.450),

([0.139 5, 0.344 4], [0.299 1, 0.502 8], 0.550)};

x4 = {([0.206 9, 0.420 4], [0.274 2, 0.479 1], 0.550),

([0.348 4, 0.549 7], [0.225 9, 0.354 5], 0.450)}.

由PIVIHFWMSM1(r = 1)算子得到的综合属

性值为

x1 = {([0.049 7, 0.096 3], [0.065 8, 0.117 1], 0.425),

([0.050 7, 0.094 7], [0.050 0, 0.106 1], 0.575)};

x2 = {([0.061 2, 0.103 2], [0.062 8, 0.109 8], 0.475),

([0.034 9, 0.086 1], [0.060 0, 0.113 5], 0.525)};

x3 = {([0.081 2, 0.127 6], [0.055 1, 0.100 9], 0.450),

([0.034 9, 0.086 1], [0.074 8, 0.125 7], 0.550)};

x4 = {([0.051 7, 0.105 1], [0.068 6, 0.119 8], 0.550),

([0.087 1, 0.137 4], [0.056 5, 0.088 6], 0.450)}.

由PIVIHFWMSM2(r = 2)算子得到的综合属

性值为

x1 = {([0.014 8, 0.039 9], [0.022 5, 0.053 5], 0.425),

([0.015 2, 0.038 8], [0.014 9, 0.046 1], 0.575)};

x2 = {([0.020 2, 0.044 2], [0.021 0, 0.048 5], 0.475),

([0.008 7, 0.033 7], [0.019 6, 0.051 0], 0.525)};

x3 = {([0.030 8, 0.064 6], [0.017 2, 0.042 8], 0.450),

([0.008 7, 0.033 7], [0.027 3, 0.059 4], 0.550)};

x4 = {([0.031 1, 0.045 4], [0.023 9, 0.055 3], 0.550),

([0.034 3, 0.067 9], [0.017 9, 0.035 2], 0.450)}.

由PIVIHFWMSM3(r = 3)算子得到的综合属

性值为

x1 = {([0.076 5, 0.124 5], [0.094 8, 0.144 0], 0.425),

([0.074 0, 0.120 8], [0.080 4, 0.136 4], 0.575)};

x2 = {([0.090 3, 0.132 3], [0.093 6, 0.137 9], 0.475),

([0.060 4, 0.115 6], [0.082 8, 0.136 3], 0.525)};

x3 = {([0.111 1, 0.154 3], [0.078 2, 0.126 0], 0.450),

([0.060 4, 0.115 6], [0.103 2, 0.150 9], 0.550)};

x4 = {([0.082 3, 0.135 6], [0.094 8, 0.144 0], 0.550),

([0.114 2, 0.160 2], [0.083 3, 0.115 6], 0.450)}.

由PIVIHFWMSM4(r = 4)算子得到的综合属

性值为

x1 = {([0.667 9, 0.787 9], [0.716 4, 0.827 3], 0.425),
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([0.671 1, 0.784 5], [0.668 7, 0.807 1], 0.575)};

x2 = {([0.703 5, 0.801 5], [0.707 9, 0.814 1], 0.475),

([0.611 1, 0.766 1], [0.700 0, 0.820 8], 0.525)};

x3 = {([0.754 8, 0.845 2], [0.685 1, 0.797 1], 0.450),

([0.611 1, 0.766 1], [0.739 5, 0.842 1], 0.550)};

x4 = {([0.674 4, 0.805 2], [0.723 7, 0.832 0], 0.550),

([0.768 3, 0.861 1], [0.689 4, 0.771 6], 0.450)}.

step 4: 计算上述各算子集成后的综合属性值的
得分函数,并进行优劣排序,如表2所示.

step 5: 根据得分函数值的大小进行风险性能排
序,得分函数值越大说明其综合条件越优,选择最佳
企业.

表 2 各算子计算得到的得分函数和排序结果

算子 x1 x2 x3 x4 排序结果

PIVIHFOWA −0.048 8 −0.128 1 −0.162 8 0.158 7 x4 ≻ x1 ≻ x2 ≻ x3

PIVIHFOWG −0.021 4 −0.105 1 −0.159 0 0.158 9 x4 ≻ x1 ≻ x2 ≻ x3

PIVIHFWMSM1 −0.005 4 −0.053 0 −0.039 8 0.039 7 x4 ≻ x1 ≻ x3 ≻ x2

PIVIHFWMSM2 −0.003 5 −0.014 1 −0.022 2 0.024 6 x4 ≻ x1 ≻ x2 ≻ x3

PIVIHFWMSM3 −0.011 0 −0.021 6 −0.039 1 0.037 8 x4 ≻ x1 ≻ x2 ≻ x3

PIVIHFWMSM4 −0.010 1 −0.071 8 −0.102 2 0.084 2 x4 ≻ x1 ≻ x2 ≻ x3

由Matlab可视化了最佳风险投资企业选择,由
图1分析可知,基于PIVIHFOWA算子、PIVIHFOWG
算子和PIVIHFMSM(r)算子决策方法选择的最佳企

业均为x4,说明本文提出的决策方法具有合理性和
有效性.本文提出的算子具有以下优点:

1)由于参数r取值的变化,属性值的排序结果也
会出现细微的变化,表明本文构建的算子更具灵活
性;

2) 决策者根据自身的决策偏好及风险态度改
变参数, 满足多种决策需求, 更具一般性, 而
PIVIHFOWA算子和PIVIHFOWG算子不具有可变参
数;

3)利用本文提出的决策方法处理属性值具有相
关性的多属性决策问题会更加科学并尽可能地避免

了决策过程中的信息缺失.
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图 1 不同聚集算子下的得分值

4 结 论

本文在 PIVIHFS环境下引入Maclaurin对称平
均算子,并基于Archimedean T -范数和Archimedean
S-范数提出了概率区间值直觉犹豫模糊Maclaurin
对称平均算子 (PIVIHFMSM(r));其次,根据参数 r

的变化对算子PIVIHFMSM(r)的几种特殊情况进

行了讨论;最后,将该模型应用于风险投资企业进
行风险项目及风险企业评价,并且将本文提出的
PIVIHFMSM(r)算子与其他算子相比较,结果说明
该决策方法具有灵活性和有效性,决策结果能够满
足决策者的多种需求.后续将进一步研究决策过程
中参数的选择以及基于毕达哥拉斯模糊集和语言术

语集等其他模糊数下Maclaurin 对称平均算子的多
属性决策问题.
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