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结冰飞机的包线保护与控制裕度研究

徐文丰, 李颖晖†, 禹志龙, 郑无计, 董泽洪
(空军工程大学航空工程学院，西安 710038)

摘 要: 飞机结冰具有不确定性和随机性,会破坏飞机的动力学特性,威胁飞行安全.针对这一问题,对结冰飞机
的安全边界保护和控制裕度计算展开探究.首先,应用可达集方法,将结冰的作用看作不确定性对抗输入,分析结
冰对飞机安全包线边界的影响;然后,基于已知的结冰飞机飞行安全包线,提出两种包线边界保护方法,第 1种是
改进的最优控制边界保护方法,通过引入新型的最优控制保护动作的切换策略消除传统最优控制保护方法的控
制量抖振现象,第2种是保留驾驶员操作权限的安全边界保护方法,通过计算安全边界上的可用控制指引驾驶员
完成正确的操作,使得飞机飞行状态不超出安全包线;最后,通过实时计算飞机当前状态点的控制裕度对飞机超出
包线进行提前预防,指引驾驶员完成安全程度较高的操作,并提出一种新型的控制裕度迭代计算策略,能够有效降
低控制裕度计算的保守性.
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Envelope protection and control margin of icing aircraft
XU Wen-feng, LI Ying-hui†, YU Zhi-long, ZHENG Wu-ji, DONG Ze-hong

(Aeronautics Engineering College，Air Force Engineering University，Xi’an 710038，China)

Abstract: Aircraft icing has uncertainty and randomness, which damages the dynamic performance of aircrafts and
threatens flight safety. To solve this problem, this paper studies the envelope protection and control margin calculation
of icy aircrafts. Firstly, the effects of icing on the aircraft safety envelope are analyzed by using the reachable set theory,
which takes icing as the uncertain adversarial input. Then, based on the known flight safety envelope of the icy aircraft,
two envelope border protection methods are proposed. The first is the improved optimal control border protection action,
the control chattering phenomenon of the traditional optimal control protection method is eliminated. The second method
is the safe border protection method that preserves the pilot’s authority. By calculating the available control on the
safety border, the pilot can be guided to complete the correct operation, so that the flight state does not exceed the safety
envelope. Finally, the control margin of the current state point of the aircraft is calculated in real time to prevent the
aircraft from exceeding the envelope in advance, and to guide the pilot to complete the operation with a high degree
of safety. Moreover, a new iterative control margin calculation strategy is proposed, which can effectively reduce the
conservatism of the control margin calculation.
Keywords: icing aircraft；reachable set；flight envelope；border protection；control margin

0 引 䀰

飞机结冰是飞机在结冰气象条件下飞行时,大
气中的液态水在部件表面冻结并累积成冰的一种

物理过程,在飞行实践中广泛存在[1].飞机结冰使得
飞机升力减小,阻力增大,飞机失控的风险增加.据
美国联邦航空管理局 (FAA)飞行安全部统计[2], 1990

∼ 2000年间,结冰引起的事故占据了气候原因中的
20 %, 2003∼ 2008年间,又有 380起与结冰有关的事
故报告.中国近年来也发生了多起与飞机结冰相关
的严重事故,其中包头2004年和安徽2006年分别发
生的民机和军机空难均伤亡惨重[3].
结冰现象作为严重威胁飞行安全的因素,一直都
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被航空界高度重视,其中分析结冰对飞机气动特性、
动力学特性的影响,认识结冰致灾机理是提升结冰飞
机安全性能的首要环节.结冰条件下的风洞试验需
要消耗大量的时间和资源[4],因此迫切需要建立起结
冰对气动影响的估算模型.目前已经有了众多探索
性工作[5-8],其中人们广为接受的是Bragg等[8]提出的

结冰影响因子模型,该模型结构简单,物理意义清楚
明了,并且通过实验验证该模型有较好的准确性.但
是,由于实际中结冰部位和结冰程度存在较强随机
性,存在结冰因子难以被实时准确检测的问题.
飞行安全包线的计算有众多方法,其中最直接的

便是飞行试验,但其具有周期较长、成本较高等缺点.
文献 [9-10]分别通过相平面法和流形理论计算飞机
模型稳定域的方法研究了结冰对飞行安全包线的影

响并给出了预警策略,但未考虑驾驶员和飞控系统对
于危险情景的应对策略.可达集方法最初用于流体
计算,近年来被引入到飞机的安全包线计算中[11-14],
是一种基于非线性系统动力学特性的安全包线计算

方法,可以将飞行包线转化为各种不同类型的可达集
计算问题.可达集方法计算飞行安全包线的显著优
点是能够较为全面地将驾驶员的实时操作考虑在内,
这一方法已经得到了国际航空界的广泛认同.
结冰飞机的飞行安全包线保护也被广为研究,文

献 [15-16]提出了一种基于最大可控不变集的控制器
设计保护方法,但是存在控制量抖振的现象,难以应
用于实际.文献 [17-18]基于模型预测对控制裕度进
行实时计算,并设计指令调控器对控制量进行修正,
使得飞行状态不超出安全包线,但控制裕度的计算未
考虑控制量的动态特性.文献 [19]提出了一种基于
不变集的控制裕度实时计算方法,很好地将控制量随
飞行状态的实时变化考虑在内,但仅仅将飞机简化成
线性单输入单输出模型,且控制裕度的估计有较大的
保守性.
本文以RCAM (research civil aircraft model)模型

为例,应用可达集方法,将结冰的影响作为与控制输
入对抗的不确定性输入,使可达集计算转化为微分
博弈问题[20],有效处理了结冰程度难以准确辨识的
问题.采用水平集算法对这一问题进行求解[11,21],计
算飞机各种类型的可达集,进而得到结冰对飞机安全
包线的影响.基于已知的安全包线,就结冰飞机的包
线边界保护策略展开研究,提出了一种新型的最优控
制保护的开通和关断策略,能够避免控制量在最优控
制与驾驶员控制之间反复切换,解决了最优控制的边
界保护策略的控制量抖振问题.针对传统最优控制

边界保护方法中驾驶员失去控制权限的现象,提出一
种以驾驶员的驾驶指令为主导的保护策略,当飞行状
态到达安全包线的边界时,通过可用控制可视化告知
驾驶员能够使得状态轨线不超出安全包线的可用控

制范围,提示飞行员做出正确的操纵指令完成包线恢
复.最后,对于结冰飞机的安全控制裕度展开研究,提
出一种更加精准的控制裕度迭代计算策略.对于飞
行状态尚未超出边界的情形,通过实时计算安全控制
裕度对飞行状态超出边界进行提前预防,只要驾驶员
能够一直遵循安全裕度进行操作,飞机将不存在超出
飞行安全包线的风险.

1 可达集方法介绍

1.1 可达集理论

考虑一个连续时间系统

ẋ = f(x, u, d),

x ∈ Rn, u(·) ∈ U[0,T ], d(·) ∈ D[0,T ]. (1)

其中:x为系统状态变量;u为系统输入; d为外部扰
动;U[0,T ]、D[0,T ]分别为满足条件的u和d的集合,描
述了对控制信号u和扰动信号d的约束.
假设函数f满足局部利普希茨条件 (对于实际中

的连续系统,不满足局部利普希茨条件的情况极少出
现[22]),则系统的解存在且唯一.即任意给定f 的初始

状态x0、初始时刻t0、控制信号u(·) ∈ U[0,T ]、扰动信

号d(·) ∈ D[0,T ],系统的解都位于唯一存在的解轨线
上,记为ξf (t;x0, t0, u(·), d(·)).
基于以上定义和假设,可以定义各种不同类型的

可达集概念.
反向可达集为某一初始状态的集合,在该集合中

的状态点都可以找到一个控制输入,在任意扰动下,
系统的轨线能够进入目标集,有

Rb = {x ∈ Rn|∃u(·) ∈ U[0,T ], ∀d(·) ∈ D[0,T ],

∃τ ∈ [0, T ], ξf (τ ;x, 0, u(·), d(·)) ∈ κ}. (2)

最大可控不变集为某一初始状态的集合,存在一
个控制输入,对于任意扰动,系统的轨线始终不离开
目标集,有

Viab = {x ∈ Rn|∃u(·) ∈ U[0,T ], ∀d(·) ∈ D[0,T ],

∀τ ∈ [0, T ], ξf (τ ;x, 0, u(·), d(·)) ∈ κ}. (3)

不变集的条件更为苛刻,要求对于任意的容许控
制输入和任意扰动,系统轨线始终不离开目标集,即

Inv = {x ∈ Rn|∀u(·) ∈ U[0,T ], ∀d(·) ∈ D[0,T ],

∀τ ∈ [0, T ], ξf (τ ;x, 0, u(·), d(·)) ∈ κ}. (4)

反向可达集、最大可控不变集和不变集常常统
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称为可达集, 3种不同可达集与目标集之间的包含关
系如图1所示,即有

Inv ⊆ Viab ⊆ κ ⊆ Rb. (5)

k

Inv Viab

R
b

图 1 各种不同类型可达集与目标集关系

1.2 可达集数值解法

水平集算法是求解可达集常用的数值解法,本节
对这一方法进行介绍.
按照文献 [21]的描述,将目标集描述成一个函数

l(x)的零水平集,有

κ = {x ∈ Rn, l(x) > 0}. (6)

定义水平集函数V1、V2、V3分别为

V1(x, t) =

sup
u(·)∈U [t,T ]

inf
d(·)∈D[t,T ]

min
τ∈[t,T ]

l(ξf (τ ;x, t, u(·), d(·))),

(7)

V2(x, t) =

inf
u(·)∈U [t,T ]

inf
d(·)∈D[t,T ]

min
τ∈[t,T ]

l(ξf (τ ;x, t, u(·), d(·))).

(8)

V3(x, t) =

inf
u(·)∈U [t,T ]

sup
d(·)∈D[t,T ]

min
τ∈[t,T ]

l(ξf (τ ;x, t, u(·), d(·))).

(9)

经分析,容易建立V1、V2、V3与3类可达集之间的
关系为

Viab(t, κ) = {x ∈ Rn|V1(x, t) > 0}, (10)

Inv(t, κ) = {x ∈ Rn|V2(x, t) > 0}, (11)

Rb(t, κ
c) = {x ∈ Rn|V3(x, t) < 0}. (12)

由式 (10)∼ (12)可见,若能得到V1、V2、V3,即可
对3种可达集进行求解.根据文献 [11,21]的描述,V1、

V2、V3可分别表示为如下所示的哈密顿-雅克比-艾萨
克方程的粘性解:

∂V1

∂t
(x, t) + min(0,H∗

1 ) = 0,

H∗
1 = sup

u∈U
inf
d∈D

∂V1

∂x
f(x),

V1(x, T ) = l(x); (13)

∂V2

∂t
(x, t) + min(0,H∗

2 ) = 0,

H∗
2 = inf

u∈U
inf
d∈D

∂V2

∂x
f(x),

V2(x, T ) = l(x); (14)
∂V3

∂t
(x, t) + min(0,H∗

3 ) = 0,

H∗
3 = inf

u∈U
sup
d∈D

∂V3

∂x
f(x),

V3(x, T ) = l(x). (15)

式 (13)∼ (15)中H∗
1、H

∗
2、H

∗
3分别为哈密顿函数H1、

H2、H3的最优值.因此,可达集的求解转化为哈密
顿-雅可比-艾萨克方程的求解问题,其解析解往往难
以求得,但可以通过对求解区域进行网格剖分,基于
有限差分法求得解析解在离散的网格点上的近似

值. Lax-Friedrich法可有效保证此类偏微分方程数值
解的收敛性,算法详见文献[23].

2 结冰飞机安全边界计算

2.1 结冰飞机模型介绍

本文采用RCAM模型[14,24]如下:

V̇ = − ρS

2m
CD − gsinγ +

T

m
,

γ̇ = − g

V
cos γ +

ρS

2m
V CLcosφ−

ρS

2m
V CY ββ sinφ. (16)

其中:V 为飞行速度;m为飞机质量,m = 120 000 kg;
γ为飞机航迹角; ρ空气密度, ρ = 1.225 kg·m−3;S为
机翼参考面积,S = 260m2; g为重力加速度;CD、CL

和CY β为飞机的气动参数,CD = CDo + CDaa +

CDa2a2, CL = CLo + CLaa,CDo = 0.159 9, CDa =

0.503 5, CDa2 = 2.117 5,CLo =1.065 6, CLa=6.072 3.
因为飞机飞行过程中侧滑角β通常较小,忽略其影
响.滚转角ϕ与各状态量没有耦合,为了提高计算效
率,在计算中可以将其作为离散的网格输入.
将迎角与推力看作飞行员的输入,取值范围为

a ∈ [0, 14.5
◦
], T ∈ [20 546, 410 920],取目标集κ =

[Vmin, Vmax]×[γmin, γmax].其中:Vmin = 60m/s, Vmax

= 100m/s, γmin = −10◦, γmax = 10◦.

2.2 可达集方法求解飞机的两类安全包线

由式 (7)可知,最大可控不变集是指至少存在一
种控制策略使系统状态在给定的时限内不超出目标

集的状态集合.若定义目标集为安全的飞行状态组
成的集合,则最大可控不变集内的状态就是在给定的
时限内能够通过控制输入使飞机一直处于安全状态

的集合,因此最大可控不变集很好地定义了考虑驾驶
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员实时输入的飞行安全包线.
考虑到结冰程度存在不确定性与随机性,且难以

被准确量化,将结冰因子看作不确定的对抗输入d1、

d2,分别作用于飞机的升力和阻力系数,有

C ′
L = (1 + d1)CL, C

′
D = (1 + d2)CD. (17)

其中d1、d2的取值总是使得飞机的状态变量以最大

程度离开目标集κ,即总是考虑对飞行安全最不利的
情形,而u的取值总是以最大程度阻止飞机离开目标

集,这便使得结冰飞机最大可控不变集的求解转变
为由式 (1)和 (7)构成的微分博弈问题.根据文献 [25-
27], d1 ∈ [−0.25, 0], d2 ∈ [0, 0.25].

以结冰飞机时限Tv = 3 s (T的下标用于区分不
同类型可达集)的最大可控不变集作为安全包线进
行计算,其哈密顿函数的最优值为

H∗(p, x, u, d) =
p1
m

T ∗ − p1
pS

2m
V 2CD2(1 + d∗2)a

∗2+

pS

2m
V (p2CLa(1 + d∗1) cosφ−

p1V CDa
(1 + d1)a

∗). (18)

其中p1、p2分别为水平集函数关于V 和γ的偏导数.
且有

T ∗ =


Tmin, p1 > 0;

Tmin or Tmax, p1 = 0;

Tmax, p1 < 0.

(19)

a∗ =



amin, (p1 > 0, p̂ > ā) or (p1 < 0, p̂ < ā) or

(p1 = 0, p2 > 0);

amin or amax, (p1 > 0, p̂ = ā) or

(p1 = 0, p2 = 0);

amax, (p1 > 0, p̂ < ā) or (p1 < 0, p̂ < ā) or

(p1 = 0, p2 < 0);

p̂, p1 < 0, amin ⩽ p̂ ⩽ amax.

(20)

d∗1 =


d1 max, p1 < 0;

d1 max or d1 min, p1 = 0;

d1 min, p1 > 0.

(21)

d∗2 =


d2 max, p1 > 0;

d2 max or d1 min, p1 = 0;

d2 min, p1 < 0.

(22)

其中

p̂ =
p2CLa cosφ− p1V CDa

2p1V CDa2

,

ā =
amax + amin

2
.

未结冰情形的最大可控不变集计算可参考文献 [12]
转化为最优控制问题,本文不再赘述.
在水平集工具箱 [20]中取100× 100× 100的空间

网格点,任一空间网格点的H∗值可由式 (20)∼ (24)
计算,空间导数采用二阶迎风差分格式,时间层采用
二阶runge-kutta算法单步反向推进.计算可得结冰情
形的最大可控不变集如图2所示.
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图 2 结冰与未结冰情形的最大可控不变集对比

由图2可见,结冰情形与未结冰情形的最大可控
不变集的大部分区域都重叠在一起,只有小部分区域
有可见的差别.取φ = 0时最大可控不变集的切面图

如图3所示,可见,当飞机正常平飞,滚转角为零时,结
冰情形与非结冰情形的最大可控不变集几乎完全相

同.
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图 3 当φ = 0时图2的切面图

只有在滚转角φ较大时,结冰情形的最大可控不
变集才会出现一定程度的收缩,当φ= 60◦

时最大可

控不变集的切面如图4所示.可见,当滚转角较大时,
结冰的影响使得飞机失速的风险增加.
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图 4 当φ= 60◦
时图2的切面图

最大可控不变集是一种较为保守的安全包线,描
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述了飞机飞行的“绝对安全状态”的集合,因此结冰
与否对最大可控不变集的影响并不显著.与之形成
对比的是反向可达集.反向可达集描述了在给定时
限Tb内通过控制指令使得飞行状态能够回到目标集

的初始状态的集合,代表了将驾驶员控制输入考虑在
内的最大安全包线,飞行状态一旦超出反向可达集,
则极有可能造成飞行安全事故.
按照与式 (20)∼ (24)类似的方法,计算时限Tb =

3时结冰与未结冰情形的反向可达集包线.如图5和
图6所示,不确定性结冰因子的影响使得反向可达集
在航迹角为负值的区域出现了明显的收缩,这意味着
结冰使得飞机在下俯状态的改出能力明显降低,失控
风险增大,故应尽量避免使结冰飞机进入下俯状态.
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图 5 结冰与未结冰情形的反向可达集对比
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图 6 在φ = 0时图5的切面图

3 结冰飞机安全边界保护

本节将对结冰飞机的安全包线保护策略展开讨

论,在此之前假定结冰飞机的安全包线可以准确及时
地获取.
由于方程中ϕ与其他变量不存在耦合关系,在包

线的实时计算中可以将ϕ作为输入.后文将以ϕ = 0◦

时对应的反向可达集包线W1为例,对本文所提出的
保护方法进行说明.

将飞机安全包线W1用水平集函数表示,取W1

为水平集函数 l1大于零时对应的x值,有

W1 = {x ∈ Rn, l1(x) > 0}. (23)

3.1 改进的最优控制边界保护方法

文献[28-29]提出了一种切换控制策略,有

u(x, t) =

upilot, x ∈ W ◦
1 ;

u∗, x ∈ ∂W1.
(24)

u∗ = arg sup
u∈U

min
d∈D

∂l1(x)

xT f(x, u, d). (25)

其中:upilot为驾驶员或飞控系统给出的控制指令,u∗

为边界保护策略给出的最优控制, f对应飞机的状态
方程.
当飞行状态位于安全包线内时,控制指令由驾驶

员或飞控系统给出,而当飞行状态到达安全集边界
时,切换为最优控制u∗以保证飞行状态不超出安全

包线边界.
假定飞机初始状态V = 60m/s, γ = 11.46◦,

upilot = [Tcommand, acommand]
T ≡ [30 000, 11.46◦]T,

按上述方法进行仿真验证.
由图7、图8可知(为了表明轨线的方向,图7用圆

圈代表轨线起点,三角形代表轨线终点):当 t = 2.1 s
时,飞机飞行状态到达左安全边界.若未采取边界保
护措施,且驾驶员未能及时意识到结冰引起的安全包
线变化,始终保持小推力输入,则其状态响应如图中
红线所示,飞行状态超出安全包线,在 t = 2.1 ∼ 6.0 s
内失速并以大航迹角下俯冲.采取边界保护后的状
态轨线如绿线所示,当状态轨线到达安全边界时,边
界保护系统自动做出推杆操作u∗,使轨线在边界上
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滑动并最终折回到边界内部,在 t = 28.7 s时收敛于
配平点.
该方法也存在明显的不足,由图8和图9可见,其

控制量存在较大的抖振,且飞行状态轨线可能在安全
边界上有较长时间的滑动,收敛至配平状态的时间很
长,这在实际应用中显然都是不可接受的.发生这种
现象的原因是u∗只在边界上起作用,一旦状态轨线
离开边界,最优控制便会失效,而此时由于u∗作用的

时间很短,状态轨线通常又会很快到达边界,所以控
制量u就在最优控制u∗与驾驶员控制upilot之间来回

切换,产生抖振现象.
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图 9 采取边界保护时的输入量变化

针对以上不足,本文定义一种新型的控制量切换
策略,定义W2 ∈ W1,取W2为最大可控不变集,有

W2 = {x ∈ Rn, l2(x) > 0}. (26)

取u∗为使得系统的状态轨线最快进入W2的控制量,
当状态轨线因为最优控制u∗的作用而回到目标集

W1时,并不马上将控制量切换至upilot,而是等待状
态轨线进入W2再切换至upilot.若此后状态轨线在此
离开W2,则也不会立即切换至u∗,而是当轨线到达
x ∈ ∂W1时再切换至u∗.与传统的最优控制边界保
护控制方法相比,该方法通过对最优控制延迟关断,
有效避免了控制量在u∗与upilot之间快速切换,其切
换策略为

u(x, t) =


u∗, (x ∈ ∂W1) or

(x ∈ W1
◦, x /∈ W2, u(t−∆t) = u∗);

upilot, otherwise.

u∗ = arg sup
u∈U

min
d∈D

∂l2(x)

xT f(x, u, d). (27)

选取飞机结冰情形下的初始状态点V = 60m/s,
γ = 11.46◦, upilot = [Tcommand, acommand]

T ≡ [30 000,

11.46◦]T进行仿真验证,结果如图10和图11所示.图
10圆圈与三角含义同图7.
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图 11 采取改进的边界保护时的输入量变化

由图10和图11可见,飞机的控制量在状态轨线
在到达边界后切换为最优控制u∗,并保持至状态轨
线到达内层包线W2的边界后又切换为upilot,有效消
除了控制量的抖振与状态轨线在边界上的滑动,在
t = 7.2 s收敛至配平点.结合图12 可知,与传统的最
优控制边界保护方法相比,改进的最优控制边界保护
方法能够使状态更加平稳迅速地收敛至配平点.
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图 12 两种最优控制保护方法的状态响应对比

同时应当注意到,最优控制的u∗的延迟关断特

性会在一定程度上降低飞机的可操纵性,影响控制
精度.因此在能够有效消除抖振的基础上,内包线W2

的大小应尽量接近W1,其选取可通过数值仿真计算
不断优化.
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3.2 基于可用控制可视化的边界保护方法

前文提出的边界保护方法中,控制量u依据系统

的状态在upilot与u∗之间切换,使得飞行状态不超出
安全包线.当保护动作时,控制量u = u∗,这对于以最
快速度回到安全包线是最有利的,但是u∗通常对应

允许控制的极限,这对飞机的稳定性及使用寿命是不
利的,且当边界保护动作后,驾驶员在一定时间内失
去了控制权限,对边界保护系统的可靠性提出了极高
的要求.
要使得状态轨线不离开包线W1, u = u∗并不是

必要条件,条件可放宽为

u(x, t) =u ∈ U
∣∣∣min
d∈D

∂l1(x)

∂xT f(x, u, d) ⩾ 0, x ∈ ∂W1,

upilot, otherwise.

(28)

只要控制量令哈密顿函数满足

H = min
d∈D

∂l1(x)

∂xT f(x, u, d) ⩾ 0, (29)

状态轨线便会向安全包线内部发展,据此可以提出一
种通过可用控制可视化实现边界保护的方法,该方法
将控制的权限保留给了驾驶员.在系统状态快要到
达包线边界时,计算出能够使系统状态不离开安全包
线边界的可用控制范围,并通过可用控制可视化告知
驾驶员,提示驾驶员做出正确的操作使得飞行状态不
超出安全包线.
以左边界上的状态点xleft = [55, 0]T和右边界上

的状态点xright = [113, 0]T为例进行计算,结果如图
13和图14所示 (图13和图14中的H不表示高度,而
是无量纲的哈密顿函数值).
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图 13 左边界的可用控制可视化
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图 14 右边界的可用控制可视化

由图13可见,当飞行状态位于左边界时飞机面
临失速的危险,可用控制提示驾驶员保持飞行状态不
离开包线需要较大的推力和较小的迎角.由图14可
见,当飞行状态位于右边界时飞机面临超速的危险,
可用控制提示驾驶员需要较小的推力和较大的迎角,
这与人们的直观认识也是相符的.
在实际应用中,应考虑到驾驶员的反应时间因

素,故安全包线应该选取得较最优控制边界保护方法
更保守一些,可将容许恢复时限Tb取为

Tb
′ = Tb − τSf . (30)

其中:Sf为安全系数,Tb为自动保护方法的容许恢复

时长.

4 控制裕度实时计算方法

前文所述的保护策略均是在飞行状态即将超出

安全包线时发生动作的保护方法,显然,只在飞行状
态到达边界情况下才采取保护措施是不够的.下面
将提出一种基于不变集的实时控制裕度的计算方法,
对边界内部飞行状态的控制量加以限制,提前预防飞
行状态超出安全包线.
由式 (4)所述,不变集是指在给定的T时段内,对

于任意控制变量u(·) ∈ U[0,T ]和扰动d(·) ∈ D[0,T ],系
统状态均不会离开目标集κ的初始状态的集合.由此
定义,若在某一控制变量的取值范围U下,不变集包
含了当前工作状态点,则U为当前工作点满足以T为

时限的不变集的控制裕度. U的取值不唯一,定义U∗

为当前状态点满足以T为时限的不变集的最大控制

裕度,U ⊆ U∗.所提出迭代计算方法增加了控制裕
度的扩增过程以更精确地估计U∗,降低估计的保守
性.具体求解流程如图15所示.
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图 15 控制裕度的求解流程
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本文所提出方法以u∗的取值作为依据对控制裕

度进行调整,将文献 [19]中单输入推广至多输入情
形,迭代过程所需的不变集可由式 (14)所示的哈密
顿-雅克比-艾萨克方程求解获得.
在当前状态点x0处,若不变集不包含当前状态,

由式 (11)可知,V2(x0, 0) ⩽ 0,则表明点x0处的哈密

顿函数H∗的值过小,导致x0处的V2函数值下降得过

快.要使不变集包含当前状态x0,必须通过收缩u∗一

侧的控制变量u的取值范围使得H∗值增大,直至不
变集包含当前状态点.
控制裕度迭代计算方法收敛性讨论如下:讨论

分为两步,先讨论对于∀x0 ∈ κ,控制裕度U是否存

在;然后对于控制裕度U存在的情形讨论所提出计算

方法的收敛性.
由不变集定义可知,对于任意控制裕度时限T ,

不变集并不总是存在,但对∀x0 ∈ κ,总是可以通过
减小T使其控制裕度不为空集,证明如下.
由式(11)和(14)可知

∀x0 ∈ κ, V2(x0, T ) = l(x0) > 0. (31)

由 V2(x0, t)对 t的连续性可知,如果 T 充分小,则
V2(x0, T ) = l(x0) > 0,不变集包含了x0点,因此x0

处的控制裕度U ̸= ϕ.
从数学上严格证明本文迭代算法的收敛性十分

困难,但可以对其明显的收敛趋势进行说明.
当控制裕度U存在时,假设最大控制裕度为U∗,

由式(14)可知
∂V2

∂t
(x0, t) =

− min
(
0, inf

u∈U
inf
d∈D

∂V2(x0, t)

∂x0
f(x0, u)

)
⩾ 0,

故V2为关于 t的单调增函数.若V2k
(x0, 0) < 0(以下

标k表示第k次迭代),结合式(31)可知

∃τk ∈ (0, T ), V2k
(x0, τk) = 0,

min
u∈Uk

min
d∈D

∂V2k(x0, τ)

∂x0
f(x0, u) < 0.

因此控制裕度Uk满足时限为T − τk的不变集.取

uk
∗ = arg

u∈Uk

min
(

min
d∈D

∂V2(x0, τ)

∂x0
f(x0, u)

)
∈ ∆Uk,

使uk
∗ /∈ Uk+1, Uk+1 = Uk −∆Uk,则

∀τ ∈ [0, T ],

inf
u∈Uk+1

inf
d∈D

∂V2k+1
(x0, τ)

∂x0
f(x0, u) ⩽

inf
u∈Uk

inf
d∈D

∂V2k(x0, τ)

∂x0
f(x0, u).

显然V2k+1
(x0, τk) > V2k

(x0, τk) = 0.若V2k+1
(x0, 0)

< 0,则∃τk+1 ∈ (0, τk), V2k
(x0, τk) = 0,控制裕度

Uk+1满足时限为T − τk+1的不变集.重复以上步骤,
通过适当的选取序列∆Ui(i = 1, 2, . . . , n),可在有限
的迭代次数n内得到满足时限为T的不变集Un ⊆
U∗.在本文算例中,选取∆Uk = [T ∗−∆T, T ∗+∆T ]×
[a∗ −∆a, a∗ +∆a]

∩
Uk 即可满足要求.

若不变集已经包含当前状态点,则通过放宽与
u∗取值无关的另外一侧u的取值范围增大控制裕度,
保留其中符合条件的控制裕度值,直至到达最大迭代
次数,这样可有效降低估计的保守性.
在飞机结冰情形下选取初始状态x0 = (80, 0),

初始控制裕度U = [100 000, 300 000] × [7.5◦, 10.5◦],

κ = [60, 100]×[−10◦, 10◦].计算过程中采用时限T =

3 s的不变集,取最大迭代次数Nmax = 10,按以上方
法对控制裕度进行迭代计算,不变集的迭代过程如图
16和图17所示.图16为不变集的扩张过程,此过程中
随着迭代次数的增加,控制裕度减小,不变集范围扩
增,直至第4次迭代,不变集包含初始状态x0.图17描
述了控制裕度增加、不变集范围减小的过程,直至达
到最大迭代次数.
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图 16 迭代计算中的控制裕度收缩过程
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图 17 迭代计算中的控制裕度扩张过程

控制裕度随迭代次数的变化如表1所示.依据不
变集定义可知,只要依据实时状态在时间间隔∆t ⩽
T内完成下一轮次的迭代计算,并告知驾驶员当前的
控制裕度,指引驾驶员在控制裕度范围内进行操作,
即可使得飞行状态始终保持在目标集内.按照上述
初始条件,以∆t = 2 s为周期计算控制裕度,仿真结
果如图18和图19所示.图18圆圈与三角含义同图7.
可见,若不按控制裕度进行操纵,则有

upilot = [Tcommand, acommand]
T ≡ [30 000, 11.46◦]T,
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在低推力下进行拉杆操作,如图中红线所示,飞行状
态先后超出目标集包线与反向可达集包线,最终失速
俯冲.若遵守控制裕度进行操纵,如图中棕线所示,飞
行状态将稳定在安全包线内,且始终保持在距离边界
较远的区域,各个状态量的变化较为平稳.
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图 18 系统的状态轨线对比
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图 19 遵循控制裕度和不遵循控制裕度的飞行状态对比

注意到:上述控制裕度依据不变集进行设计,仍
然具有一定的保守性,适合应用在对安全性能要求极
高的场合.

5 结 论

本文将结冰的影响作为对抗性输入,在可达集理
论的框架下对结冰飞机的包线保护与控制指令裕度

展开研究.与现有结果相比,能够将控制输入的动态
特性嵌入到安全包线计算与保护的全过程,且能够较
好地处理结冰程度的不确定性和随机性.
选取RCAM模型作为研究对象,将可达集问题

转换为微分博弈问题考虑,分析了飞机结冰对反向可
达集和最大可控不变集的影响,得出结冰使得飞机最
大操纵边界出现明显收缩、失速风险增大、对下俯状

态的改出能力降低等结论.
本文针对传统最优控制保护策略的控制量抖振

现象,提出了一种保护开通与关断基于不同门槛值的
最优控制切换策略,可以有效消除控制量抖振.针对
采用最优控制切换保护策略的不足,提出了一种保留

驾驶员权限的边界保护策略,对边界上的可用控制展
开研究,实现了可用控制的计算与可视化,指导飞行
员做出正确的驾驶指令.两种边界保护方法各有优
点,可互为备用.
对于状态点位于包线内部的情况,本文就控制裕

度计算方法进行了推广与改进,有效提高了控制裕度
计算的准确性.通过迭代计算得到当前状态下的控
制裕度,指引驾驶员对飞行状态超出包线进行提前预
防.最后,通过仿真算例验证了算法的有效性.

可达集的计算时间随着维数的增加爆炸性增大,
因此本文采用较为简单的二维飞机模型,忽略了飞机
运动方程的一些动态特性.后续的工作可围绕提高
可达集的运算效率,应用更加精确的高维模型求解开
展.
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