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摘 要: 为解决工业过程中机械臂等特殊重复运行系统的输出在有限时间内无需实现全轨迹跟踪,仅需跟踪期望
轨迹上某些特殊关键点的控制问题,针对线性时不变离散系统提出一种基于范数最优的点对点迭代学习控制算
法.通过输入输出时间序列矩阵模型变换构建综合性多目标点性能指标函数,求解二次型最优解得到优化迭代学
习控制律,同时给出模型标称和不确定情形下最大奇异值形式鲁棒控制算法收敛的充分条件,并进一步推广得到
输入约束系统优化控制算法的收敛性结果,最后在三轴龙门机器人模型上验证算法的有效性.
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Point-to-point iterative learning control and optimization for uncertain
systems with constrained input
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Abstract: In order to solve the problem that the output of special repetitive operation systems, like manipulators in
industrial process, only needs to track some special key points on the desired trajectory rather than realize full trajectory
tracking in limited time, a norm-optimal point-to-point iterative learning control algorithm is proposed for a linear
time-invariant discrete system. By transforming the matrix model of the input and output time series, a comprehensive
multi-objective point performance index function is constructed. Thus, the optimal iterative learning control law can be
obtained through the quadratic optimal solution. At the same time, the sufficient conditions for convergence of the robust
control algorithm in the form of largest singular value are given in the case of model nominal and uncertain. Moreover,
the convergence results of the optimal control algorithm for systems with input signal constraints are further generalized.
Finally, the effectiveness of the algorithm is verified on the three-axis gantry robot model.
Keywords: iterative learning control；point-to-point tracking；norm optimal；uncertain system；input constraints

0 引 䀰

迭代学习控制 (ILC)是一种广泛应用于执行重
复任务的高性能控制方法,其直接根据之前批次的
系统输入输出信息不断修正更新当前批次的控制输

入信号,最终在有限时间内实现对期望轨迹的完全跟
踪[1].在传统的 ILC算法设计中,要求控制系统的输
出在整个工作周期内实现全轨迹跟踪.然而,在实际
的工业过程中,系统输出往往不需要跟踪完整的期望
轨迹,只需要在某些特定时间点处跟踪上系统所给定
的期望值.例如机器人的“取”和“放”操作,只需要
专注于拾取点和放置点的输出,其他时间点的输出往

往无需多加考虑,为此点对点 ILC算法应运而生,其
设计过程中的参考轨迹不是在整个批次周期上定义

的,而是仅定义在少数有限的时间点处,控制算法可
以利用这些时间点处的跟踪误差信息更新输入,进而
消除不必要的非关键点跟踪约束,非关键点处的自由
度给 ILC算法设计增加自由度的同时,也增加了系统
整体性能的提升空间[2].
点对点跟踪问题最开始是针对终端点控制目标

开展研究的.文献 [3]提出了一种应用于列车进站的
终端ILC算法,只需要在终点时刻处满足跟踪性能要
求.虽然终端跟踪问题是点对点跟踪问题的一种特
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殊形式,但是由于点对点跟踪问题中特定跟踪点的数
量是任意的,终端跟踪问题并不能直接应用到一般的
点对点跟踪问题.点对点跟踪问题的常用解决思路
是设计一条经过特定跟踪点的任意轨迹,从而把该问
题转化为一般的全轨迹跟踪问题[4].固定参考跟踪轨
迹算法可能是最简单的解决点对点跟踪问题的控制

方法,但这一方法的局限性在于,控制系统的跟踪性
能可能会随着参考轨迹的不同而改变,且需要充分的
先验知识才能确定最优的固定参考轨迹,另外该方法
并没有充分利用非跟踪时间点的自由度设计控制器.

为了克服固定参考轨迹点对点跟踪控制方法的

不足,学者们陆续提出了参考轨迹更新的点对点跟
踪控制方法.文献 [5]提出了一种基于频域的参考轨
迹更新的点对点跟踪算法,该算法把轨迹更新律分
别拆分为实部和虚部两部分进行参考轨迹更新;文
献 [6]提出了一种基于时域的参考轨迹更新方法,通
过当前参考轨迹与输出轨迹的误差建立轨迹更新函

数得到下一次参考轨迹;文献 [7]采用时域插值的参
考轨迹更新算法,并结合二次型优化迭代学习控制
算法验证了算法在有过程干扰情况下的鲁棒性;文
献[8]将更新参考轨迹与综合预测迭代学习控制相结
合,提出了约束输入下的点对点迭代学习方法,并基
于2D模型验证了该算法比基于梯度的点对点跟踪
控制算法具有更快的收敛速度.虽然参考轨迹更新
的点对点跟踪算法充分利用了非跟踪时间点的自由

度对参考轨迹进行更新,比固定参考轨迹算法收敛
速度快,但它本质上还是全轨迹跟踪问题.因此有学
者提出在不引入参考轨迹的情形下,直接通过优化算
法得到最优输入的方法.文献 [9]提出了一种范数最
优 ILC方案,通过最小化目标函数直接获取迭代学习
控制律;文献 [10]提出了一种多点跟踪 ILC优化算法,
在无约束的情况下求解所选取的优化目标函数解,
进而得到迭代学习控制律;文献 [11]将范数最优迭代
学习控制 (NOILC)应用于连续空间模型,分析了不同
权重矩阵参数选择对系统跟踪性能的影响;文献 [12]
提出了一种基于数据驱动的最优点对点迭代学习控

制算法,该算法不依赖于模型信息,对系统先验知识
的要求变低;文献 [13]进一步对上述算法进行改进,
利用当前迭代过程中的时间子区间设计额外输入信

号,再对控制输入进行时间子区间优化,提高了系统
的整体性能.梯度下降算法是优化问题中常用的方
法.文献 [14]基于提升模型设定系统优化目标,采用
梯度下降算法以及牛顿法求解该优化问题,并分析了
受约束情况下的优化算法;文献 [15]采用连续映射算
法求解优化问题,将输入输出以及误差描述成Hilbert

空间中的点,然后将跟踪误差要求和输入输出之间
的关系描述成空间中的集合,在这两个集合中进行连
续映射,从而得到约束条件下点对点跟踪控制的最优
输入.但是,上述点对点迭代学习跟踪控制算法没有
考虑系统建模过程中的不确定性,而且并未完整讨论
输入约束条件下的点对点鲁棒性能目标函数优化问

题.因此本文基于范数最优迭代学习框架,引入输入
约束情形下的多点多目标性能函数,通过求解目标函
数的二次型最优解得到迭代学习控制律,同时在系统
模型存在不确定性的情形下分析鲁棒迭代学习算法

的收敛条件,保证系统稳态跟踪输出误差在有限个期
望时间点处的有界收敛,最后通过三轴龙门机器人模
型验证控制算法的有效性.

1 问题描述

考虑如下一类在有限时间 [0, T ]内运行的线性

离散系统,其状态空间模型如下:xk(t+ 1) = Axk(t) +Buk(t),

yk(t) = Cxk(t).
(1)

其中: t和k分别为采样时间和批次,批次过程在时
间 t ∈ [0, T ]范围内含有N个采样点;xk(t) ∈ Rn、

uk(t) ∈ R和yk(t) ∈ R分别为第k批次 t时刻的系统

状态、输入和输出,xk(0)为系统第k批次运行时的初

始状态值;A、B和C分别为相应维数的系统参数矩

阵,并且满足CB ̸= 0.假设不同批次的初始状态值
相同且为x0,即对∀k, xk(0) = x0.

针对式 (1)形式的线性离散系统,可将其状态空
间表达式转换为时间序列的输入输出矩阵模型

yk = Guk + d. (2)

其中

G =
CB 0 0 · · · 0

CAB CB 0 · · · 0

CA2B CAB CB · · · 0
...

...
...

. . .
...

CAN−1B CAN−2B CAN−3B · · · CB

 ,

d = [CA,CA2,CA3, . . .,CAN ]Tx0,

且输入时间序列uk与输出时间序列yk分别为

uk = [uk(0), uk(1), . . . , uk(N − 1)]T,

yk = [yk(1), yk(2), . . . , yk(N)]T.

在传统迭代学习控制算法设计中,参考轨迹通常
是固定的,轨迹跟踪目标要求系统输出在各个时刻
随着批次过程的不断运行逐渐靠近所设定的期望输

出值,即yk(t) → yd(t).其中: t ∈ {0, 1, . . . , N}, yk(t)



第6期 陶洪峰等: 输入约束不确定系统的点对点迭代学习控制与优化 1437

为第k批次 t时刻的系统实际输出, yd(t)为第k批次

t时刻的系统期望输出.对于点对点跟踪问题,只需
要跟踪一些指定的关键时间点的期望值,即yk(ti) =

yd(ti), i = 1, 2, . . . ,M ,并且有0 ⩽ t1 < t2 < . . . <

tM ⩽ N .假设这M个跟踪点的期望值为

ydM = [yd(t1), yd(t2), . . . , yd(tM )]T, (3)

同时定义矩阵Ψ为M行N列的选择矩阵,从而可得
Ψyk为整个轨迹N个采样时间点所选取的M个跟

踪时间点的实际输出值. Ψ 的具体表达形式[16]为

Ψ =

ψij = 1, j = ti, ti ∈ {t1, t2, . . . , tM};

ψij = 0, j ̸= ti.
(4)

由此可得M 个跟踪点处的跟踪误差表达式为

ekM = ydM − Ψyk, (5)

其中ekM = [ek(t1), ek(t2), . . . , ek(tM )]T.
点对点迭代学习控制的任务为设计各个批次的

输入序列uk,使得系统在有限工作周期T内,有限个
跟踪点处的误差随着批次运行最终收敛到0,即

lim
k→∞

∥ekM∥ = 0.

2 点对点优化迭代学习控制

2.1 优化控制律设计

在实际应用中,跟踪误差e(k+1)M和系统输入

uk+1通常反映系统各个运行批次的收敛性能和能

量消耗,较小的跟踪误差、控制能量及其控制振荡对
控制系统的整体性能及其实际执行器的损耗至关重

要,因此在迭代学习控制优化过程中需考虑同时对误
差和控制量进行优化.定义如下性能指标函数:

min
∆uk+1

{Jk+1≜∥e(k+1)M∥2Q+∥∆uk+1∥2R+∥uk+1∥2S}.

(6)

其中:Q为对称正定权阵,R和S为相应的非负定

对称权阵.定义∆uk+1 = uk+1 − uk及 ∥x∥2Q =

xTQx.将式 (2)、(5)代入性能指标函数 (6),通过求解
其二次型最优解获得优化迭代学习控制律

uk+1 = Luuk +LeekM . (7)

其中

Lu =

[(ΨG)TQ(ΨG) +R+ S]−1[(ΨG)TQ(ΨG) +R],

Le = [(ΨG)TQ(ΨG) +R+ S]−1(ΨG)TQ.

2.2 收敛性分析

引理1 [9] 若线性离散系统 (1)各批次的迭代初
值xk(0)严格一致,在性能指标函数 (6)约束的优化
迭代学习控制律 (7)的作用下满足以下条件: 1) η =

∥Lu − Le(ΨG)∥i2 < 1, ∥ · ∥i2为矩阵的最大奇异值;
2) 权矩阵Q为正定对称矩阵,R,S为非负定对称矩
阵.则当迭代批次k → ∞时,系统在M 个期望跟踪

点处的跟踪输出误差收敛.
证明 根据系统 (1)的输入输出矩阵模型 (2),以

及式(7)可以得到

uk+1 = Luuk +LeekM =

(Lu −Le(ΨG))uk +Le(ydM − Ψd). (8)

为了使系统 (8)渐近稳定,需满足谱半径ρ(Lu −
Le(ΨG)) < 1.更严格地,系统单调收敛条件为η =

∥Lu − Le(ΨG)∥i2 < 1,根据矩阵性质显然有ρ(Lu −
Le(ΨG)) ⩽ ∥Lu − Le(ΨG)∥i2 = η.定义系统稳态
控制输入u∞ ≜ lim

k→∞
uk,并令式 (8)中的k → ∞,可

以得到u∞ = (Lu−Le(ΨG))u∞+Le(ydM−Ψd),其
中Le(ydM − Ψd)为一常值.进一步根据式 (8)和u∞

的表达式可得

u∞ − uk+1 = (Lu −Le(ΨG))(u∞ − uk). (9)

然后对式 (9)两边同时取2-范数并根据范数性质可得
∥u∞ − uk+1∥ ⩽ η∥(u∞ − uk)∥成立.既而若引理1
的条件1)满足,即η < 1,则控制输入在范数意义下单
调收敛.
在此基础上,进一步可得

I −Lu +Le(ΨG) =

[(ΨG)TQ(ΨG) +R+ S]−1[(ΨG)TQ(ΨG) + S],

此处 I ∈ RN×N .若引理 1的条件 2)满足,即Q为

正定对称矩阵,R和S为非负定对称矩阵,则矩阵
I −Lu +Le(ΨG)可逆,然后根据式(2)、(8)可得

lim
k→∞

ekM = ydM − Ψd− lim
k→∞

(ΨG)uk =

ydM − Ψd− (ΨG)u∞ =

ydM − Ψd− (ΨG)(I −Lu+

Le(ΨG))−1Le(ydM − Ψd) =

(I − (ΨG)((ΨG)TQ(ΨG)+

S)−1(ΨG)TQ)(ydM − Ψd). (10)

当各权重矩阵参数确定时,从式 (10)可以得出,稳态
误差范数最终将收敛到常值

P = ∥(I − (ΨG)((ΨG)TQ(ΨG)+

S)−1(ΨG)TQ)(ydM − Ψd)∥. 2
显然该值与性能指标 (6)中的S相关. S越小,在控制
律 (7)作用下系统跟踪点处的输出误差范数越小;特
别地,当S取为零矩阵时,系统跟踪点处的输出误差
范数可以收敛到零.
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3 鲁棒性分析

在实际工艺生产过程中,被控系统在建模时可
能会有偏差.在这一节中,考虑在原有标称被控系统
(2)的传递矩阵G上附加一个在时间域上变化的不

确定因子∆G,进而得到不确定被控系统的传递矩
阵表达式为Gθ = G(I + ∆G),同时定义不确定因
子∆G = W∆.其中:∆是与时间序列矩阵G对应

的未知矩阵,但是满足 ∥∆∥i2 ⩽ 1.为简化运算,令
Z = (ΨG)TQ(ΨG) + R + S,则不确定被控系统
鲁棒收敛的充分条件为

∥Lu −Le((ΨGθ))∥i2 < 1 ⇒

max
∆

∥Z−1[R− (ΨG)TQ(ΨG)∆G]∥i2 < 1. (11)

定理 1 当性能指标函数 (6)和式 (11)中的加
权矩阵R = 0时,在优化迭代学习控制律 (7)的
作用下,不确定被控系统鲁棒收敛的充分条件为
∥((ΨG)TQ(ΨG) + S)−1(ΨG)TQ(ΨG)W ∥i2 < 1.
证明 根据矩阵奇异值不等式可得

∥(Z −R)−1(ΨG)TQ(ΨG)W∆∥i2 ⩽

∥(Z −R)−1(ΨG)TQ(ΨG)W ∥i2∥∆∥i2. (12)

从表达式 (12)可以得到:当加权矩阵R = 0并且

∥((ΨG)TQ(ΨG) + S)−1(ΨG)TQ(ΨG)W ∥i2 < 1

时,根据式 (11)和引理1可知,不确定被控系统鲁棒
收敛. 2

定理2 当性能指标 (6)和式 (11)中的加权矩阵
R = rI并且满足 r ⩾ 0时,定理 1中的充分条件
∥((ΨG)TQ(ΨG)+S)−1(ΨG)TQ(ΨG)W ∥i2 < 1依

然可保证不确定被控系统在优化迭代学习控制律 (7)
作用下鲁棒收敛.
证明 因为 (ΨG)TQ(ΨG) + S为对称正定矩

阵,对其进行奇异值分解得到(ΨG)TQ(ΨG) + S =

UΣUT.其中:U为酉矩阵;Σ是对角元素为σi的满

秩对角矩阵,记Σ = diag{σi}.
为简化运算,令

H ≜ (UΣUT)−1(ΨG)TQ(ΨG)W .

根据定理1可以得到

∥(UΣUT)−1(ΨG)TQ(ΨG)W ∥i2 ≜ α < 1,

从而可以推出∥H∥i2 = α < 1,因此得到下列表达式
成立:

max
∆

∥Z−1[R− (ΨG)TQ(ΨG)∆G]∥i2 =

max
∆

∥(UΣUT + rI)−1[rI +UΣUTH(−∆)]∥i2 ⩽

∥(UΣUT + rI)−1(rI + αUΣUT)∥i2 =

∥U(Σ + rI)−1(rI + αΣ)UT∥i2 =

∥(Σ + rI)−1(rI + αΣ)∥i2 =

max
i

ασi + r

σi + r
< 1, ∀r ∈ R ⩾ 0. (13)

定理2得证. 2
从定理2可知,权阵R = rI的设计不会影响被

控系统的鲁棒收敛性,但同时权阵S仍然需要满足定

理1的条件.

4 输入约束下的点对点迭代学习控制

为确保实际工业过程安全、顺利地运行,需要对
输入信号施加一定的约束.输入信号约束常以不等
式的形式表示.接下来将针对被控系统在输入信号
约束的情况下分析式(7)点对点优化迭代学习控制算
法的一些性质.

4.1 约束形式

输入信号幅值约束可表示为

ulow ⩽ uk+1 ⩽ uhi, (14)

其中ulow、uhi分别为输入信号uk+1的下界和上界.
输入信号在两个相邻采样时间之间变化幅度约

束可表示为

δulow ⩽ δuk+1 ⩽ δuhi. (15)

其中: δulow、δuhi分别为输入变量δuk+1沿时间轴变

化的下界和上界,且δuk+1(t) = uk+1(t)−uk+1(t−1).
两个相邻批次之间输入变化约束可表示为

∆ulow ⩽ ∆uk+1 ⩽ ∆uhi. (16)

其中:∆ulow、∆uhi分别为输入变量∆uk+1沿迭代轴

变化的下界和上界,∆uk+1 = uk+1 − uk.
注意到式 (14)∼ (16)表示的输入约束变量并不

统一,为便于后续分析,将所有上述输入约束方程都
转化为∆uk+1的形式.
输入信号幅值约束(14)可以转化为

ulow − uk ⩽ ∆uk+1 ⩽ uhi − uk. (17)

不妨假设δu(0) = u0,则δuk+1可以表示为

δuk+1 = µuk+1, (18)

其中

µ =



1 0 . . . 0 0

−1 1 . . . 0 0

0 −1
. . . 0 0

...
...

. . . . . .
...

0 0 . . . −1 1


.

另外,两个相邻采样时间之间的输入变化幅度约束
(15)可以转化为

δulow − µuk ⩽ µ∆uk+1 ⩽ δuhi − µuk. (19)
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则式 (14)∼ (16)的约束形式可以由线性不等式统一
表示为

ζu∆uk+1 ⩾ ζk+1. (20)

其中

ζu =


I

−I
µ

−µ

 , ζk+1 =


max(ulow − uk,∆ulow)

−min(uhi − uk,∆uhi)

δulow − µuk

−δuhi + µuk

 ,
此处 I ∈ RN×N .注意到式 (20)描述的输入信号
∆uk+1的约束是一个凸集,这里用Ω表示.由式 (5)
以及第3节中系统不确定模型Gθ可得,模型不确定
系统的误差方程可表示为

e(k+1)M = ekM − ΨGθ∆uk+1. (21)

将式(21)代入性能指标函数(6)可得

Jk+1 =

eT
kMQekM +∆uT

k+1[(ΨGθ)
TQ(ΨGθ)+

R]∆uk+1 − 2eT
kMQ(ΨGθ)∆uk+1 + uT

k+1Suk+1.

(22)

4.2 收敛性证明

定理3 在输入约束条件 (20)限定下,若满足: 1)
存在一个可行的期望输入u∞和对应的期望误差

e∞ = 0,满足条件ulow ⩽ u∞ ⩽ uhi, δulow ⩽
δu∞ ⩽ δuhi,且∆ulow < 0,∆uhi > 0; 2)Q为正

定对称矩阵,R、S为非负定对称矩阵.则系统 (21)
在优化迭代学习控制律 (7)作用下收敛.特别地,当
S取零矩阵时,系统稳态误差将收敛到0,即k → ∞
时,∆uk → 0, ekM → 0.
证明 定义第k+1批次的最优性能指标函数为

J(ekM ,uk) =

min
(e(k+1)M ,∆uk+1,uk+1)∈Ω

[Jk+1
∆
=

eT
kMQekM +∆uT

k+1[(ΨGθ)
TQ(ΨGθ)+

R]∆uk+1 − 2eT
kMQ(ΨGθ)∆uk+1+

uT
k+1Suk+1] ⩾ 0. (23)

其中:Ω为由输入信号约束条件构成的一个凸集,并
且满足线性不等式条件(20).

首先考虑∆uk+1 = 0的情况,此时uk+1 = uk,

e(k+1)M = ekM , (ekM , 0,uk) ∈ Ω.因为性能指标函
数 (23)在点(ekM , 0,uk)处的值总是要大于或等于最

优值,所以可以得到如下关系式:

J(ekM ,uk) ⩽ Jk+1|(ekM ,0,uk) =

J(e(k−1)M ,uk−1)−∆uT
kR∆uk. (24)

依此类推,最终得到

0 ⩽ J(ekM ,uk) +

k∑
i

∆uT
i R∆ui ⩽

J(e0M ,u0) <∞. (25)

由式 (25)可知,当k → ∞时∆uk → 0.因为当k足够

大时,∆uk → 0,且满足条件∆ulow < 0,∆uhi > 0,所
以约束条件∆ulow ⩽ ∆uk+1 ⩽ ∆uhi同样满足.根据
定理3的条件1)可知,当uk+1 = u∞时, e(k+1)M = 0,
则 (0,∆u∞

k ,u
∞)也是一个约束区域内的可行点,其

中∆u∞
k = u∞ − uk.显然, (e(k+1)M ,∆uk+1,uk+1)

也是约束区域内的一个可行点.因为Ω是一凸集,
可以推出Ω内任意两个可行点之间的点都是可行

点[17].
同时, 求解性能指标函数 Jk+1 从 (e(k+1)M ,

∆uk+1,uk+1)到(0,∆u∞
k ,u

∞)的方向导数

∇JT
k+1|(e(k+1)M ,∆uk+1,uk+1)


−e(k+1)M

∆u∞
k −∆uk+1

u∞ − uk+1

 =

(eT
(k+1)MQ,∆uT

k+1R, u
T
k+1S)


−e(k+1)M

∆u∞
k −∆uk+1

u∞ − uk+1

 =

− eT
(k+1)MQe(k+1)M + uT

k+1S(u
∞ − uk+1)+

∆uT
k+1R(∆u∞

k −∆uk+1) ⩾ 0. (26)

由式(26)可以得到

∆uT
k+1R∆u∞

k + uT
k+1Su

∞ ⩾

eT
(k+1)MQe(k+1)M+

uT
k+1Suk+1 +∆uT

k+1R∆uk+1 ⩾ 0. (27)

由于k → ∞时∆uk → 0,式(27)可以化简为

uT
k+1S(u

∞ − uk+1) ⩾ eT
(k+1)MQe(k+1)M ⩾ 0. (28)

由式 (28)以及定理3的条件2)可知,当k → ∞时,系
统稳态输出误差收敛到某一有界值,特别地,当S取

零矩阵时,稳态输出误差到达最小且为0. 2
上述结果表明,在定理 3条件下,输入约束模型

不确定系统 (21)在优化迭代学习控制律 (7)作用下
依然可以收敛.特别地,当系统 (21)为标称系统,即
Gθ = G时,定理3结论同样成立,此处不再赘述.

5 仿真分析

为验证本文算法的有效性,在文献 [18]三轴龙门
机器人模型上进行控制仿真.该模型的 3个轴正交,
可视为3个可以独立控制的系统.限于篇幅,本文仅
给出z轴的控制结果,其传递函数模型为
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Gz(s) =
15.886 9(s+ 850.3)

s(s2 + 707.6s+ 3.377× 105)
. (29)

闭环增益K取 300,假设 z轴系统的重复运行周期

T = 2 s,各运行批次内的采样点个数N = 200.不失
一般性,选取其中的5个点(M = 5)进行点对点跟踪

控制,指定目标点所对应的时刻为 ti ∈ {20, 60, 100,
140, 180},跟踪点处的期望值为

ydM = [0.004 8, 0.002 9,−0.002 9,−0.004 8, 0]T.

系统离散化后如式(1)形式的参数矩阵分别为

A =


0.021 4 0.045 1 0.012 4

−0.051 5 −0.049 7 −0.177 1

0.091 6 0.120 2 0.908 1

 ,

B =


−5.03× 10−5

7.16× 10−4

3.71× 10−4

 ,
C = [0, 0.062 1, 0.824 5],

然后分别选取性能指标函数 (6)中的权重矩阵
S = 0.01I,Q = 1000 000I,R = I ,此时η = ∥Lu

− Le(ΨG)∥i2 = 0.99 < 1.系统初始状态取为xk(0)

= [−0.01; 0.01; 0.005],运行迭代批次k为40时,仿真
结果如图1和图2所示,表明系统经过一定的迭代批
次,系统实际输出轨迹能够在跟踪点处跟踪上给定的
期望值,实现点对点跟踪任务,且性能指标迅速下降
并最终达到稳定状态.这验证了系统若满足定理1的
收敛条件,则由性能指标函数 (6)得到的优化迭代学
习控制律(7)可以使被控的标称系统收敛.
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图 1 系统实际输出与参考点跟踪
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图 2 无输入约束下的系统性能指标比较

进一步考虑系统模型不确定性的影响,引入不
确定模型Gθ = G(I + ∆G).不妨取∆为一个时

间域上变化的下三角随机数矩阵,随机数的范围为
[−0.8, 0.2]并取W = 0.35.首先当 r = 0时,满足
定理 1中的条件 ∥((ΨG)TQ(ΨG) + S)−1(ΨG)T×
Q(ΨG)W ∥i2 = 0.35 < 1,表明系统在优化迭代
学习控制律 (7)作用下鲁棒收敛,且由定理 1得到的
收敛条件在 r = 1时也满足定理2中给出的系统鲁
棒收敛条件.将系统的初始状态同样取为xk(0) =

[−0.01; 0.01; 0.005],标称系统与不确定系统性能指
标的比较曲线如图2所示,表明优化迭代学习控制律
(7)在系统模型存在不确定性时,若满足定理2条件,
则依然可使得不确定系统收敛.同时可知,标称系统
性能指标的收敛速度比不确定系统更快,验证了算法
的合理性和有效性.
最后考虑对标称系统与不确定系统施加输入约

束情况下的系统性能,并且比较标称系统在输入约
束与无输入约束情形下以及标称系统与不确定系统

同时施加输入约束情形下的系统性能指标.系统的
输入约束为−1.8 ⩽ u(t) ⩽ 1.8.此时系统的控制
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图 3 输入约束系统的实际输出与参考点跟踪
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图 4 标称系统的性能指标比较
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图 5 输入约束下的系统性能指标比较
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器结构和各仿真参数与上文一致,同时满足定理3条
件.具体仿真结果如图3∼图5所示,表明系统的输入
信号在加以一定的约束条件后依然能够完成点对点

跟踪任务,只是系统的性能指标曲线收敛速度比无约
束时候慢一些,但最终还是收敛的,这也进一步验证
了算法的合理性和有效性.

6 结 论

本文以典型的线性离散系统为研究对象,提出了
基于范数最优的点到点迭代学习控制律并讨论了其

收敛性;同时考虑了系统模型存在不确定性下的鲁
棒性及系统输入受到约束情况下的系统性能.最后
将算法应用到三轴龙门机器人的z轴控制系统上验

证了算法的有效性和合理性.沿时间和迭代方向都
存在随机不确定性的系统,以及输出约束和系统存在
外部扰动情形下的点对点迭代学习控制方法将是后

续的研究重点.
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