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基于稀疏化神经网络的浮选泡沫图像特征选择
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摘 要: 针对泡沫特征复杂繁多不利于建模控制的问题,提出一种基于稀疏化神经网络的泡沫图像特征选择方
法.相较于大部分稀疏模型以线性回归模型作为损失函数的情况,选择以更为贴近实际工业过程非线性特点的神
经网络模型作为损失函数,并加入L2,1范数约束以起到特征选择的效果;此方法根据泡沫特征建立解决矿物品位
回归问题的特征选择方法,并采用近点梯度法计算最优解,通过对第1层权值的综合排序得到特征选择子集;最后,
利用支持向量机测试输入样本不同特征组合效果,对比各特征子集得到浮选过程最优特征组合.工业数据仿真结
果表明,所提出方法可以有效地实现泡沫图像维数约简.
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Abstract: Aiming at the problem that the froth characteristics are complicated and not conducive to the modeling control,
this paper proposes a bubble image feature selection method based on sparse neural networks. Compared with most
sparse learning methods, the linear regression model is used as the loss function. The neural network model closer to the
nonlinear actual industrial process is used as the loss function, and the L2,1-norm constraint condition is added to achieve
the effect of feature selection. This method establishes a feature selection method based on the characteristics of the foam
to solve the regression problem with the mineral level, and the optimal solution is calculated by the near-point gradient
method. The comprehensive ranking of the first layer weights obtains the corresponding feature selection results. Finally,
the support vector machine is used to detect the different feature combinations of the input samples, and the optimal
feature combination of the flotation process is obtained. The industrial data simulation results show that the proposed
method can effectively realize the dimensional reduction of the bubble image.
Keywords: froth flotation；sparse learning；neural network；feature selection；dimensional reduction

0 引 言

泡沫浮选是利用矿物颗粒表面物理化学性质差

异,实现不同矿物有效分离的选矿方法.具体表现为
在矿浆中加入浮选药剂,通过叶轮搅拌并切割空气产
生大量气泡,最后回收含矿泡沫以收集目标矿物.由
于含矿泡沫包含丰富的泡沫品位信息,浮选工作人员

根据泡沫表面特征判断浮选工况.近年来随着图像
处理技术和计算机技术的不断发展,机器视觉技术已
大量地应用于矿物泡沫浮选过程.
通过矿物浮选泡沫特征的提取及分析,大致可将

泡沫图像特征分为静态特征、动态特征和统计特征

等.静态特征是泡沫浮选工况最显现的特征,包括泡
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沫颜色[1]和泡沫尺寸[2]等;动态特征反映了泡沫的整
体变化趋势,包括泡沫流速[3]、稳定性[4]和承载率[5]

等;统计特征主要指泡沫纹理[6],反映了泡沫表面附
着的矿物颗粒细腻程度,与矿物品位直接相关.研究
人员将这些泡沫特征应用于矿物浮选的软测量[7]、入

矿原料分类[8]、故障诊断[9]、液位控制[10]和药剂量控

制[11]等.
由以上相关文献可知,泡沫图像特征提取方法繁

多,同一特征可由多种机器特征描述,而特征之间存
在非线性联系,在软测量、故障诊断等模型中易导致
信息冗余,在浮选控制中应用太多的泡沫特征不利于
实现浮选的有效控制[12],因此迫切需要维数约简,以
降低泡沫特征的复杂度,识别关键泡沫特征.以往研
究侧重根据实践经验判断关键特征,而本文试图在
人工智能理论上,通过机器学习工业大数据解决该问
题.
维数约简可以分为特征提取和特征选择两类方

法.比较直观的特征选择方法是通过对已有数据进
行相关性分析,决定特征组合.文献 [13]提出一种基
于模糊特征关系的关键特征提取方法,但该方法的主
要特征选择依赖于主观选择,对复杂问题难以保证正
确性;文献 [14]利用互信息定义特征的条件相关度和
冗余度,提出了一种可以解决非线性问题的无监督特
征选择方法,但该方法无法适用于连续特征数据.部
分学者将智能算法融入特征选择过程,以提高得到
最优解的可能.文献 [15]利用4种Filter方法对特征
进行综合评分生成GA初始种群,然后用GA算法进
行全局搜索得到最优特征组合,但由于该方法依赖于
GA算法的全局搜索能力,存在过早收敛的缺点.
稀疏模型是一种嵌入式的特征选择方法,利用范

数的稀疏特性对线性回归模型进行约束,而起到维
度约简的目的,且根据约束函数的不同,实现不同的
功能.文献 [16]提出的组 lasso可以使预设组特征的
回归系数更加相近,保留了与重要特征相关的特征;
文献 [17]提出的融合 lasso,对相邻变量的回归系数
之差加入惩罚,使相邻回归系数更为相近;文献 [18]
将线性模型推广为基于核函数的非线性模型得到核

lasso;文献 [19]提出基于图模型的图 lasso;文献 [20]
利用贝叶斯公式的思想,以回归模型为最大后验估
计,正则项为先验分布,损失函数项对应似然函数来
求解回归系数;文献 [21]提出了一种利用平滑函数
替代 lasso正则化,将改进后的稀疏函数与前馈神经
网络结合的算法,以得到最大程度的稀疏网络;文献
[22]提出了RFS (robust feature selection)模型,通过同

时对损失函数和正则项施加L2,1范数约束,使稀疏模
型对异常值具有更好的鲁棒性.
特征提取方法通过一定的空间变换得到特征

投影,消除特征相关性.较为常用的方法有主成分分
析法 (PCA)[23]和线性判别分析法 (LDA)[24],以及针对
它们的相关改进方法.文献 [25]将互信息与PCA方
法相结合,以互信息来判断特征相关性,但依然不能
克服PCA不利于处理非高斯分布数据的缺点;文献
[26]针对PCA获得的主成分空间难以解释的问题,将
lasso与PCA相结合,提出了一种自适应稀疏PCA方
法.因此,研究维数约简以简化数据结果挖掘数据隐
含信息,对浮选泡沫关键特征的获取意义重大.
虽然在人工智能领域特征选择方法众多,但是现

有的特征选择方法主要针对分类标签进行图像识别

和故障诊断,例如主成分分析、随机森林算法、互信
息法、决策树算法,并没有解决工业过程中的连续特
征问题.因此,本文提出一种将稀疏模型和神经网络
相结合的泡沫图像特征选择方法.不同于以往稀疏
模型主要用来解决线性分类方法[27],本文方法建立
基于非线性回归的特征选择模型,以期通过维数约简
获取关键性泡沫特征.其基本思路是利用神经网络
模型善于求解非线性问题的特点,选择一个合适的神
经网络模型,结合稀疏模型思想,使输入层到隐含层
的权值更稀疏,并通过权值比重约简泡沫特征.

1 相关工作

1.1 lasso模型

1996年Tibshirani将岭回归估计的L2范数替换

为L1范数,得到具有稀疏解的LASSO (least absolute
shrinkage and selection operator)[28].假定数据样本
表示为{(xn, yn)}Nn=1,其中xn = (x1,n, . . . , xi,n, . . . ,

xp,n)为p维特征向量, yn为相应的目标输出,这时的
目标输出yn可由特征向量线性组合估计得到,即

ϕ(xn) = β0 +

p∑
i=1

xi,nβi. (1)

其中:β = (β1, . . . , βp)为权值向量,β0为偏置项.
lasso可以理解为在满足L1范数约束条件下求

线性回归问题的最优解 (β0, β),其中 y = (y1, . . . ,

yN )表示p维响应向量,X为一个N × p矩阵.

min
β0,β

{ 1

2N
∥y − β0I −Xβ∥22

}
;

s.t. ∥β∥1 < t. (2)

即保证回归误差尽可能小的前提下,使权值矩阵尽量
稀疏.通过拉格朗日乘子算法将有约束问题去无约束
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化,可以构造如下拉格朗日函数:

min
β

{ 1

2N
∥y −Xβ∥22 + λ∥β∥1

}
. (3)

稀疏化模型是一种在稀疏约束条件下求解回归

系数的特征选择方法,具有数据要求低、计算简单的
特点,可以根据实际问题灵活变化稀疏约束条件.

1.2 BP神经网络

BP神经网络[29]是一种运用反向传播算法训练

多层神经网络的前馈神经网络,也是目前应用最为广
泛的神经网络之一.

BP神经网络的目标函数为

minF (x) = min ∥e∥22. (4)

其中:误差e = y − ŷ, y表示目标输出, ŷ表示神经网
络输出. BP神经网络的基本结构如图1所示.

!"# $%# !&#
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^
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图 1 BP神经网络结构

前向传播过程描述为

ŷn =

J∑
j=1

ujf
( I∑

i=1

vi,jxi,n + b1

)
+ b2. (5)

其中: i为输入层神经元个数, j为隐含层神经元个
数,n为样本个数, f为隐含层激活函数, vi,j为输入层
神经元权值矩阵,uj为隐含层神经元权值矩阵, bm为
各神经元阈值,m为神经网络层数.通过前向传播过
程计算得到误差.
误差反向传播过程描述为

vi,j(k + 1) = vi,j(k)− η
∂F

∂vi,j
, (6)

uj(k + 1) = uj(k)− η
∂F

∂uj
, (7)

bm(k + 1) = bm(k)− η
∂F

∂bm
, (8)

其中η为学习速度.通过反向传播过程更新各层权值
系数和偏置值,经过前向传播和反向传播的反复迭
代,最后得到收敛后的最小二乘解.

2 稀疏化神经网络特征选择方法

2.1 稀疏化神经网络设计

虽然已有的稀疏模型众多,但往往采用线性回
归得到的平方误差作为损失函数,以此方法处理泡
沫图像特征选择问题并不符合工业数据非线性的特

点.本文针对浮选过程泡沫图像特征之间互为相关
且非线性的特点,运用 lasso模型思想,将BP神经网络
善于解决非线性问题的优点与L2,1范数具有稀疏性

的特点相结合来解决泡沫浮选过程的图像特征选择

问题.
L2,1范数表示特征矩阵每列的L2范数之和,有

∥β∥2,1 =

p∑
j=1

∥βj∥2. (9)

为了较直观地体现与L2,1范数的功能,可以假设
β = (β1, β2)

T,即将特征分为两个特征组,其中第1组
特征为β1 = (β11, β12)

T,第2组特征为β2,由此可以
得到在三维 (特征)空间中的L2,1范数等值线,如图2
所示.

β
2

β
11

β
12

1

1

1

-1

-1

-1

图 2 L2,1范数等值线

在三维空间中,L1范数等值线构成四棱锥,表现
为具有较好的稀疏性,而L2范数等值线构成球体,可
以使特征值更平滑,L2,1范数兼顾L2范数和L1范数

的优点,使其在具有稀疏性的同时令同组特征值更相
近.
本文利用单隐层BP神经网络代替 lasso模型作

为新的损失函数,以L2,1范数作为约束条件,构成目
标函数如下:

min
u,V ,bm

{∥y − f2(uf1(V X + b1) + b2)∥22 + λ∥V ∥2,1}.

(10)

其中:y为目标输出; f1为第 1层激活函数; f2为第 2
层激活函数;分别用V、u表示第1层权值矩阵和第
2层权值向量,W = [V u], ∥V ∥2,1表示第1层 (输入
层)权值的L2,1范数表达;λ表示稀疏系数,其为正实
数.
在L2,1范数约束下,同一输入层神经元连接到隐
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含层的权值会尽量相近,同时第1层的权值矩阵会尽
量稀疏,即简化输入层与隐含层之间的连接结构,起
到特征选择的作用.

2.2 目标函数求解

梯度下降法是求解最优化问题的常用方法.对
于可微凸函数的寻优问题而言,全局最优解w∗的充

要条件是梯度∇g(w∗) = 0,梯度迭代公式为

w(k + 1) = w(k)− α∇g(w(k)). (11)

为了能更直观地分析梯度下降法的寻优策略,将
迭代过程写为线性化与欧氏距离相加并最小化求解

的形式[30],化简表示为

w(k + 1) =

arg min
w

{ 1

2α
∥w − (w(k)− α∇g(w(k)))∥22

}
, (12)

其中已省略与变量无关项.
由于式 (10)目标函数中存在不可微点,本文采用

近点梯度法求解该目标函数.将目标函数分为可微
函数E和不可微函数h两部分,即

g = E + λh,

E = ∥y − f2(uf1(V X + b1) + b2)∥22,

h = ∥V ∥2,1. (13)

其中:E为损失函数,h为惩罚函数.先求解损失函数
E的下降梯度,此时固定惩罚函数h,得到目标函数g

的局部近似解

W (k + 1) =

arg min
w

{
∥V (k)∥2,1+

1

2α
∥W − (W (k)− α∇g(W (k)))∥22

}
. (14)

再固定损失函数E(将梯度投影视为常量),对惩罚函
数h进行求导,得到下一梯度的迭代结果.
根据以上的求解思路,令泡沫图像样本为{(xn,

yn)}Nn=1,xn表示泡沫图像特征集, yn表示矿物品
位.选择 logsig函数作为隐含层激活函数,有

f1(x) =
1

1 + e−x
; (15)

purelin函数作为输出层激活函数,有

f2(x) = x. (16)

将设定参数代入式(10)可以得其目标函数为

min
V ,u,bm

{∥y − uf1(V X + b1)− b2∥22 + λ∥V ∥2,1}.

(17)

先固定惩罚函数 h,以损失函数E来近似目标

函数g.用最速梯度下降法求解BP神经网络,其思路

为:先根据前向传播式(5)计算各神经元输出,即

o1 = V X + b1, o2 = uf1(o1) + b2. (18)

然后根据误差反向计算各层偏导数

∂E

∂vi,j
=

∂E

∂o1
× ∂o1

∂vi,j
, (19)

∂E

∂uj
=

∂E

∂o2
× ∂o2

∂uj
, (20)

∂E

∂bm
=

∂E

∂om
× ∂om

∂bm
. (21)

令sm表示敏感性,有

sm =
∂E

∂om
. (22)

引入导数矩阵

F̂m(om) =


ḟm(om,1) 0 . . . 0

0 ḟm(om,2) . . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . . ḟm(om,i)

 ,

∂o2

∂o1
= uF̂1(o1). (23)

由此可以得到

s2 =
∂E

∂o2
= −2F̂2(o2)(y − ŷ) = −2(y − o2), (24)

s1 =
(∂o2

∂o1

)T ∂E

∂o2
= F̂1(o1)(v)

Ts2. (25)

最后更新权值和偏置值为

V (k + 1) = V (k)− ηs1(X)T, (26)

u(k + 1) = u(k)− ηs2(f1(o1))
T, (27)

bm(k + 1) = bm(k)− ηsm. (28)

可以使h(w)得到一个尽可能小且接近不可微点

的近似解

Z = V (k)− ηs1(X)
T
. (29)

由于每一步梯度下降迭代近似等价于目标函数,而第
2层权值矩阵u与约束函数h无关,这样在加入约束
条件时对第2层权值u更新并无影响,可以将稀疏化
神经网络的权值寻优问题转化为一个更简单的近似

问题,得到的投影算子

V (k+1) = argmin
V

∥V −Z∥22 + λ∥V ∥2,1, (30)

即每一步梯度下降的同时考虑L2,1范数最小化.
对式(29)进行求导,可以得到

V (k+1) =
(
1− ηλ

∥Z∥2

)
+Z, (31)

迭代公式的具体形式为

Z ← V (k)− ηs1(X)
T
, (32)
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V (k+1)←
(
1− ηλ

∥Z∥2

)
+Z. (33)

2.3 算法步骤

根据以上的目标函数设计及算法求解分析,设计
算法程序逻辑,将整个过程分为:数据预处理,特征选
择和结果验证3个过程.
预处理是通过归一化处理样本数据,以避免不同

量纲对结果的影响.
列向量中心化

1

N

N∑
n=1

xi,n = 0; (34)

方差单位化

1

N

N∑
n=1

x2
i,n

= 1. (35)

特征选择过程是根据 2.2节的步骤求解目标函
数,得到输入层权值,以权值的绝对值为排序依据,得
到针对泡沫图像的特征排序.流程描述见算法1.

算法1 特征选择.
输入: 训练集S,稀疏系数λ,步长η,最大跌代数

T和停止条件ε.
过程:
1)随机产生初始值V ,u, bm;
2) k = 0;
3) while k < T do
4)根据式(15)和(17)计算目标函数g;
5) if g > ε then
6)根据式(19)和(25)计算下降梯度;
7)以式(26)迭代更新第2层权值;
8)以式(27)和(33)迭代更新第1层权值V (k+1);
9) k = k + 1;
10) else
11) break
12) end if
13) end while
14)计算第1层权值V 的行绝对值之和;
15)根据第14步的结果将对应特征排序.
输出:特征重要性排序.
结果验证是根据特征选择后的结果, 利用

SVR[31]模型进行检验,比较得出固定特征排序下的
最优组合结果,结果验证步骤如算法2所示.

算法2 结果验证.
输入:数据集D,特征重要性排序.
过程:
1 p = 0;
2) while p < 14 do

3) p = p+ 1;
4) 根据重要程度提取样本的前p个特征,组成新

子集 [Dp];
5) 将新子集 [Dp]输入到SVR模型,得到测试结

果;
6) end while
7)比较不同维度组合的误差.
输出:最优特征组合.

2.4 收敛性分析

本节主要对SBP算法进行收敛性分析,根据文献
[32]中定理1,从单调性和有界性的角度分析,当目标
函数满足如下假设时, SBP算法一定可以达到收敛.

假设1 激活函数f1和f2在定义域内可微,在
任意有界闭区间内f1, f2, f1′和f2′是连续的.
假设2 存在有界区域Ω ⊂ Rn使{W } ⊂ Ω.
定理1 设q(x)是在有界闭区间Ω ⊂ Rn上定义

的函数,且q′(x)连续,则令常数C > 0,有

q(x) ⩽ q(x0) + q′(x0)(x− x0) +
C

2
(x− x0)

2,

∀x0, x ∈ Ω. (36)

如果以式 (10)定义目标函数,以目标函数g为李

雅普诺夫函数,以式 (19)∼ (33)更新权值W ,则在满
足假设条件下,由定理1可知以下条件成立:

E(W (k + 1)) ⩽

E(W (k)) + 2(o2(k)− y)∆o2(k) +
C1

2
(∆o2(k))

2,

(37)

h(V (k + 1)) ⩽

h(V (k)) + h′(V (k))∆V (k) +
C2

2
(∆V (k))2, (38)

∆o2(k) = o2(k + 1)− o2(k), (39)

∆V (k) = V (k + 1)− V (k). (40)

其中:常数C1 > 0, C2 > 0.
由式(37)和(38)可以推得

g(W (k + 1)) ⩽

g(W (k)) + ∆V (k)s1(V (k))+

∆u(k)s2(u(k)) + ξ(k) =

g(W (k))− 1

η
∥∆W (k)∥2 + ξ(k), (41)

f1(k) = f1(V (k)X), (42)

∆u(k) = u(k + 1)− u(k). (43)

通过推导 (完整过程详见附录A)可以将式 (41)
简化为



1632 控 制 与 决 策 第36卷

g(W (k + 1)) ⩽ g(W (k))−
(1
η
− C7

)
∥∆W (k)∥2,

(44)

其中C7为一常数.在满足η ⩽ 1/C7且C7 > 0条件

下, g(W (k + 1)) ⩽ g(W (k))成立.因此李雅普诺夫
函数具有单调性.由式 (44)可以进一步递推得出,在
满足η ⩽ 1/C7条件下,有以下递推公式:

E(W (k + 1)) ⩽

E(W (k)) + 2(o2(k)− y)∆o2(k) +
C1

2
(∆o2(k))

2,

(45)

g(W (k + 1)) ⩽ g(W (k))−
(1
η
−C7

)
∥∆W (k)∥2 ⩽

g(W (k−1))−
(1
η
−C7

)
∥∆W (k)+∆W (k−1)∥2 ⩽

. . . ⩽ g(W (0))−
(1
η
− C7

) k∑
l=0

∥∆W(l)∥2, (46)

(1
η
− C7

) k∑
l=0

∥∆W (l)∥2 < g(W (0)), (47)

k∑
l=0

∥∆W (l)∥2 ⩽ η

1− ηC7
g(W (0)) <∞, (48)

lim
k→∞

∥g(W (k))∥ = 0. (49)

由此可以得出结论,当目标函数设定参数满足假设1
和假设2,设置的步长η ⩽ 1/C7时,该算法可以到达
收敛状态.

3 仿真实验及分析

3.1 实验数据

为了能够更加直观地体现本文所提出算法的稳

定性和特征选择结果的准确性,选用某浮选厂铜矿浮
选过程的粗选首槽泡沫图像真实数据进行仿真实验.

通过图像分割和颜色提取等方法对泡沫图像进

行处理,可以得到RGB值、泡沫平均尺寸、泡沫峰值
和负载率等14个不同的矿物品位相关特征,详见表
1.对数据进行预处理,去掉离群值,数据归一化,得到
245组铜浮选样本,根据矿物品位的数据分布特点,选

取出195组作为训练样本, 49组作为测试样本.为了
使求解算法快速有效,将隐含层数设为 1层,神经元
个数为8,学习速率µ = 0.000 3,设置收敛判断条件
为“若目标函数变化量连续20代不超过0.01,则视为
目标函数收敛”,最大迭代次数为4 000.

表 1 泡沫图像特征

人工特征 机器特征

泡沫尺寸 平均尺寸、峰值、标准差、偏度

泡沫颜色 R、G、B、色调、红色分类、黄色分类
动态特征 速度、稳定度、承载率

统计特征 灰度

3.2 稀疏系数敏感性分析

由于稀疏系数直接决定着稀疏项在目标函数中

的比重,不同的稀疏系数适合不同的工业问题.改变
稀疏系数,测试不同参数对于特征选择结果的影响.

将各特征对应的输入层最终权重的绝对值之和

作为重要性评价,改变稀疏系数,得到不同稀疏系数
下的特征重要性指标,如表2所示.可以看到,随着稀
疏系数的逐渐增大,各特征指标会逐步降低,逐渐出
现稀疏解,直到全部为零 (稀疏系数足够大时).且此
过程中,特征重要性与出现稀疏解顺序相符,结果符
合主观分析,说明算法过程的合理性,具有可解释性.
通过仿真测试结果,选取λ ∈ [0 240],代表目标

函数由无稀疏到全稀疏过程.将特征按重要性排序,
取排序后的前p个特征作为输入特征,得到1维到14
维的不同特征组合,取目标函数从无稀疏解到全稀疏
解的值作为变量,以均方误差

MSE =
1

N

N∑
n=1

(yn − ŷn)
2
,

平均相对误差

ARE =
1

N

N∑
n=1

|yn − ŷn|
yn

,

平方相关系数

R2 = 1−
N∑

n=1

(yn − ŷn)
2

(yn − ȳn)
2

表 2 不同稀疏系数下各特征重要度

λ B值 平均值 峰值 稳定度 Rper Yper 灰度 R值 G值 负载率 色调 偏差 速度 标准差

10 5.854 4.752 1.081 1.219 6.309 13.213 0.545 2.199 0.005 13.188 4.652 6.005 4.237 4.457

50 0.337 0.514 0.179 0.107 0.346 3.617 0.079 0.136 0.054 0.118 0.443 0.022 0.344 0.010

90 0.151 0.321 0.125 0.062 0.171 2.205 0.141 0.152 0.133 0.126 0.507 0.006 0.001 0

130 0.141 0.220 0.088 0.047 0.167 1.476 0.147 0.156 0.139 0.116 0.532 0.001 0 0

160 0.119 0.191 0.041 0.017 0.124 0.862 0.114 0.121 0.106 0.065 0.429 0 0 0

165 0.125 0.251 0.069 0.005 0.003 1.918 0 0 0 0 0 0 0 0

185 0.148 0.191 0.026 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

230 0.105 0.162 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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图 4 不同参数下的特征选择结果

作为评价标准,得出不同维度特征子集输入下,稀疏
系数对算法性能的影响,结果如图3所示.其中图3(a)
和图3(b)为MSE、ARE的结果,代表误差,其数值越低
表示算法效果越好,图3(c)为R2的结果,代表预测合
理性,其数值越高预测结果越合理,图中两条虚线之
间为最合适的变量取值范围.由图3可以看出:随着
稀疏系数λ的变化,整体误差呈先下降后上升趋势,
当λ很小时,模型泛化性能较低,信息存在冗余,可能
出现过拟合现象,到达合适数值区域后,信息冗余降
低,泛化性能提高;当λ过大时,模型丧失拟合能力,导
致误差过大.由此得出,对于铜浮选首槽泡沫图像特
征选择问题的最合适稀疏系数区间为λ ∈ [70 150].
3.3 收敛性分析

通过实际数据仿真检验算法的收敛性,取不同稀
疏系数值,观察目标函数收敛情况,其余参数与上文
相同,由此得到的目标函数收敛结果如图4所示.不
同稀疏系数值代表稀疏约束的强弱的各个阶段,其中
λ = 0表示无稀疏约束状态,此时目标函数等价于神
经网络,无特征选择功能.随着稀疏系数λ的增大,收
敛速度加快,初始目标函数值增大.可以看出,在各种
情况下目标函数都可以达到收敛,表明目标函数可以
稳定收敛.

3.4 算法比较

通过稀疏化神经网络对训练数据进行学习,得
出特征重要性排序,依次选出特征组成新数据集.为
了全面地测试稀疏化神经网络 (SBP)的各项性能,
本文选择序列前向选择 (SFS)[33]、 主成分分析法

(PCA)[23]、稀疏化PCA(SPCA)[26]、稀疏化人工神经

网络 (SANN)[21]和RFS[22]作为对比算法,依照相同的
步骤得到新数据集.为了保证对比情况的真实性,采
用同一参数的LibSVM[34]作为特征选择结果的测试

模型.用新数据集训练SVR模型,以均方误差、平均
相对误差和决定系数作为评价标准,分别得到的对比
结果如图5所示.对比图5中不同评价指标下的算法
结果,从横向上观察, RFS、SANN、SFS和SBP这些
特征选择方法存在低维特征子集测试结果优于高维

子集的现象,即选择后结果优于全输入 (不选择)的结
果,说明主观选择的泡沫图像特征中确实存在着数据
冗余的现象,需要通过特征选择来提高精度.而传统
PCA和 SPCA这类降维方法,并没有提高预测精度,
不能有效提取出主要信息,也无法解释新生特征的物
理意义,并不适用于此类问题;从纵向比较,相较于其
他算法,本文的SBP算法在MSE和ARE中得到的最
小误差更低,模型精度更高,泛化效果好.随着特征维



1634 控 制 与 决 策 第36卷

0 4 8 12
5

6

7

8

9

M
S

E

dimension

(a)   MSE!"#

0 4 8 12
1.6

1.8

1.9

2.1

A
R

E

dimension

(b) ARE!"#

0 4 8 12
0

0.1

0.3

0.4

0.5

R
2

dimension

(c) R
2
!"#

0.2

PCA
SBP
SFS
RFS
SANN
SPCA

PCA
SBP
SFS
RFS
SANN
SPCA

PCA
SBP
SFS
RFS
SANN
SPCA

图 5 SVR模型测试结果对比

度的变化, SANN、SFS和SBP误差变化呈现一个平稳
下降的趋势,相较于其他方法更为效果稳定.在低维
时, SBP和SFS可以更有效地找到最优组合,明显优
于PCA、SACA和RFS.但从仿真运行过程时间上看,
PCA、SPCA和SFS更加快速, SANN、RFS和SBP精度
更高但算法更复杂.

同时,将245个真实工业数据样本按照等距区间
内样本数量比例,随机选择20 %、40 %、6 0%和80 %
的样本作为训练集,其余作为测试集,得到训练比例
对算法的影响,如表3所示.

表 3 不同训练比例均方误差

模型 20 % 40 % 60 % 80 %

PCA 7.16 6.89 6.54 5.56

SBP 6.88 6.05 5.66 5.12

SFS 6.54 6.04 5.66 5.27

RFS 7.14 6.96 6.56 5.24

SANN 6.93 6.65 6.22 5.36

SPCA 7.36 7.03 6.53 5.43

3.5 实验结论

综合以上的实验图表和仿真结论,同时考虑到降
低工业过程模型复杂度的目的,对于铜浮选粗选首槽
的泡沫图像最佳特征组合是: B值 (RGB)、红色分量、
黄色分量、稳定度、泡沫平均尺寸和泡沫峰值,且稀疏
化神经网络模型能有效地降低复杂度和预测误差,达
到了预期目标.这6个特征分别对应了泡沫的颜色、
破碎率和尺寸等关键人工特征,可以代表大部分的泡
沫图像信息,符合真实的人工识别经验.对于得出的
特征中没有泡沫纹理特征问题,分析认为:实验对象
选择的是粗选首槽泡沫图像,此时的泡沫纹理影响相
对较小,不是有效特征.单纯采用灰度值描述泡沫纹
理不能有效体现纹理的全部特征信息,可能误导实验
结果.因此,该实验结论真实有效,稀疏化神经网络模
型能实现浮选泡沫图像的维数简约.

4 结 论

针对泡沫图像特征数量繁多,泡沫特征与矿物品
位之间呈非线性关系,且特征间存在复杂相关性的问
题,本文提出了一种基于稀疏化神经网络的特征选择
方法.该算法是通过BP神经网络模型对特征变量进
行回归估计,并对第1层网络加入范数约束,在保留
原数据非线性特点的情况下以尽量少的特征拟合出

矿物品位.该方法通过神经网络能有效处理非线性
问题的优势,更好地保留了数据特性,能够更加有效
地处理工业实际过程的特征选择问题,有利于图像处
理和机器视觉在工业实践中的应用.
附录A

李雅普诺夫函数单调性分析详细推导过程 (所
有符号与上文相同).将式(37)进一步拆分可以得到

∆o2(k) =

u(k + 1)f1(k + 1)− u(k)f1(k) =

∆u(k)f1(k) + u(k)(f1(k + 1)− f1(k))+

∆u(k)(f1(k + 1)− f1(k)), (A1)

u(k)(f1(k + 1)− f1(k)) =

u(k)f ′
1(k)∆V (k)X + u(k)(∆V (k)X)2×

w 1

0
(1− t)f ′′

1 (V (k) + tV (k))Xdt. (A2)

在式(41)中

g(W (k)) = E(W (k)) + h(W (k)), (A3)

∆u(k)s2(u(k)) = 2(o2(k)− y)∆u(k)f1(k), (A4)

∆V (k)s1(V (k)) =

2(o2(k)− y)u(k)f ′(k)∆V (k)X, (A5)

ξm(k) = δ1 + δ2 + δ3 + δ4. (A6)

由式(50)∼ (55)可得

δ1 = (o2(k)− y)∆u(k)(f1(k + 1)− f1(k)) ⩽

C3∥∆W (k)∥2, (A7)
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δ2 = (o2(k)− y)∆u(k)(∆V X)2 ⩽ C4∥∆W (k)∥2,
(A8)

δ3 =
1

2
C1(−u(k)f1(k))2 ⩽ C5∥∆W (k)∥, (A9)

δ4 =
λ

2
C2∥∆V (k)∥2 ⩽ C6∥∆W (k)∥2. (A10)

因此

ξm = δ1 + δ2 + δ3 + δ4 ⩽

(C3 + C4 + C5 + C6)∥∆W (k)∥2 ⩽

C7∥∆W (k)∥2. (A11)

由式(57)∼ (61)可以将式(53)简化为

g(W (k + 1)) ⩽ g(W (k))−
(1
η
− C7

)
∥∆W (k)∥2.

(A12)

由此可以看出,当η ⩽ 1/C7时, g(W (k + 1)) ⩽
g(W (k))成立,因此李雅普诺夫函数具有单调性.
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