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Fal函数的改进及3种新型非线性扩张状态观测器
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(成都信息工程大学控制工程学院，成都 610225)

摘 要: 首先分析现有 fal函数和传统非线性扩张状态观测器中存在的6类问题,提出一种固定时间收敛的 fal函

数,其收敛速度快于传统 fal函数,且收敛时间上界与初始误差无关;然后,分别设计基于新型 fal函数的非线性扩

张状态观测器、指数收敛非线性扩张状态观测器和全新结构的固定时间收敛非线性扩张状态观测器;最后,通过

仿真验证这3种新型的非线性扩张状态观测器的估计总误差相对于传统非线性扩张状态观测器分别减少15.4 %、

16.9 %和93.8 %,对应的被控状态总误差分别减少13.6 %、30.4 %和78.3 %.
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Advanced fal function and three novel nonlinear extended state observers
PU Ming, LIU Peng†, XIONG Ai

(Control Engineering College，Chengdu University of Information Technology，Chengdu 610225，China)

Abstract: Six disadvantages of fal functions and traditional nonlinear extended state observers are summarized firstly.
To solve these problems, a fal function with fixed time convergence is proposed, which has better convergence ability
compared to traditional fal functions, and the upper bound of convergence time is independent of the initial error. Then
the nonlinear extended state observer based on the proposed fal function, the exponential convergent extended state
observer and the fixed time convergent extended state observer are designed. Finally, the simulation results show that the
estimation errors of the three novel nonlinear extended state observers are respectively reduced by 15.4 %, 16.9 % and
93.8 %, compared to the traditional nonlinear extended state observer, and the steady-state errors of the controlled states
are reduced by 13.6 %, 30.4 % and 78.3 % respectively.
Keywords: fal function；nonlinear；extended state observer；MIMO；fixed-time convergent；exponential convergent

0 引 䀰

自抗扰控制 (active disturbance rejection control,
ADRC)是一种鲁棒性强、运算量相对较小、被广泛
使用的现代控制方法,其核心思想是采用扩张状态观
测器 (extended state observer, ESO)估计外干扰、不确
定或建模误差等所有未知项,并根据估计值设计控制
项以进行补偿和抑制[1-2].因为控制器中超过所需量
的抵消项起到的作用与扰动一样,仅方向相反,所以
ADRC方法的重要意义是基于ESO,数量级地降低控
制器的保守性.正是由于这一优点, ADRC已被用于
Boost变换器[3]、感应电机[4]等,更具标志性的是德州
仪器和飞思卡尔在其芯片中采用ADRC取代了传统

的PID控制[2].
ESO只需采用一阶状态信息,计算量小,所以不

仅适用于ADRC,而且还用于水下机器人的3D轨迹
跟踪[2],估计永磁同步电机的未知转速,进一步降低
滑模的抖振问题[5],与Backstepping控制结合用于具
有大扰动的电液系统控制[6],与新型积分滑模控制结
合用于水下机器人的扰动抑制[7],与高阶滑模结合用
于三相功率变换器[8],与全局收敛递归神经网络结合
优化路径跟踪控制[9].因此, ESO的性能直接影响着
这些控制器的最终性能.研究和改进ESO具有重要
意义.
早期的 ESO采用一阶跟踪误差的线性项作为
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主导收敛项,因此成为线性扩张状态观测器 (linear
extended state observer, LESO)[10].文献 [11]将LESO
进一步推广到一类一阶MIMO系统,并用频域方法
分析了其收敛性;文献 [12]详细推导并证明了高阶
LESO的稳定性以及带宽阶次对于性能的影响.但频
域分析方法一般局限于LESO.文献 [13]延续了文献
[14]的构造方法和证明思路,但采用了 fal函数构造
非线性的扩张状态观测器 (nonlinear extended state
observer, NESO).文献 [15]证明了一类非线性系统的
NESO的开环稳定性;文献 [2]进一步将文献 [15]的结
论推广到一类MIMO非线性系统,并证明了其闭环
稳定性;文献 [16]分析了LESO和NESO的跟踪效果,
通过仿真发现LESO在高频段跟踪效果优于NESO,
但只给出了经验结论,未做理论证明;文献 [17]选择
带宽的次幂作为增益,从而保证不同子系统间的收敛
速度匹配.以上的NESO均采用相同结构的 fal函数
作为非线性项,即靠近原点采用大增益线性项,远离
原点采用终端吸引子函数.近期虽有文献采用光滑
的类Sigmoid函数设计NESO,但仍然依循“小误差放
大、大误差减小”的设计理念[1,18].在最新的一些文
献中, fal函数也从ADJC和NESO逐步扩展应用于其
他控制方法,如滑模的趋近律设计[19].因此,以 fal函
数为代表的非线性函数是NESO、ADJC研究的核心
和出发点.

本文首先详细分析和总结了传统 fal函数和
NESO存在的6类问题,然后设计了改进的 fal函数和
3种新型NESO.

1 问题陈述及预备知识

传统的fal函数具有以下形式:

fal(s, β, δ) =

|s|βsgn(s), |s| > δ;
s

δ1−β
, |s| ⩽ δ.

(1)

其中: s为 fal函数变量, δ为任意小正数,β ∈ (0,

1)[1-18,20].
注 1 将 |s|βsgn(s)习惯性地写为 sβ以简化公

式.
针对fal函数的缺陷,首先给出如下引理.
引理1 对于任意给定的常数δ ∈ (0, 1)和β ∈

(0, 1),有下式成立:

s

δ1−β
< sβ, |s| ∈ (0, δ);

s

δ1−β
<

sβ

δ1−β
, |s| ∈ (0, 1);

sβ

δ1−β
<

s

δ1−β
, |s| ∈ (1,+∞);

sβ <
s

δ1−β
, |s| ∈ (δ,+∞).

(2)

证明 由于上述论域的对称性,为避免赘述,下
文均只证明正半轴区间内结论.设比较函数为g(s)

= sβ −s/δ1−β = s(1/s1−β −1/δ1−β),则g(s) > 0在s

∈ (0, δ)范围内对任意δ ∈ (0, 1)和β ∈ (0, 1)均成立.
同理可证引理1中后3个不等式成立. 2

式 (2)中第1个和第2个不等式说明 fal函数第2
项线性项在原点附近区间慢于第1项非线性项,同时
也说明非线性项在这一区间可以更好地实现“小误

差放大”.第3个和第4个不等式均说明,在远离原点
区间,线性项收敛速度快于非线性项.引理1整体表
明从收敛性能看,传统的 fal函数收敛性能存在提升
空间,这也会间接促进NESO的性能的改善.这是本
文的出发点.
再进一步考虑基于 fal函数的传统NESO的缺

点.首先假设在如下MIMO非线性系统中:

ẋ = f(x, t) + g(x) + h(x)u, (3)

x ∈ Rm, g(x) : Rm → Rm,h(x) : Rm×m → Rm

均是已知非线性项;f(x, t) : Rm ×R → Rm是包含

外扰动和未建模误差等在内的综合未知非线性项,其
导数未知但存在上界,即∃ε > 0使得sup{∥l(x, t)∥ =

∥ḟ(x, t)∥,∀x, t} ⩽ ε;u ∈ Rm为控制器.
将上面系统的状态扩张为x1 = x,x2 = f(x, t),

则采用fal函数的NESO的一般结构为
e1 = z1 − x1, e2 = z2 − x2,

ż1 = z2 + g(x) + h(x)u− λ1fal(e1, β, δ1),

ż2 = −λ2fal(e1, β, δ2).

(4)

其中: z1 ∈ Rm, z2 ∈ Rm是NESO的内部状态,
分别跟踪x和f(x, t); ei = [ei,j ]

T
j (i = 1, 2, j = 1,

2, . . . ,m)为对应的跟踪误差;λ1 > 0, λ2 > 0为

NESO的增益; fal(e1, β, δ1) = [fal(e1,i, β, δ1)]Ti , i =

1, 2, . . . ,m.将系统 (3)代入 (4)的NESO方程,可以得
到误差系统为

ė1 = ż1 − ẋ1 =

z2 + g(x) + h(x)u− λ1fal(e1, β, δ1)−

f(x, t)− g(x)− h(x)u =

e2 − λ1fal(e1, β, δ1), (5)

ė2 = ż2 − ẋ2 = −λ2fal(e1, β, δ2)− l(x, t). (6)

观察式 (5)和 (6),并结合当前NESO和 fal函数的
相关文献,可总结出以下6类问题.
问题1 从收敛的角度看,终端吸引子|s|βsgn(s)
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是有限时间收敛的,特别适用于靠近原点阶段 (|s| <
1)的控制,对误差有放大作用,而不适于远离原点
阶段的控制,收敛会慢于经典的线性控制.线性项
是指数收敛的,适用于远离原点阶段 (|s| > 1)的控
制[21].但在 fal函数中,对终端吸引子项和线性项的使
用是反过来的,这就造成了无论初始误差s(0)有多

小, fal函数整体看是非有限时间收敛的.此外,线性
项也是可以改进的以提升收敛能力.
问题2 由于e2不可得, ż1和 ż2的设计中均采

用e1的 fal函数作为收敛项,造成证明过程复杂繁
琐[14].
问题 3 式 (6)表明,当 e1,ie2,i < 0 (i = 1, 2,

. . . ,m)或e1 = 0时, e2,i并不收敛.再由式 (5)可知
e2,i又会使得e1,i增大.所以e1和e2的收敛过程中,耦
合程度严重,将反复振荡多次.以上问题的原因在于
ż2 = −λ2fal(e1, β, δ2)中只采用e1构造收敛项,而对
同样可测信息g(x)、h(x)、u则利用不足.
问题4 线性项取较小的 δ,目的是保证大增益

1/δ1−β ,从而满足“小误差放大”.但大增益往往会造
成控制器脆弱性,即使在软件仿真中也会产生严重问
题[22].所以用大增益放大误差,不如采用较小增益的
非线性结构来放大.

问题5 参数设计重点放在δ选择上,就作者所
见NESO相关文献,未见有对β参数选择的讨论.这
既闲置了一种提高NESO性能的手段,又忽视了指数
β在s ∈ (−1, 1)阶段对a|s|βsgn(s)性能的决定作用.
问题6 如果是真实的物理控制器,则考虑“大

误差减小”是应当的,既可避免超过最大物理允许输
出量,也能避免过快的收敛速度对物理装置带来的
过度快速反应.但 fal函数或者NESO是用于软件计
算估计未知量的,一般可以承受很大的收敛速度,其
估计结果才用于真实的物理控制器设计.且观测器
收敛越快,精度越高,越有利于提高控制器的性能.因
此一般情况下,没有必要人为地限制观测器的收敛速
度.当前控制理论中应用的各种快速微分器[23]和快

速干扰观测器[24]可以作为佐证.
本文工作的设计目标包括以下几点:
目标1 相同参数前提下,除初始点和原点外的

全状态空间内每一点处,改进的 fal函数应具有全局
更快的收敛速度,且避免参数脆弱性.

目标2 跟踪误差是有限时间收敛的,同时也是
固定时间收敛的.
目标3 原点处收敛速度应为0,从而保证原点

处不会发生过冲现象,造成抖振.
目标4 分段点处 fal函数的两个子函数应至少

保证连续.

2 改进的3种NESO
首先提出如下改进的固定时间收敛定理,作为后

续工作的基础.
定理1 改进的非线性函数记作式 (7)的形式,则

ṡ = −C(s, β)有: 1)对于任意给定初始值s(0)和给定

点ρ ∈ (0, s(0)), s总是在式 (8)所示的有限时间t内从

初始值收敛到原点,在式 (9)所示的有限时间 tρ内收

敛到ρ,且式(8)和(9)均存在一个只与设计参数a、b、β

相关的固定时间上界 tsup如式 (10)所示; 2)若参数满
足aδ1−β + b > 1,则在s ∈ (0, s(0))区间每一点上,均
有 ṡ = −C(s, β)收敛快于 ṡ = −fal(s, β, δ); 3)对于给
定参数a ≈ b, δ,则β 越小, ṡ = −C(s, β)的收敛速度

越大.有

C(s, β) = (as1−β + b)2sβ,

a > 0, b > 0, β ∈ (0, 1); (7)

t =
1

1− β

( 1

ab
− 1

a(as(0)
1−β

+ b)

)
; (8)

tρ =
1

a(1− β)

( 1

aρ1−β + b
− 1

as(0)
1−β

+ b

)
; (9)

tsup =
1

ab(1− β)
. (10)

证明 1)将式 (7)代入 ṡ = −C(s, β),并设β =

q/p, 0 < q < p,W = s(p−q)/p,则有
s = W

p
p−q , s−

q
p = W− q

p−q ,

s−
q
p ṡ = W− q

p−q
p

p− q
W

q
p−q Ẇ =

p

p− q
Ẇ ,

(11)

所以 ṡ = −C(s, β)可以化为

dW
(aW + b)

2 = −p− q

p
dt.

解上式常系数微分方程可得

W (t) =
1

a2
p− q

p
t+

a

aW (0) + b

− b

a
. (12)

结合式 (11)并分别令s(t) = 0和s(t) = ρ可以得到相

对应的收敛时间解析式(8)和(9).因式(8)是初值s(0)

的单调增函数,故

lim
s(0)→+∞

t = tsup =
1

ab(1− β)
.

由于a(aρ1−β + b) > ab,进一步可以证明 tρ < t <

tsup.
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2)设比较函数为

Θ(s) = C(s, β)− fal(s, β, δ) ∆
=

Θ1(s) = (as1−β + b)
2
sβ − sβ, |s| > δ;

Θ2(s) = (as1−β + b)
2
sβ − s

δ1−β
, |s| ⩽ δ.

整理后分别有

Θ1(s) = ((as1−β + b)
2 − 1)sβ =

(as1−β + b+ 1)(as1−β + b− 1)sβ, (13)

Θ2(s) =
1

δ1−β
(δ1−β(as1−β + b)

2
sβ − s) ⩾

1

δ1−β
(s1−β(as1−β + b)

2
sβ − s) =

s

δ1−β
(as1−β + b+ 1)(as1−β + b− 1). (14)

设计参数若满足aδ1−β + b > 1,则有Θ1(s) > 0和

Θ2(s) > 0.
3) 当 |s| ≫ 1时,因a2s2−β ≫ b2sβ ,所以β越

小, |C(s, β)| ≈ a2s2−β + 2abs越大.同理,当 |s| ≪
1时,因 a2s2−β ≪ b2sβ ,所以 β越小, |C(s, β)| ≈
b2sβ+2abs越大. 2

注2 由于a > 0、b > 0是自由选择参数,定理
1中条件3)非常容易满足.例如取b > 1,则对于任意
a > 0, δ > 0, β ∈ (0, 1)均满足该不等式.
在上述准备工作的基础上,分别由以下定理

2∼定理4提出3种不同的新型NESO.定理2给出的
第1种NESO在式 (4)的经典NESO基础上采用定理1
提出的C(s, β)函数代替原有的 fal(s, β, δ)函数作为
收敛项.

定理2 对系统(3)设计下式所示的新型NESO:

e1 = z1 − x1, e2 = z2 − x2;

ż1 = z2 + g(x1) + h(x1)u− λ1C(e1, β),

ż2 = −λ2C(e1, β);

C(e1, β) = a
2e2−2β

1 + b2eβ1 + 2abe1;

a = diag(ai), ai > 0;

b = diag(bi), bi > 0, β ∈ (0, 1).

(15)

则有: 1)对于任意给定的参数 β ∈ (0, 1)且满足

aiδ
1−β
j + bi > 1 (i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2),其收敛

速度将快于式 (4)所示的传统NESO; 2)若0 < β1 <

β2 < 1, λ1 > 0, λ2 > 0,而其他参数相同,则采用
C(e1, β1)的NESO快于采用C(e1, β2)的NESO.
证明 1)Ci(e1,i, β)与 fali(e1,i, β, δ) (i = 1, 2,

. . . ,m)收敛方向相同,因为

sgn[Ci(e1,i, β)] = sgn[(ae1−β
1,i + b)

2
eβ1,i] =

sgn(eβ1,i) = sgn(e1,i);

sgn[fali(e1,i, β, δ)] =
sgn[|e1,i|βsign(e1,i)], |e1,i| > δ

sgn
( e1,i
δ1−β

)
, |e1,i| ⩽ δ

= sgn(e1,i).

即有 sgn[Ci(e1,i, β)] = sgn[fali(e1,i, β, δ)],所以在
NESO中采用C(e1, β)代替 fal(e1, β, δ)并不会改变
NESO的稳定性和收敛性.另外,由定理1的结论可知
C(e1, β)加快了NESO的收敛.同样可得结论2). 2
定理 2通过改进 fal函数来提高传统NESO的

性能,但并未改变NESO整体的结构,因此, ż2 =

−λ2C(e1, β)的收敛性仍然局限于基于e1构造收敛

函数.该方法较为间接,存在如第 1节所分析的缺
陷.收敛时间也会随着初始误差的增加而逐渐增加.
为此,在定理2的基础上,下面定理3中提出一种结合
C(s, β)函数和新型非线性结构的NESO.
定理3 对系统(3)设计如下新型NESO:

e1 = z1 − x1, e2 = z2 − x2;

ż1 = z2 + g(x1) + h(x1)u− λ1C(e1, β),

z2 = ψ(x1) + p(x1);

ψ̇(x1) =

−Lψ(x1)−L[p(x1) + g(x1) + h(x1)u];

∂p(x1)

∂x1
= L;

C(e1, β) = a
2e2−2β

1 + b2eβ1 + 2abe1;

a = diag(ai), ai > 0;

b = diag(bi), bi > 0, β ∈ (0, 1).

(16)

则有: 1)对于任意给定的β ∈ (0, 1)和正定常数阵

L, NESO状态z2可以任意小误差估计出x2,若参数
满足aiδ

1−β
i + bi > 1,则其收敛速度将快于式 (4)

所示的传统NESO; 2)若0 < β1 < β2 < 1,则采用
C(e1, β1)的NESO快于采用C(e1, β2)的NESO.
证明 1)考虑系统 (3)和NESO(16),有估计误差

如下:

ė1 = ż1 − ẋ1 =

z2 + g(x1) + h(x1)u− λ1C(e1, β)−

x2 − g(x1)− h(x1)u =
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e2 − λ1C(e1, β), (17)

ė2 = ż2 − ẋ2 =

−Lψ(x1)−L[p(x1)+

g(x1) + h(x1)u] +L[f(x1, t)+

g(x1) + h(x1)u]− ẋ2 =

L[−ψ(x1)− p(x1) + f(x1, t)]− ẋ2 =

L[−z2 + f(x1, t)]− ẋ2 =

−Le2 − ẋ2. (18)

稳态时因 |Lie2,i| ⩽ ε,所以有

∥e2∥ ⩽
( m∑

i=1

( ε

Li

)2) 1
2

= ε
( m∑

i=1

1

L2
i

) 1
2

.

对于任意给定未知项导数上界ε,总是存在一组参数
Li(i = 1, 2, . . . ,m)使得估计误差∥e2∥可以任意小.

2)可由定理1的结论2)得到,不再重复. 2
式 (16)的构造不含误差e2,但误差分析式 (18)中

收敛项−Le2直接是误差e2的函数,所以其控制相对
于传统NESO更加直接有效,收敛速度更快.但定理2
的不足之处也在于收敛项−Le2仅仅是线性收敛的,
存在靠近远点收敛速度慢、无限时间收敛等缺点.针
对这些缺点,受高阶滑模微分器非线性结构的启发,
基于定理1进一步设计如下固定时间收敛的NESO.

定理4 设计固定时间NESO如下所示:

e1 = w0(x1)− x1;

ẇ0(x1) = v0(x1) + g(x1) + h(x1)u;

v0(x1) =

−a2
0|e1|2−2q0/p0sgn(e1)−

b20|e1|q0/p0sgn(e1)− 2abe1 +w1(x1);

ẇ1(x1) =

−a2
1|w1(x1)− v0(x1)|2−2q1/p1×

sgn(w1(x1)− v0(x1))− b21|w1(x1)−

v0(x1)|q1/p1sgn(w1(x1)− v0(x1))−

2a1b1|w1(x1)− v0(x1)|sgn(w1(x1)− v0(x1));

ai = diag(ai,j), ai,j > 0;

bi = diag(bi,j), bi,j > 0, i = 0, 1, j = 1, 2, . . . , n;

q0 > 0, p0 > 0, q1 > 0, p1 > 0,

q0/p0 ∈ (0, 1), q1/p1 ∈ (0, 1).

(19)

则对于任意大的初始误差e1(0)、e2(0),总是有e1(t)、
e2(t)固定时间收敛到任意小的误差范围内.
证明 令e2 = w1(x1) − x2,考虑系统 (3)和

NESO(19),可得估计误差系统的动态方程为

ė1 = ẇ0(x1)− ẋ1 =

v0(x1) + g(x1) + h(x1)u− x2−

g(x1)− h(x1)u =

− a2
0|e1|2−2q0/p0sgn(e1)− b20|e1|q0/p0×

sgn(e1)− 2abe1 + e2. (20)

由于

w1(x1)− v0(x1) =

w1(x1)− (ẇ0(x1)− g(x1)− h(x1)u) =

w1(x1)− (ė1 + ẋ1 − g(x1)− h(x1)u) =

w1(x1)− ė1 − x2 − g(x1)− h(x1)u+

g(x1) + h(x1)u =

e2 − ė1, (21)

将式(21)代入(19),有

ė2 = ẇ1(x1)− ẋ2 =

− a2
1|e2 − ė1|2−2q1/p1sgn(e2 − ė1)−

− b21|e2 − ė1|q1/p1sgn(e2 − ė1)−

2a1b1|e2 − ė1|sgn(e2 − ė1)− ẋ2. (22)

根据定理1可知误差e1、e2是固定时间收敛的.
下面证明稳态误差可任意小并给出解析式.当误差
系统达到稳态时,由式(22)有

ė2 = − a2
1|e2|2−2q1/p1sgn(e2)−

b21|e2|q1/p1sgn(e2)−

2a1b1|e2|sgn(e2)− ẋ2, (23)

因此有

(a1,i|e1−q1/p1

2,i |+ b1,i)
2|eq1/p1

2,i | ⩽ ε, i = 1, 2, . . . , n.

(24)

若 a1,i|e1−q1/p1

2,i | > b1,i,则有 4b21,i|e
q1/p1

2,i | ⩽ ε, i =

1, 2, . . . , n,即

|e2,i| ⩽
( ε

4b21,i

) p1
q1
, i = 1, 2, . . . , n;

若a1,i|e1−q1/p1

2,i | ⩽ b1,i,则有4a21,i|e2,i|2−q1/p1 ⩽ ε, i =

1, 2, . . . , n,即

|e2,i| ⩽
( ε

4a21,i

) p1
2p1−q1

, i = 1, 2, . . . , n.

综上有
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|e2,i| ⩽ max
{( ε

4b21,i

) p1
q1
,
( ε

4a21,i

) p1
2p1−q1

}
∆
= ē2,i,

i = 1, 2, . . . , n, (25)

显然, ē2,i与设计参数a1,i、b1,i的平方成反比.所以对
于给定的任意小正数 ē2,i > 0(i = 1, 2, . . . , n),总是
存在一组足够大的参数a1,i、b1,i(i = 1, 2, . . . , n)使得

|e2,i| ⩽ ē2,i(i = 1, 2, . . . , n)成立.进一步有

∥e2∥ =

(eT
2 e2)

1
2 ⩽

( n∑
i=1

ē22,i

) 1
2 ⩽

(
max

{
n
( ε

4b21,i

) 2p1
q1

, n
( ε

4a21,i

) 2p1
2p1−q1

}) 1
2

,

对于有限的n,总是可以选择参数a1i、b1,i (i = 1, 2,

. . . , n)使得∥e2∥任意小. 2
对比定理4中式 (23)和定理3中式 (18)可知,在

相同的 ẋ2前提下,因为式 (23)是固定时间收敛的,所
以相同设计参数下,定理3的NESO不论是收敛速度
还是稳态精度,都会高于定理3的NESO.

3 仿真实例

3.1 仿真 1

考虑MIMO系统为ẋ1

ẋ2

 =

 3 sin t

sin(3t)

+

x2
1

x2
2

+

u1

u2

 .

其中: 3 sin t和sin(3t)分别代表系统受到的较大干扰
和快变干扰, g1(x) = x2

1和g2(x) = x2
2为已知非线性

发散项,h(x)为2维单位阵.为保证系统稳定,令控制
器为 u1

u2

 = −

x2
1

x2
2

− 10

x1

x2

 .

然后设计4种NESO以检验本文改进方案的性能,仿
真步长均取为10−3 s.
方案1 令e1 = z1−x1, e2 = z2−x2,设计式(4)

的传统NESO.参数选择为λ1 = λ2 = 2, δ = 0.1, β =

0.5.初始状态取为x1(0) = 2, x2(0) = 2.下面3种方
案和仿真2的初始误差均与此相同.
方案2 设计定理2提出的基于C(e1, β)函数的

NESO.参数选择为λ1 = λ2 = 1, ai = bi = 2, β =

0.5, i = 1, 2, . . . ,m.上述取值是为了让方案2与方案
1的增益相同,目的是为了客观比较不同方案之间的
结构性差异.下面两种方案也采用相同的增益.
方案3 设计定理3提出的指数收敛NESO.参

数选择为λ1 = 1, ai = bi = 2, β = 0.5, i = 1, 2,

. . . ,m, L =

[
2 0

0 2

]
.

方案4 设计定理4提出的固定时间收敛NESO.
参数选择为ai = bi = 2, i = 1, 2, . . . ,m, q0 = q1 =

1, p0 = p1 = 2.
4种NESO仿真所得的跟踪误差如图1所示.为

综合评估整体误差,兼顾考虑初始响应和稳态响应,
在表1中将跟踪误差的绝对值求和,并求改进的3种
方案的总误差与传统方案1的总误差的比例.结果表
明:由于新的fal函数,方案2和方案3的跟踪精度有明
显提升;得益于固定时间收敛函数的高性能,方案4
的跟踪精度不仅大幅优于传统方案,而且也大幅优于
改进的方案2和方案3.
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t /s
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e
2
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scheme1
scheme2
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scheme4
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t /s
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-4

e
2

1
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scheme2
scheme3

scheme4

图 1 4种NESO跟踪误差曲线

表 1 跟踪误差及总误差比例

方案 |x1|总误差 |x2|总误差 总误差比例 / %

1 14 627 7 914 100

2 12 155 6 914 84.6

3 9 016 7 507 83.1

4 876 847 6.2

3.2 仿真 2

控制器设计为[
u1

u2

]
= −

[
x2
1

x2
2

]
− 10

[
x1

x2

]
−

[
f̂1

f̂2

]
.

其中: f̂1和 f̂2为扰动3 sin t和 sin(3t)的估计值,分别
由仿真1中的4种NESO估计得到,且所有参数和初
始误差均与仿真1相同.被控状态误差如图2所示,状
态绝对误差总量和比例如表2所示.由结论可知,改
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进的3种NESO用于控制器抑制未知干扰项,均可显
著提高被控状态的稳态精度,且优于传统的NESO,
其中,固定时间NESO因其卓越的跟踪性能,对状态
误差的改善效果也特别突出.

scheme1
scheme2
scheme3

scheme4
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t /s

2.0

1.5

1.0

0.5

0

-0.5

x
1

0 2 4 6 8 10

t /s

2.0

1.5

1.0

0.5

0

-0.5

x
2

scheme1
scheme2
scheme3

scheme4

图 2 被控状态误差曲线

表 2 状态误差及总误差比例

方案 |x1|总误差 |x2|总误差 总误差比例 / %

1 1 544 805 100

2 1 307 780 86.4

3 919 762 69.6

4 265 260 21.7

4 结 论

本文首先改进了 fal函数,使其本身具备固定时
间收敛的能力.采用新型 fal函数代替传统 fal函数得
到第1种改进的NESO,使收敛速度和跟踪误差等性
能得到了提升.进而设计了指数收敛的NESO,其跟
踪误差动态方程是指数收敛的,所以在大误差和具
有扰动的情况下具备更快的收敛速度和更强的鲁棒

性.最后,采用指数螺旋式结构设计了固定时间收敛
NESO,其跟踪误差动态方程是固定时间收敛的,使性
能有了飞跃式的提升.
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