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含有分数阶有色关联噪声的分数阶系统的卡尔曼滤波器设计

高 哲1,2†, 黄晓敏1, 陈小姣1

(1. 辽宁大学数学院，沈阳 110036；2. 辽宁大学轻型产业学院，沈阳 110036)

摘 要: 提出基于Tustin生成函数的分数阶卡尔曼滤波器设计方法,以解决含有相互关联的分数阶有色过程噪声
和分数阶有色测量噪声的连续时间线性分数阶系统的状态估计问题.通过Tustin生成函数方法,对连续时间线性
分数阶系统进行离散化,将分数阶系统的微分方程转化为差分方程.利用增广向量法,将分数阶状态方程和分数
阶有色噪声作为新的增广状态向量,从而将分数阶有色噪声转化为高斯白噪声.然后,提出一种基于Tustin生成函
数的分数阶卡尔曼滤波算法,有效地实现对含有相互关联的分数阶有色过程噪声和分数阶有色测量噪声的连续
时间线性分数阶系统的状态估计.与基于Grünwald-Letnikov差分的离散化方法相比,所提出的基于Tustin生成函
数的卡尔曼滤波算法得到的状态估计精度更高,状态估计效果更好.最后,通过仿真结果验证所提出算法的有效
性.
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fractional-order colored noises
GAO Zhe1,2†, HUANG Xiao-min1, CHEN Xiao-jiao1

(1. School of Mathematics，Liaoning University，Shenyang 110036，China；2. College of Light Industry，Liaoning
University，Shenyang 110036，China)

Abstract: The design method of fractional-order Kalman filter based on Tustin generating function is proposed to
solve the problem on the state estimation for continuous-time linear fractional-order systems with correlated fractional-
order colored process noise and fractional-order colored measurement noise. By Tustin generating function method,
the continuous-time linear fractional-order system is discretized, the differential equation of fractional-order system is
transformed into a difference equation. Using the augmented vector method, the fractional-order state equation and the
fractional-order colored noises are constructed as a new augmented state vector, and the fractional-order colored noises
are transformed into white Gaussian noises. Then, a fractional-order Kalman filter algorithm based on Tustin generating
function is presented to achieve effectively the state estimation of the continuous-time linear fractional-order system
involving correlated fractional-order colored process noise and fractional-order colored measurement noise. Compared
with Grünwald-Letnikov difference, the state estimation obtained by Kalman filter algorithm using Tustin generating
function is more accurate and the effect is more satisfactory. Finally, the effectiveness of the proposed algorithms is
validated by the simulation result.
Keywords: linear fractional-order system；fractional-order Kalman filter；state estimation；correlated noise；colored
noise；Tustin generating function
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虽然分数阶微积分理论早在三百多年前就有学

者开始研究,但是相关研究成果仅发表于数学领域.

随着现代物理学的快速发展,很多学者发现分数阶系
统模型为实际物理系统提供了一种揭示系统动态特

性的新手段,特别是一些具有黏弹性和反常扩散性系
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统[1].因此,分数阶系统的建模与控制[2-4]成为控制理

论研究的一个热点问题.
考虑到测量环节中会有过程噪声和测量噪声的

干扰,尽管系统中某些信息可以被直接测量,但在实
际工程中仍需设计状态观测器以获得系统有效的状

态估计,使其精度更高,实验效果更好.此外,实际的
工业控制系统一般都采用计算机实现控制和信息采

集,因此利用含有噪声的输入输出测量信息对系统进
行状态估计是分析系统运行故障与状态安全运行的

前提和保障.对于整数阶系统的状态估计问题,研究
成果非常丰富.例如,粒子滤波器[5]、神经网络法[6]以

及卡尔曼滤波器[7].
由于分数阶微积分运算具有记忆性,与整数阶系

统相比,分数阶系统能更好地揭示实际物理系统的动
态行为.然而,分数阶系统的状态估计需要很多测量
信号的历史信息,无论是状态空间模型还是传递函数
模型都更为复杂.对于分数阶系统的状态估计问题,
卡尔曼滤波器是一种有效的鲁棒状态观测器.文献
[8]提出了基于Tustin生成函数的分数阶卡尔曼滤波
器,解决了含有过程噪声和测量噪声的连续时间线性
或非线性分数阶系统的状态估计问题.对于离散时
间非线性分数阶系统的状态估计问题,文献 [9]提出
了一种基于分数阶插值容积卡尔曼滤波算法.
考虑到实际工程系统中的噪声可能是非高斯白

噪声,文献 [10]提出了分数阶卡尔曼滤波器,有效地
实现了含有分数阶有色过程噪声或者分数阶有色测

量噪声的连续时间线性分数阶系统的状态估计.针
对离散时间分数阶系统,文献 [11-12]分别研究了测
量信号中含有Lévy噪声的线性和非线性卡尔曼滤波
器设计问题.考虑到过程噪声和测量噪声可能是相
互关联的,文献 [13]针对含有关联或不关联高斯白噪
声的连续时间线性分数阶系统的状态估计问题,提出
了基于分数阶平均值法的分数阶卡尔曼滤波器.文
献 [14]在文献 [13]的基础上,提出了基于Grünwald-
Letnikov (G-L)差分的扩展分数阶卡尔曼滤波算法,
有效地实现了含有关联高斯白噪声的非线性分数阶

系统的状态估计.除了相互关联的高斯白噪声,文献
[15]提出了基于G-L差分和Tustin生成函数的分数阶
扩展卡尔曼滤波器,准确估计了含有关联的分数阶有
色过程噪声或有色测量噪声的连续时间非线性分数

阶系统的状态和参数.
本文主要的创新点为: 1)为了减小在分数阶有

色噪声干扰下的连续时间线性分数阶系统状态估计

的误差,采用Tustin生成函数方法,离散化连续时间分

数阶系统; 2)考虑到实际物理系统中的噪声可能是
非高斯白噪声,增广向量法用来处理系统中相互关联
的分数阶有色过程噪声和有色测量噪声; 3)提出基
于Tustin生成函数的分数阶卡尔曼滤波器,提高含有
相互关联的分数阶有色过程噪声和有色测量噪声的

连续时间线性分数阶系统状态估计的精度.

1 问题描述

由于采用Caputo分数阶定义的分数阶系统初始
条件与整数阶系统要求的一致性,本文研究Caputo
定义下的连续时间线性分数阶系统的状态估计问题.

考虑如下含有相互关联的分数阶有色过程噪声

和有色测量噪声的连续时间线性分数阶系统:
C
0 D

α
t x(t) = Ax(t) +Bu(t) +Gw(t), (1)

z(t) = Cx(t) + v(t). (2)

其中: C0 Dα
t 为0到 t时刻的α 阶Caputo分数阶微分算

子,α ∈ (0, 2)为分数阶阶次;A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×p,

G ∈ Rn×m, C ∈ Rq×n;向量x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rp,

z(t) ∈ Rq分别为状态、输入和输出;w(t) ∈ Rm和

v(t) ∈ Rq为关联的分数阶有色过程噪声和有色测量

噪声.
为了方便,在 t = kT点的采样值用x(k)、u(k)、

z(k)、w(k)和v(k)代替x(t)、u(t)、z(t)、w(t)和v(t).
当j > k时,有x(k− j) = 0.于是,基于G-L差分[16]的

α阶微分算子可近似表示为

C
0 D

α
t x(k) ≈ ∆αx(k) =

1

Tα

k∑
j=0

(−1)j

(
α

j

)
x(k − j).

进而,基于G-L差分的分数阶系统的状态方程 (1)可
整理为

x(k) = Aαx(k − 1) +Bαu(k − 1) +Gαw(k − 1)+

k∑
j=2

(−1)j+1Υjx(k − j).

其中

Aα = TαA+ αI,Bα = TαB,Gα = TαG,

Υj =

(
α

j

)
.

为了提高状态估计精度,采用Tustin生成函数方
法[17]离散化分数阶系统的状态方程,则基于Tustin生
成函数的分数阶导数可近似为

C
0 D

α
t x(k) ≈

( 2

T

)α(1− p−1

1 + p−1

)α
x(k),

其中p−jx(k) = x(k − j).分数阶系统的状态方程可
离散化为
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T

)α(1− p−1

1 + p−1

)α
x(k) = Ax(k) +Bu(k) +Gw(k).

(3)

2 主要结果

2.1 分数阶有色噪声的处理

对式 (1)和 (2)所描述的分数阶系统,其分数阶有
色过程噪声和有色测量噪声可以表示为

C
0 D

β
t w(t) = Fw(t) +Hε(t), (4)

C
0 D

γ
t v(t) = Mv(t) +Nξ(t). (5)

其中:β, γ ∈ (0, 2)为分数阶噪声阶次;F ∈ Rm×m、

H ∈ Rm×r、M ∈ Rq×q、N ∈ Rq×t、ε(k) ∈ Rr、

ξ(k) ∈ Rt为相互关联的数学期望为0,协方差矩阵分
别为Q和R的高斯白噪声,且关联噪声的协方差矩阵
为W ̸= 0, 0为适当维度的零矩阵或者零向量.
根据Tustin生成函数,式(4)和(5)可离散化为( 2

T

)β(1− p−1

1 + p−1

)β
w(k) = Fw(k) +Hε(k), (6)( 2

T

)γ(1− p−1

1 + p−1

)γ
v(k) = Mv(k) +Nξ(k). (7)

对式 (3)、(6)和 (7)应用广义二项式定理,分数阶
状态方程、分数阶有色过程噪声和分数阶有色测量

噪声的离散化差分方程分别为( 2

T

)α k∑
j=0

(−1)jγjx(k − j) =

k∑
j=0

γj(Ax(k − j) +Bu(k − j) +Gw(k − j)), (8)

( 2

T

)β k∑
j=0

(−1)j

(
β

j

)
w(k − j) =

k∑
j=0

(
β

j

)
(Fw(k − j) +Hε(k − j)), (9)

( 2

T

)γ k∑
j=0

(−1)j

(
γ

j

)
v(k − j) =

k∑
j=0

(
γ

j

)
(Mv(k − j) +Nξ(k − j)). (10)

选择合适的采样周期 T 使得 (2/T )αI − A、

(2/T )βI − F和(2/T )γI − M可逆,则式 (8)∼ (10)可
整理为

x(k) =

k∑
j=1

Ajx(k − j) +
k∑

j=0

Bju(k − j) +
k∑

j=0

Gjw(k − j),

w(k) =

k∑
j=1

Fjw(k − j) +

k∑
j=0

Hjε(k − j),

v(k) =

k∑
j=1

Mjv(k − j) +

k∑
j=0

Njξ(k − j).

其中

Aj =
(( 2

T

)α
I −A

)−1

γj

[
(−1)j+1

( 2

T

)α
I +A

]
,

Bj =
(( 2

T

)α
I −A

)−1

γjB,

Gj =
(( 2

T

)α
I −A

)−1

γjG,

Fj =
(( 2

T

)β
I − F

)−1
(

β

j

)[
(−1)j+1

( 2

T

)β
I + F

]
,

Hj =
(( 2

T

)β
I − F

)−1
(

β

j

)
H,

Mj=
(( 2

T

)γ
I −M

)−1
(

γ

j

)[
(−1)j+1

( 2

T

)γ
I+M

]
,

Nj =
(( 2

T

)γ
I −M

)−1
(

γ

j

)
N.

为了处理分数阶有色噪声问题,定义增广状态
ς(k) = [xT(k), wT(k), vT(k)]T,增广噪声 ζ(k) =

[εT(k), ξT(k)]T,则增广状态方程可表示为

ς(k) =

k∑
j=1

Ãjς(k − j) +

k∑
j=0

B̃ju(k − j) +

k∑
j=0

H̃jζ(k − j).

其中

Ãj =


Aj G0Fj + Gj 0
0 Fj 0
0 0 Mj

 , B̃j =


Bj

0
0

 ,

H̃j =


G0Hj 0
Hj 0
0 Nj

 .

增广噪声的数学期望和协方差矩阵分别为0和

W =

[
Q W

WT R

]
.因为W 是半正定矩阵,W ⩾ 0等价

于R − WTQ−1W ⩾ 0.输出方程变为z(k) = C̃ς(k),
其中 C̃ = [C, 0, I].

2.2 分数阶卡尔曼滤波器的设计

定义ς(k)的估计值和预测值为

ς̂(k|k) = E[ς(k)|σ(k)],

ς̂(k|k − 1) = E[ς(k)|µ(k)].

其中:σ(k)包括 z(0)、z(1)、. . .、z(k)、u(0)、u(1)、

. . .、u(k)的信息,µ(k)包括z(0)、z(1)、. . .、z(k − 1)、

u(0)、u(1)、. . .、u(k)的信息.那么增广状态的预测方
程 ς̂(k|k − 1)可表示为
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ς̂(k|k − 1) = E
[( k∑

j=1

Ãjς(k − j) +

k∑
j=0

B̃ju(k − j)+

k∑
j=0

H̃jζ(k − j)
)∣∣∣µ(k)].

假设E[ς(k− j)|µ(k)] ∼= E[ς(k− j)|σ(k− j)],有

ς̂(k|k − 1) =

k∑
j=1

Ãj ς̂(k − j|k − j) +

k∑
j=0

B̃ju(k − j).

增广状态的估计方程 ς̂(k|k)为

ς̂(k|k) = ς̂(k|k − 1) +K(k)(z(k)− C̃ ς̂(k|k − 1)).

假设条件 ς̂(k − j|k − j) ≈ ς(k − j)成立,可得

ς̂(k|k)− ς(k) =

(I −K(k)C̃)
( k∑

j=1

Ãj(ς̂(k − j|k − j)− ς(k − j))−

k∑
j=0

H̃jζ(k − j)
)
≈

− (I −K(k)C̃)
k∑

j=0

H̃jζ(k − j).

考虑到矩阵 H̃j的范数是随 j增加而减小的,只
保留前两项可得估计误差 ς̂(k|k)− ς(k)近似为

ς̂(k|k)− ς(k) ≈ −(I −K(k)C̃)
1∑

j=0

H̃jζ(k − j).

(11)

当 i = j 时,有

E
[( k∑

i=1

Ãi(ς̂(k − i|k − i)− ς(k − i))
)
×

( k∑
j=1

(ς̂(k − j|k − j)− ς(k − j))TÃT
j

)]
=

k∑
j=1

ÃjP (k − j|k − j)ÃT
j . (12)

当i ̸= j时,有

E
[( k∑

i=1

Ãi(ς̂(k − i|k − i)− ς(k − i))
)
×

( k∑
j=1

(ς̂(k − j|k − j)− ς(k − j))TÃT
j

)]
≈

k−1∑
j=1

ÃjH̃1WH̃T
0 Ã

T
j+1 +

k−1∑
j=1

Ãj+1H̃0WH̃T
1 Ã

T
j ,

(13)

其中Ãj = Ãj(I −K(k − j)C̃).

此外,有如下等式成立:

E
[( k∑

i=1

Ãi(ς̂(k − i|k − i)− ς(k − i))
)
×

( k∑
j=0

H̃jζ(k − j)
)T]

≈

−
k∑

j=1

ÃjH̃0WH̃T
j −

k−1∑
j=1

ÃjH̃1WH̃T
j+1, (14)

E
[( k∑

i=0

H̃iζ(k − i)
)
×

( k∑
j=1

Ãj(ς̂(k − j|k − j)− ς(k − j))
)T]

≈

−
k∑

j=1

H̃jWH̃T
0 Ã

T
j −

k−1∑
j=1

H̃j+1WH̃T
1 Ã

T
j , (15)

E
[( k∑

i=0

H̃iζ(k − i)
)( k∑

j=0

H̃jζ(k − j)
)T]

=

k∑
j=0

H̃jWH̃T
j . (16)

定理1 考虑由状态方程(1)和输出方程(2)所描
述的连续时间线性分数阶系统,过程噪声和测量噪声
的采样值w(k)和v(k)是分数阶有色且相互关联的,
噪声ε(k)和ξ(k)是由过程噪声w(k)和测量噪声v(k)

生成的高斯白噪声.那么,基于Tustin生成函数的分
数阶卡尔曼滤波器设计如下:

ς̂(k|k − 1)=
k∑

j=1

Ãj ς̂(k − j|k − j) +
k∑

j=0

B̃ju(k − j),

ς̂(k|k) = ς̂(k|k − 1) +K(k)(z(k)− C̃ ς̂(k|k − 1)),

P (k|k − 1) =

k∑
j=1

ÃjP (k − j|k − j)ÃT
j +

k−1∑
j=1

ÃjH̃1WH̃T
0 Ã

T
j+1+

k−1∑
j=1

Ãj+1H̃0WH̃T
1 Ã

T
j +

k∑
j=1

ÃjH̃0WH̃T
j +

k−1∑
j=1

ÃjH̃1WH̃T
j+1 +

k∑
j=1

H̃jWH̃T
0 Ã

T
j +

k−1∑
j=1

H̃j+1WH̃T
1 Ã

T
j +

k∑
j=0

H̃jWH̃T
j ,

K(k) = P (k|k − 1)C̃T(C̃P (k|k − 1)C̃T)−1,

P (k|k) = (I −K(k)C̃)P (k|k − 1)(I −K(k)C̃)T.

证明 估计误差矩阵P (k|k − 1)为

P (k|k − 1) =

E[(ς̂(k|k − 1)− ς(k))(ς̂(k|k − 1)− ς(k))T] =
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E
[( k∑

i=1

Ãi(ς̂(k − i|k − i)− ς(k − i))−

k∑
i=0

H̃iζ(k − i)
)( k∑

j=1

Ãj(ς̂(k − j|k − j)−

ς(k − j))−
k∑

j=0

H̃jζ(k − j)
)T]

. (17)

将式 (12)∼ (16)代入 (17),可得到估计误差矩阵
P (k|k − 1).利用式(11),滤波器的协方差矩阵P (k|k)
为

P (k|k) = E[(ς̂(k|k)− ς(k))(ς̂(k|k)− ς(k))T] =

E[(I −K(k)C̃)(ς̂(k|k − 1)− ς(k))×

((I −K(k)C̃)(ς̂(k|k − 1)− ς(k)))T] =

(I −K(k)C̃)P (k|k − 1)(I −K(k)C̃)T.

由于∂[(ς̂(k|k)−ς(k))T(ς̂(k|k)−ς(k))]/∂K(k) =

0与∂tr(P (k|k))/∂K(k) = 0是等价的[14],有

−C̃P (k|k − 1)(I −K(k)C̃)T = 0.

那么,卡尔曼增益矩阵K(k)为

K(k) = P (k|k − 1)C̃T(C̃P (k|k − 1)C̃T)−1. 2
注1 由于状态估计算法的计算量会随测量数

据的增加而急剧增大,在某种程度上不利于应用
到实际工程中.预测值 ς̂(k|k − 1)和预测误差矩阵

P (k|k − 1)可以用带有截断L的方程代替,当k ⩾ L

时, ς̂(k|k − 1)和P (k|k − 1)可表示为

ς̂(k|k − 1) =

L∑
j=1

Ãj ς̂(k − j|k − j) +

L∑
j=0

B̃ju(k − j),

P (k|k − 1) =

L∑
j=1

ÃjP (k − j|k − j)ÃT
j +

L−1∑
j=1

ÃjH̃1WH̃T
0 Ã

T
j+1+

L−1∑
j=1

Ãj+1H̃0WH̃T
1 Ã

T
j +

L∑
j=1

ÃjH̃0WH̃T
j +

L−1∑
j=1

ÃjH̃1WH̃T
j+1 +

L∑
j=1

H̃jWH̃T
0 Ã

T
j +

L−1∑
j=1

H̃j+1WH̃T
1 Ã

T
j +

L∑
j=0

H̃jWH̃T
j .

注2 如果连续时间线性分数阶系统所含的噪

声是分数阶有色且不相关的,则只需令关联噪声的协
方差矩阵W = 0,进一步表明了相互不关联噪声情况
是关联噪声情况的一种特例.

3 仿真实例

考虑如下含有关联的分数阶有色过程噪声和分

数阶有色测量噪声的连续时间线性分数阶系统:

C
0 D

α
t x(t) = Ax(t) +Bu(t) +Gw(t), (18)

z(t) = Cx(t) + v(t), (19)
C
0 D

β
t w(t) = Fw(t) +Hε(t), (20)

C
0 D

γ
t v(t) = Mv(t) +Nξ(t). (21)

其中

x(t) = [x1(t), x2(t)]
T, x(0) = [−0.2, 0.5]T,

w(0) = 0, α = 0.8, β = 0.6, γ = 0.7,

A =

[
−85 11

9 −45

]
, B = [1, 1]T, G = [1, 1]T,

C = [1, 1], F = −0.2, H = 0.3,

M = −0.5, N = 0.4,

噪声的协方差矩阵为Q = 0.3, R = 0.7,W = 0.1.
为了获得有效的状态估计,选取输入信号为

u(t) = 15 sin(3t),采样时间为T = 0.008 s,运行时
间为 20 s.此外,分数阶卡尔曼滤波器的初始条件分
别设为 ς̂(0|0) = [0, 0, 0]T, P (0|0) = I和K(0) =

[0, 0, 0]T.图 1和图 2分别为测量值 z(k)和截断L =

10、30、50时状态向量x(k)与其估计值.
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图 1 测量值z(k)
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图 2 截断L = 10、30、50时状态x(k)与其估计值
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由图2可见,随着截断L的增加,状态向量x1(k)

和x2(k)的真实值与估计值越来越接近.因此,由定
理1设计的分数阶卡尔曼滤波器可以有效地实现含
有相互关联的分数阶有色过程噪声和有色测量噪声

的连续时间线性分数阶系统的状态估计.
为了评估基于Tustin生成函数的分数阶卡尔曼

滤波器的状态估计效果,误差指数定义如下:

E =
1

Hm + 1

Hm∑
k=0

√√√√ 2∑
i=1

(ςi(k)− ς̂i(k|k))2. (22)

其中: ς1(k) = x1(k), ς2(k) = x2(k);Hm + 1为输入和

输出采样点的数量,本例Hm = 2500.固定采样周期
T = 0.008 s,对于不同截断L = 10、20、30、40、50、

60,基于G-L差分和Tustin生成函数的分数阶卡尔曼
滤波器得到的状态估计误差对比结果如表1所示.

表 1 不同截断L下两种离散化方法的估计值误差

截断L Tustin生成函数 G-L差分

10 0.012 7 0.015 2
20 0.009 7 0.012 2
30 0.008 6 0.011 4
40 0.008 2 0.011 1
50 0.007 9 0.010 9
60 0.007 7 0.010 8

由表1可见,两种离散化方法得到的状态估计误
差均随截断L的增加而逐渐减小.因此,基于G-L差
分和Tustin生成函数的分数阶卡尔曼滤波器都可以
有效估计所研究分数阶系统的状态.与G-L差分相
比,基于Tustin生成函数的分数阶卡尔曼滤波器得到
的状态估计精度更高.
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图 3 基于定理1的状态x(k)与其估计值

如果将采样周期增大到T = 0.01s,固定截断
L = 30且其他条件保持不变,则两种方法的分数阶
卡尔曼滤波器得到的状态估计值和真实值如图3和
图4所示.
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图 4 基于G-L差分的状态x(k)与其估计值

由图 3和图 4描述的状态估计曲线可见,基于
Tustin生成函数的分数阶卡尔曼滤波器得到的状态
估计值仍然非常接近于真实值,表明对于采样周期较
大的连续时间线性分数阶系统的状态估计,该算法依
然是有效的.此外,相对于G-L差分法,基于Tustin 生
成函数的分数阶卡尔曼滤波器的状态估计效果更好.

4 结 论

本文研究了含有相互关联分数阶有色过程噪声

和分数阶有色测量噪声的连续时间线性分数阶系

统的状态估计问题.首先,采用Tustin生成函数方法
对分数阶系统进行离散化,有效提高了状态估计精
度.然后,利用增广向量法处理分数阶有色噪声,提
出一种高精度的分数阶卡尔曼滤波算法,相对于G-L
差分法,基于Tustin生成函数法的分数阶卡尔曼滤波
器得到的状态估计误差更小,估计效果更好.此外,与
G-L差分法相比,基于Tustin生成函数的分数阶卡尔
曼滤波器对于大采样周期分数阶系统的状态估计仍

然有效.
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