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摘 要: 考虑消费者存在缺货容忍行为,研究变质品的联合订购和信用期决策问题.假设延迟订购消费者面对缺
货等待时存在一个容忍期限 (即在该容忍期限内零售商无需支付缺货成本),同时考虑市场需求受商业信用期的
影响,库存系统允许缺货且短缺量部分延迟订购.以零售商的平均利润最大化为目标,分两种情形构建变质品的
订购和信用期决策模型.从理论上证明最优解的存在性和唯一性,给出相关定理结论,并在此基础上设计一个寻
找最优解的两阶段迭代算法.最后通过数值算例展示了模型和算法的应用,并完成主要参数的灵敏度分析.研究
结果表明:消费者的缺货容忍行为可以有效增加零售商利润,减低产品变质损失,同时还可以激励零售商提供更长
的商业信用期,进而实现买卖双方的共赢.
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Abstract: This paper studies a joint ordering and trade credit decisions problem for deteriorate items based on the
consumers’ shortage tolerance behavior. It assumes that customers generally have a tolerance period in the face of
shortage (i.e., a zero-backlogged cost time period), and the market demand is dependent on trade credit period. Shortages
are allowed and partially backlogged. The inventory models of joint ordering and credit period decisions for deteriorating
items are proposed in two cases with the goal of maximize the retailer’s average profit. Firstly, the optimal solutions
existence and uniqueness are proved and some relevant theorem conclusions are derived. Then, a two-stage iterative
algorithm is developed to search for the optimal solutions. Finally, the numerical example is presented to illustrate the
practicability of the proposed model and algorithm, and the sensitivity analysis of the major parameters is performed.
The results show that the consumers’ shortage tolerance behavior can effectively increase the retailer profits and reduce
product deterioration loss, and also stimulate the retailer to provide a longer trade credit period, thereby achieving a
win-win situation for the retailer and the consumer.
Keywords: deteriorating item；shortage tolerance；ordering；trade credit；partial backlogging

0 引 言

变质品在日常生活中随处可见,例如水果、蔬菜、
肉类等食物以及药品、挥发性液体等.对于变质品而
言,快速的实体损耗或价值衰减,导致产品无法实现

其预期目的而失去价值.据报道,商品的变质造成美
国零售业每年损失约 300亿美元[1].因此,采用合理
方式对变质品库存进行有效控制,对加快企业资金周
转、降低企业成本、减少资源浪费和赢得市场竞争优
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势发挥着至关重要的作用.
自Ghare[2]提出变质品的库存模型以来,学者们

从不同角度对该模型进行了拓展,并取得了丰硕的研
究成果,详细内容可参考文献 [3-5]对近30年变质品
库存模型的回顾与评述.变质品具有实体损耗或价
值衰减的特性,导致产品现货销售时间越长变质损失
越高.实践中,零售商通常会采用策略性缺货的方式
对变质品进行销售以降低变质损失和库存成本.关
于缺货情形下的变质品库存问题最早由 Shah[6]提

出,其模型假定常数需求率,且短缺量将全部延迟订
购.随后, Abad[7]考虑缺货时并非所有消费者都愿意

等待的现实情境,基于缺货时的延迟订购率与消费者
等待时间呈负相关的思想,提出了两种不同的延迟订
购率函数,完成了文献 [6]的修正与拓展.接着, Dye[8]

考虑需求依赖于价格和时变变质率情形,分析了允
许缺货环境下零售商的定价与订购策略; Skouri等[9]

基于斜坡式时变需求环境下,以总成本最小化为目
标建立了一个短缺量部分延迟订购的变质品库存模

型; Dye[10]针对缺货情形下的非瞬时变质产品,分析
了零售商的联合保鲜技术投资和订购问题; Li等[11]

进一步考虑了零售商的定价决策对文献 [10]进行了
拓展;计国君等[12]假设需求受库存水平和价格的影

响,构建了多个供应商和多个零售商情况下,供应商
库存外包予第三方的易逝品联合定价和库存决策模

型.最近, Tiwari等[13]基于商业信用环境下,研究了变
质品的定价与订购策略,模型假定延迟订购率是关于
消费者等待时间的负指数函数.更多相关研究还可
以参考文献[14-17]等.
上述研究成果为零售商在缺货环境下管理变质

品库存提供了有益的参考,但是上述文献均忽略了延
迟订购消费者存在缺货容忍现象这一事实,简言之,
上述文献均假定零售商对延迟订购消费者的缺货成

本补偿 (或者说延迟订购成本的支付)时间区间是由
延迟订购需求的到达时刻开始至需求被满足时刻结

束.但事实上,对于延迟订购的消费者而言,其本身对
缺货发生是存在容忍度的 (否则不会选择延迟订购),
即延迟订购消费者对于缺货等待的时间通常存在一

个缺货容忍期限,如果缺货需求能够在该容忍期限内
得到满足,则消费者不会产生不满情绪,零售商也不
会有商誉损失,此时无需支付缺货成本;反之,零售商
才需要进行缺货成本补偿.实践中,当零售商管理的
商品属于流行性产品、季节性产品或价值较大的产

品时,消费者的缺货容忍现象尤为常见.关于消费者
的缺货容忍现象,最早由Krommyda等[18]所观测到,

其基于服务质量差距模型的相关理论对消费者缺货

容忍行为进行了系统的诠释,并将该现象引入到库
存模型对经典EOQ模型进行了拓展.随后,沿着文献
[18]的思路, Li等[19]也考虑了消费者的缺货容忍现

象,分析了混合支付下 (提前支付、现金支付和延期
支付)零售商的定价和订购策略.
此外,随着市场竞争的不断加剧,零售商通常会

向消费者提供一个延期支付货款的商业信用期限以

调动其购买积极性,扩大市场需求.商业信用作为一
种重要的营销策略,已被广泛应用于各类商业实践
中,例如京东的“打白条”和阿里巴巴的“蚂蚁花呗”
服务都允许消费者延期付款以获得更多的市场份

额. Jaggi等[20]最早考虑市场需求是商业信用期的

函数,分析了零售商的最优订购和信用期策略.随
后, Lou等[21]考虑到信用期可以促进销售的同时也

存在违约风险,进而构建了一个信用期影响市场需求
和违约风险的库存模型; Wang等[22]又进一步将Lou
等[21]的模型拓展到变质品情形.相关研究还有文献
[23-25].最近,赵连霞等[26]在研究一类变质品的库存

问题时指出,零售商采用商业信用销售策略可以有效
提高变质品周转速度、降低变质损失.因此,探讨商业
信用销售下变质品库存问题具有重要的现实意义.
通过对上述文献分析可知: 1)关于缺货容忍行

为,目前尚未得到学者们的广泛关注,据笔者所知,仅
有文献 [18-19]对该问题进行了初步研究,尚存在许
多不足,如研究内容均针对耐用品、假定消费者延
迟订购率为常数而忽略了缺货等待时间的影响等;
2)关于信用期影响需求的问题,目前研究仍处于初期
阶段,且现有研究内容大多忽略了缺货场景、产品变
质等因素对信用期策略的影响.
鉴于此,本文将同时考虑消费者的缺货容忍行为

和信用期对市场需求的激励效应,探讨一个允许缺
货且短缺量部分延迟订购的变质品库存系统.本文
的主要贡献为: 1)首次将消费者的缺货容忍现象引
入到变质品的库存系统,并假定市场需求受信用期的
影响,同时考虑消费者延迟订购率是关于其等待时间
递减函数的这一现实情境,完成对文献 [18-19]的拓
展; 2)以平均利润最大化为目标分两种情形构建了
相应的数学模型,同时优化零售商的订购周期、正向
库存的持有周期和信用期策略; 3)理论上证明了最
优解存在且唯一,并给出零售商向消费者提供商业信
用期的条件; 4)设计了一个两阶段迭代算法完成对
模型的求解,并对模型主要参数进行了灵敏度分析,
获得了一些结论和管理启示.
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1 符号说明与假设

1.1 符号说明

本文建模将用到的符号描述如下:A为固定订货
成本; ch为单位库存持有成本; c为单位采购成本; p
为单位零售价格; θ为产品的变质率,且满足0 < θ <

1,为常数; cb为单位延迟订购成本; cg为单位失销成
本;Tt为延迟订购消费者的缺货容忍期限,为常数; t1
为库存水平降至零的时刻点 (决策变量);T为补货周
期长度 (决策变量);m为零售商向消费者提供的商业
信用期长度 (决策变量); I(t)为t时刻的库存水平; TP
为零售商的总利润; ATP为零售商的平均利润.

1.2 基本假设

1)考虑单一变质产品的库存系统,计划时域无限
且提前期为零.

2) 允许缺货且短缺量部分延迟订购,其中延迟
订货率函数β(x)是关于等待时间x的递减函数.不
失一般性,本文假设β(x) = 1/(1 + δx), δ ⩾ 0表示延

迟订购阻力.
3)在实际商业环境中,正如Krommyda等[18]所观

察到的,延迟订购消费者在面临缺货等待时通常会存
在一个缺货容忍期限.具体而言,存在一个有限的时
间期限Tt,对于 t ∈ [t1, T ]时刻到达的延迟订购消费

者,其需求若在 [t, t + Tt]内被满足,则零售商无需支
付延迟订购成本;反之,零售商需要承担未及时满足
该时刻到达需求的缺货成本.

4) 产品的市场需求率D(m)受商业信用期m影

响,假设D(m)是关于m的单调递增函数,即D′(m)

> 0,表明信用期越长,需求越大.
5)信用期对市场需求具有正向激励作用的同时

也存在违约风险,且信用期限越长,违约风险越大.为
了表征这一现象,定义违约风险函数为F (m),满足
F (0) = 0, F ′(m) > 0,且对于∀m > 0有0 < F (m) <

1.
6) 为了保证最优解的存在性和唯一性,本文

假设D(m)和 1 − F (m)均为 log凹函数,即不等式
D′′(m)D(m) ⩽ [D′(m)]2与 F ′(m)[1 − F (m)] +

[F ′(m)]2 ⩾ 0恒成立.许多线性和指数函数均满足
上述性质,同时该假设也被许多学者所采用[25-27].

2 模型构建

本文探讨的库存系统运作过程如下:在 t = 0时

刻,零售商向上游供应商订购Q单位产品满足一个订

货周期的需求.首先,在 [0, t1]内,库存水平在市场需
求和产品变质的共同作用下不断下降,直至 t = t1时

刻降为零;然后,在(t1, T ]内,零售商处于缺货期,由于
产品短缺,到达的需求将发生部分延迟订购,直至在
t = T时刻零售商再次向上游供应商发出订货请求,
开始下一补货周期运作(如图1所示).

I t( )

!"1: + >t T T1 t

I t( )

!"1: + >t T T1 t

!"2: + <t T T1 t

图 1 零售商的库存水平随时间变化的趋势

在 [0, T ]内,库存水平的变化满足如下微分方程:

I ′(t) =

−D(m)− θI(t), 0 ⩽ t ⩽ t1;

−D(m)β(T − t), t1 < t ⩽ T.
(1)

利用边界条件为I(t1) = 0,求解上式可得

I(t) =



D(m)

θ
[eθ(t1−t) − 1], 0 ⩽ t ⩽ t1;

D(m)

δ
{ln[1 + δ(T − t)]−

ln[1 + δ(T − t1)]}, t1 < t ⩽ T.

(2)

零售商在一个补货周期内的总订货量为

Q = I(0)− I(T ) =

D(m)
{eθt1 − 1

θ
+

ln[1 + δ(T − t1)]

δ

}
. (3)

在一个补货周期内,零售商收入和各成本要素构
成分别如下:

1)销售收入

SR = p[1− F (m)]
{ w t1

0
D(m)dt+

w T

t1
D(m)β(T − t)dt

}
.

2)采购成本PC = cQ.
3)固定订购成本A.
4)库存持有成本
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HC = ch
w t1

0
I(t)dt.

5)由失销导致的机会成本

LC = cg
w T

t1
D(m)[1− β(T − t)]dt.

6) 延迟订购成本:由假设3)可知,零售商延迟订
购成本的核算分两种情形: 1 当 t1 + Tt ⩾ T时,所
有延迟订购需求均能在缺货容忍期限Tt内得到满足,
此时不会产生缺货成本,即SC = 0; 2 当t1 + Tt ⩽ T

时,在 [t1, T − Tt]内到达的延迟订购需求未能在Tt内

得到满足,此时SC = cb
w T−Tt

t1
−I(t)dt.

综上可知,一个订货周期内零售商的总利润
TP(t1, T,m)可以表示为

TP(t1, T,m) = SR −A− PC − HC − LC − SC.

(4)

根据t1 + Tt和T的不同取值,对式(4)展开得

TP(t1, T,m) =

TP1(t1, T,m), t1 + Tt ⩾ T ;

TP2(t1, T,m), t1 + Tt < T.

(5)

其中

TP1(t1, T,m) =

pD(m)[1− F (m)]
{
t1 +

ln[1 + δ(T − t1)]

δ

}
−

A− cD(m)
{eθt1 − 1

θ
+

ln[1 + δ(T − t1)]

δ

}
−

chD(m)

θ2
[eθt1 − θt1 − 1]−

cgD(m)
δ(T − t1)− ln[1 + δ(T − t1)]

δ
, (6)

TP2(t1, T,m) =

pD(m)[1− F (m)]
{
t1 +

ln[1 + δ(T − t1)]

δ

}
−

A− cD(m)
{eθt1 − 1

θ
+

ln[1 + δ(T − t1)]

δ

}
−

chD(m)

θ2
[eθt1 − θt1 − 1]−

cgD(m)
δ(T − t1)− ln[1 + δ(T − t1)]

δ
−

cbD(m)

δ2
{(T − t1 − Tt)δ − (1 + δTt)×

[ln(1 + δ(T − t1))− ln(1 + δTt)]}. (7)

以一个订货周期内零售商的平均利润ATP(t1,
T,m)最大化为目标,则由式(5)可知

ATP(t1, T,m) =
TP(t1, T,m)

T
=ATP1(t1, T,m), t1 + Tt ⩾ T ;

ATP2(t1, T,m), t1 + Tt ⩽ T.
(8)

3 模型分析与求解

3.1 零售商的最优订购策略

定义1 对于定义域S = {x ∈ X : h(x) ⩽ 0}
上的实值函数z(x) = f(x)/g(x),若g(x)在X为正,
则非线性规划(P ) sup{z(x) : x ∈ S}称之为分式规
划.特别地,当f(x)为非负的 (严格)凹函数, g(x) > 0

且h(x)为凸函数时,非线性规划(P )是 (严格)凹分式
规划[10-11,27].
性质1 在严格凹分式规划 (P )中,至多存在一

个全局最大值,且满足库恩塔克条件的局部最大值就
是严格凹分式规划的全局最大值[10-11,27].
根据t1 + Tt和T取值的不同,分两种情形求解.
情形1 t1 + Tt ⩾ T .
对于理性的零售商,若其收益小于零,则零售商

将没有动力去运营其库存系统.故可给出如下假设.
假设1 对于任意给定可行的信用期m,可行域

集合S1 = {(t1, T )|t1+Tt ⩾ T,TP1(t1, T |m) ⩾ 0}为
非空集合.

引理1 对于任意给定可行的信用期m, TP1(t1,

T |m)在S1上是关于(t1, T )的严格凹函数.
证明 由式 (6),对TP1(t1, T |m)分别求其关于

t1和T的二阶偏导数可得

∂2TP1(t1, T |m)

∂t21
=

− {p[1− F (m)]− c+ cg}D(m)δ

[1 + δ(T − t1)]2
− (θc+ ch)eθt1 ,

(9)

∂2TP1(t1, T |m)

∂T 2
=

− {p[1− F (m)]− c+ cg}D(m)δ

[1 + δ(T − t1)]2
, (10)

∂2TP1(t1, T |m)

∂T∂t1
=

{p[1− F (m)]− c+ cg}D(m)δ

[1 + δ(T − t1)]2
. (11)

首先,由假设1可知,在S1上p[1 − F (m)] − c +

cg > 0恒成立,因此由式 (9)和 (10)易证 ∂2TP1(t1,

T |m)/∂t21 < 0且∂2TP1(t1, T |m)/∂T 2 < 0.进一步
构造TP1(t1, T |m)关于(t1, T )的黑塞矩阵,计算其二
阶顺序主子式,易证
det(H) =

{p[1− F (m)]− c+ cg}(θc+ ch)[D(m)]2δeθt1
[1 + δ(T − t1)]2

> 0.

(12)

综上可知, TP1(t1, T |m)关于(t1, T )的黑塞矩阵
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为负定矩阵,故TP1(t1, T |m)在S1上是关于 (t1, T )

的严格凹函数. 2
此外, t1+Tt ⩾ T为线性约束,表明S1为凸集.又

ATP1(t1, T |m) =
TP1(t1, T |m)

T
(T > 0),由定义1

可知, ATP1(t1, T |m)在S1满足严格凹分式规划,即
ATP1(t1, T |m)在S1上至多存在一个最大值点,且满
足库恩塔克条件的局部最大值是其全局最大值.
为了便于表述,进一步定义函数Φ(t1)为

Φ(t1) =

{p[1− F (m)]− c+ cg}D(m)
[
Tt −

ln(1 + δTt)

δ

]
+

(c+ ch/θ)D(m)
[eθt1 − θt1 − 1

θ
−

(Tt + t1)(eθt1 − 1)
]
+A. (13)

定理 1 对于任意给定可行的信用期m,定义

t̂1 =
1

θ
ln

{
1 +

p[1− F (m)]− c+ cg
(c+ ch/θ)(1 + 1/(δTt))

}
,则有:

1) 若Φ(t̂1) ⩽ 0,则ATP1(t1, T |m)在S1上存

在唯一全局最优解 (tA1 , T
A), 且 (tA1 , T

A) 满足

∂ATP1(t1, T |m)/∂t1 = 0和∂ATP1(t1, T |m)/∂T =

0;
2) 若Φ(t̂1) > 0,则ATP1(t1, T |m)在S1上存在

唯一全局最优解 (tC1 , T
C),且TC = Tt + tC1 , t

C
1 满足

Φ(t1) = 0.
证明 利用库恩塔克条件进行求解.令γ1表示

拉格朗日乘子,可构建拉格朗日函数为

L1(t1, T, γ1) = ATP1(t1, T |m) + γ1(Tt + t1 − T ).

(14)

由式(14)可知,优化问题的库恩塔克条件为

∂ATP1(t1, T |m)/∂t1 + γ1 = 0;

∂ATP1(t1, T |m)/∂T − γ1 = 0;

γ1(Tt + t1 − T ) = 0;

Tt + t1 − T ⩾ 0, γ1 ⩾ 0.

(15)

为求解式(15),需要讨论下述2种情形:
情形1):若γ1 = 0,则由式 (15)可知, ∂ATP1(t1,

T |m)/∂t1 = 0且∂ATP1(t1, T |m)/∂T = 0.首先,由
∂ATP1(t1, T |m)/∂t1 = 0可解得

T =

t1 +
(c+ ch/θ)(eθt1 − 1)

δ{p[1− F (m)]− c+ cg− (c+ ch/θ)(eθt1− 1)}
.

(16)

又T > t1且T ⩽ t1 + Tt,则当且仅当

t1 ⩽ 1

θ

{
1 +

p[1− F (m)]− c+ cg
(c+ ch/θ)(1 + 1/(δTt))

}
= t̂1 (17)

时,上式成立.
进一步将式 (16)代入∂ATP1(t1, T |m)/∂T = 0

中,并构造辅助函数G1(t1)为

G1(t1) =

{p[1− F (m)]− c+ cg}D(m)
[ T

1 + δ(T − t1)
−

t1 −
ln[1 + δ(T − t1)]

δ

]
+ (c+ ch/θ)D(m)×

eθt1 − θt1 − 1

θ
+A. (18)

对G1(t1)求其关于t1的一阶导数可得

G′
1(t1) = −D(m){p[1− F (m)]− c+ cg}×

δT

[1 + δ(T − t1)]2

(dT
dt1

− 1
)
. (19)

易证dT/dt1 − 1 > 0,故G′
1(t1) < 0,即G1(t1)在

(0, t̂1]上单调递减.又 lim
t1→0+

G1(t1) = A > 0,因此

当G1(t̂1) ⩽ 0时,由中值定理可知,G1(t1)在 (0, t̂1]

存在唯一的零点 tA1 .显然,此时存在唯一 (tA1 , T
A)满

足上述库恩塔克条件.结合引理1可知,局部最优解
(tA1 , T

A)即为ATP1(t1, T |m)在S1上的全局最优解.
此外,在t1 = t̂1处易证G1(t̂1) = Φ(t̂1).

情形2): 若γ1 > 0,由式 (15)可知,T = Tt + t1,

c∂ATP1(t1, T |m)/∂t1 + γ1 = 0且∂ATP1(t1, T |m)/

∂T − γ1 = 0.联立消去γ1可得

∂ATP1(t1, T |m)

∂t1
+

∂ATP1(t1, T |m)

∂T
= 0.

将T = Tt + t1代入上式,并构造辅助函数G2(t1)为

G2(t1) =

{p[1− F (m)]− c+ cg}D(m)
[
Tt −

ln(1 + δTt)

δ

]
+

(c+ ch/θ)D(m)
[eθt1 − θt1 − 1

θ
−

(Tt + t1)(eθt1 − 1)
]
+A. (20)

对G2(t1)求其关于t1的一阶导数可得

G′
2(t1) = −(θc+ ch)D(m)(Tt + t1) < 0. (21)

故G2(t1)关于 t1递减,且 lim
t1→+∞

G2(t1) = −∞.又由

γ1 > 0,可知∂TP1(t1, T |m)/∂t1 < 0必定成立,此时
t1需满足 t1 > t̂1.所以当G2(t̂1) > 0时,由中值定理
可知,G2(t̂1)在区间 (t̂1,+∞)上存在唯一零点 tC1 .因
此,上述库恩塔克条件存在唯一 (tC1 , T

C).同理,此时
局部最优解 (tC1 , T

C)即为ATP1(t1, T |m)在S1上的

全局最优解.且在 t1 = t̂1处,易证G2(t̂1) = Φ(t̂1).综
合上述两种情形,定理1即证. 2
定理1给出了在固定信用期m情形下,零售商不

选择支付缺货成本时的最优订购策略.事实上,定理
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1中的判别项 (Φ(t̂1))可以理解为固定订购成本 (A)

与一个特定阈值的差值.因此,定理1的经济含义可
以解释为:若零售商的固定订购成本大于特定阈值
(即Φ(t̂1) > 0),则其将增加订货量以延长其订货周
期.考虑到零售商不愿意承担缺货成本,故零售商将
充分利用消费者的缺货容忍行为,导致零售商的最大
缺货时长等于消费者的缺货容忍期限,即最优解将在
边界处取得;反之,若固定订购成本小于或等于特定
阈值 (即 Φ(t̂1) ⩽ 0),则零售商不需要承担缺货成本,
同时还可以减少订购量以缩短补货周期,进而降低变
质损失,获得更大的效益.
情形2 t1 + Tt < T .
假设2 对于任意给定可行的信用期m,可行域

集合S2 = {(t1, T )|t1+Tt < T,TP2(t1, T |m) ⩾ 0}为
非空集合.
引理2 对于任意给定可行的信用期m, TP2(t1,

T |m)在S2上是关于(t1, T )的严格凹函数.
类似于引理1,构造TP2(t1, T |m)关于 (t1, T )的

黑塞矩阵,易证引理2成立,此略.
引理 3 对于任意 (t1, T ) ∈ S2满足 p[1 −

F (m)] − c + cg − cb(T − t1 − Tt) ⩽ 0时,若
ATP2(t1, T |m)存在全局最优解,则当且仅当 p[1 −
F (m)]− c+ cg − cb(T − t1 − Tt) = 0时可以取得.

证明 对于任意 (t1, T )满足p[1 − F (m)] − c +

cg − cb(T − t1 − Tt) ⩽ 0时,有∂TP(t1, T |m)/∂T <

0.进而易证 ∂ATP(t1, T |m)/∂T < 0,即ATP2(t1,

T |m)关于T单调递减.因此,当且仅当不等式p[1 −
F (m)] − c + cg − cb(T − t1 − Tt) = 0取等号时,
ATP2(t1, T |m)取得最大值. 2
引理3表明,零售商的最大允许缺货时间存在一

个上界,即T − t1 ⩽ Tt + {p[1− F (m)]− c+ cg}/cb,
这与实际情形一致,因为消费者的缺货等待耐心程度
总是有限的.此外,由引理3可知,在可行域集合S2上

存在一个子集

S21 = S2

∩
{(t1, T )|p[1− F (m)]−

c+ cg − cb(T − t1 − Tt) ⩽ 0},

则ATP2(t1, T |m)在S21若存在全局最大值,则必定
在边界曲线 p[1−F (m)]−c+cg−cb(T − t1−Tt) = 0

上取得.
基于上述分析可知,求解ATP2(t1, T |m)在可行

域S2上的最大值将等价于求解其在可行域S22上的

最大值,这里S22 = S2

∩
{(t1, T )|p[1 − F (m)] − c +

cg − cb(T − t1 − Tt) ⩾ 0}.类似于引理1,容易证明

ATP2(t1, T |m)在S22同样满足严格凹分式规划.
定理2 对于任意给定可行的信用期m,有:
1) 若 Φ(t̂1) ⩾ 0,则ATP2(t1, T |m)在 S22上

存在唯一全局最优解 (tB1 , T
B),且 (tB1 , T

B)满足方程

∂ATP2(t1, T |m)/∂t1 = 0和∂ATP2(t1, T |m)/∂T =

0;
2) 若Φ(t̂1) < 0,则ATP2(t1, T |m)在S22上存在

唯一全局最优解 (tC1 , T
C),且TC = Tt + tC1 , t

C
1 满足

Φ(t1) = 0.
证明 类似地，令η1和η2为拉格朗日乘子,可建

立优化问题的库恩塔克条件为

∂ATP2(t1, T |m)/∂t1 − η1 + cbη2 = 0;

∂ATP2(t1, T |m)/∂T + η1 − cbη2 = 0;

η1(Tt + t1 − T ) = 0;

η2{p[1− F (m)]− c+ cg − cb(T − t1 − Tt)} = 0;

p[1− F (m)]− c+ cg − cb(T − t1 − Tt) ⩾ 0;

T − Tt − t1 ⩾ 0, η1 ⩾ 0, η2 ⩾ 0.

(22)

为求解式 (22),需要讨论下述4种情形: 1) η1 = 0

且η2 > 0; 2) η1 > 0且η2 > 0; 3) η1 = 0且η2 = 0;
4) η1 > 0且η2 = 0.由于篇幅限制,具体求解过程可
参考定理1,不再赘述. 2
定理2给出了在固定信用期m情形下,零售商选

择承担缺货成本时的最优订购策略.采用类似于定理
1的论断容易理解定理2的经济含义.
综合上述定理1和定理2可得到下述定理.
定理3 对于任意给定可行的信用期m,有:
1)若Φ(t̂1) ⩾ 0,则t∗1 = tB1 , T

∗ = TB且ATP∗ =

ATP∗
2;
2)若Φ(t̂1) < 0,则t∗1 = tA1 , T

∗ = TA且ATP∗ =

ATP∗
1.
证明 1)若Φ(t̂1) > 0,则根据定理1和定理2有

ATP(t∗1, T ∗|m) =

max{ATP1(t
C
1 , T

C |m),ATP2(t
B
1 , T

B|m)}

(∵ ATP1(t
C
1 , T

C |m) = ATP2(t
C
1 , T

C |m)) =

max{ATP2(t
C
1 , T

C |m),ATP2(t
B
1 , T

B|m)}

(∵ ATP2(t
B
1 , T

B|m) ⩾ ATP2(t
C
1 , T

C |m)) =

ATP2(t
B
1 , T

B|m). (23)

特别地,当Φ(t̂1) = 0时,可知ATP(t∗1, T ∗|m) =

ATP1(t̂1, t̂1 + Tt|m) = ATP2(t̂1, t̂1 + Tt|m).因此若
Φ(t̂1) ⩾ 0,则t∗1 = tB1 , T

∗ = TB .类似地,当Φ(t̂1) < 0
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时,可证2)亦成立.综上,定理3即证. 2
定理3表明,当固定订货成本较大时 (即Φ(t̂1) ⩾

0),零售商倾向于采用“少批多量”的采购策略,结果
缺货时长大于消费者的缺货容忍期限,此时其需要
承担缺货成本,但缺货容忍行为的存在可以减弱对零
售商利润的负作用;反之,当固定订货成本较小时 (即
Φ(t̂1) < 0),零售商会采用“多批少量”的采购策略,目
的是充分利用消费者的缺货容忍行为.此外,若忽略
消费者缺货容忍现象的存在(即Tt → 0),则Φ(t̂1) > 0

恒成立,此时零售商总是选择情形2下最优订货策略,
显然该策略未必是最优的.因此,管理者在制定库存
策略时应当考虑消费者的缺货容忍行为.

3.2 零售商的最优信用期策略

引理4 对于任意给定的可行 (t1, T ),零售商向
消费者提供的最大商业信用期限长度为m̂,且m̂满

足方程p[1− F (m)]− c = 0.
证明 易证p[1− F (m)]− c关于m单调递减,故

必定存在一个唯一m̂使得p[1 − F (m)] − c = 0.当
m ⩽ m̂时, p[1 − F (m)] − c ⩾ 0;当m > m̂时, p[1 −
F (m)]− c < 0.现考虑m > m̂,对ATP(m|t1, T )求其
关于m的一阶导数可得

∂ATP(m|t1, T )
∂m

∣∣∣
m>m̂

=
∂ATP1(m|t1, T )

∂m

∣∣∣
m>m̂

< 0, t1 + Tt ⩾ T ;

∂ATP2(m|t1, T )
∂m

∣∣∣
m>m̂

< 0, t1 + Tt ⩽ T.

(24)

显然当m > m̂时, ATP(m|t1, T )关于m递减.故上界
值m̂即为消费者可享受的最大信用期. 2
引理 4显示,由于存在违约风险效应,零售商不

会无限制地向消费者提供信用期,即消费者可以享受
的信用期长度是有限的,这与实际相符.

定理 4 对于任意给定可行的 (t1, T ),定义

∆(m) =
dD(m)[1− F (m)]

dm

∣∣∣
m=0

,则有:
1) 若∆(m) > 0,则存在唯一的m∗ ∈ [0, m̂]满

足∂ATP(m|t1, T )/∂m = 0,且使得ATP(m|t1, T )在
m = m∗处取得最大值;

2)若∆(m) ⩽ 0,则当且仅当m∗ = 0时, ATP(m|
t1, T )在[0, m̂]上取得最大值.
证明 对于任意给定可行的 (t1, T ),不失一般

性,假设满足 t1 + Tt ⩾ T ,则ATP(m|t1, T ) =

ATP1(m|t1, T ),即求解ATP1(m|t1, T )在 [0, m̂]上的

最大值.首先,求其关于m的一阶导数可得

∂ATP1(m|t1, T )
∂m

=

p{D′(m)[1− F (m)]− F ′(m)D(m)}
T

×{
t1 +

ln[1 + δ(T − t1)]

δ

}
− cD′(m)

T

{eθt1 − 1

θ
+

ln[1 + δ(T − t1)]

δ

}
− chD

′(m)

T

eθt1 − θt1 − 1

θ2
−

cgD
′(m)

T

{
T − t1 −

ln[1 + δ(T − t1)]

δ

}
. (25)

定义m∗为 ∂ATP1(m|t1, T )/∂m = 0在 [0, m̂]

上的驻点 (不妨假设其存在),则在m = m∗处对

ATP1(m|t1, T )求其关于m的二阶导数为

∂2ATP1(m|t1, T )
∂m2

∣∣∣
m=m∗

=

p

T

{
t1 +

ln[1 + δ(T − t1)]

δ

}
×
{
D′′(m)[1−

F (m)]− 2F ′(m)D′(m)−D(m)F ′′(m)−

D′′(m)

D′(m)
{D′(m)[1− F (m)]− F ′(m)D(m)}

}
. (26)

利用假设6)对上式进行不等式运算可得

∂2ATP1(m|t1, T )
∂m2

∣∣∣
m=m∗

⩽

p

T

{
t1 +

ln[1 + δ(T − t1)]

δ

}
×{ F ′(m)

1− F (m)
{D(m)F ′(m)−D′(m)[1− F ′(m)]}+

F ′(m)

D′(m)
{D′′(m)D(m)− [D′(m)]2}

}
. (27)

因为D(m)和 1 − F (m)均为 log凹函数,可证
D(m)[1− F (m)]必定为常数函数或单调函数[23].故:

1) 若∆(m) > 0,则D(m)[1 − F (m)]为严格递

增函数,即D(m)F ′(m) − D′(m)[1 − F (m)] < 0,由

式 (27)可知
∂2ATP1(m|t1, T )

∂m2

∣∣∣
m=m∗

< 0恒成立,即
ATP1(m|t1, T )在 [0, m̂]上是关于m的伪凹函数,故
ATP1(m|t1, T )在m = m∗处取得全局最大值.

2)若∆(m) ⩽ 0,则D(m)[1− F (m)]是关于m的

单调非增函数,即D(m)F ′(m)−D′(m)[1− F (m)] ⩾
0,由式 (27)可知

∂ATP1(m|t1, T )
∂m

⩽ 0恒成立,因此
零售商的最优信用期为m∗ = 0.
采用同样的方法容易说明,对于任意给定的可行

(t1, T )满足t1 + Tt ⩽ T时,定理4亦成立. 2
定理4表明,对于任意给定的可行(t1, T ),存在唯

一确定的最优信用期m∗ ∈ [0, m̂]使得零售商的平均

利润最大化.这里∆(m)可以理解为违约风险后零售

商的边际收益,如果其值小于等于零 (即∆(m) ⩽ 0),
表明零售商向消费者提供信用期是不利的,所以此时
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零售商不应该向消费者提供信用期;反之,零售商可
以充分利用信用期来扩大市场需求.
3.3 算 法

基于上述分析,本节设计一个两阶段迭代算法用
以确定零售商的最优解,具体算法步骤如下.

step 1: 计算∆(m)的值,如果∆(m) ⩽ 0,则执行
step 2,否则执行step 3.

step 2: 置m∗ = 0,并计算Φ(t̂1)的值,若Φ(t̂1) ⩾
0,则t∗1 = tB1 , T

∗ = TB;否则t∗1 = tA1 , T
∗ = TA.

step 3:令j = 1,初始化m(j) = m̂/2.
step 4:计算Φ(t̂1)的值,并执行下面两个子步骤.
step 4.1: 若Φ(t̂1) ⩾ 0,则 t

(j)
1 = tB1 , T

(j) = TB .
将 t

(j)
1 和 T (j)代入ATP2(m|t(j)1 , T (j))中,求解方程

∂ATP2(m|t(j)1 , T (j))/∂m = 0以确定m(j+1).
step 4.2: 若Φ(t̂1) < 0,则 t

(j)
1 = tA1 , T

(j) = TA.
将 t

(j)
1 和 T (j)代入ATP1(m|t(j)1 , T (j))中,求解方程

∂ATP1(m|t(j)1 , T (j))/∂m = 0以确定m(j+1).
step 5: 如果 m(j) 与 m(j+1) 相差足够小,即

|m(j+1) − m(j)| ⩽ 10−4,则最优解为 (t∗1, T
∗,m∗) =

(t
(j)
1 , T (j),m(j+1)),执行step 6;否则,令j = j+1,并返
回执行step 4;

step 6: 将最优解 (t∗1, T
∗,m∗)代入式 (8)和 (3),计

算零售商的最优平均利润ATP和最优订货量Q.

4 算例分析

现考虑如下库存系统:A = 120元, ch = 1 (元/
单位 /年), c = 10元, p = 15元, cg = 3 (元 /单位), θ =

0.2, cb = 2 (元 /单位 /年),Tt = 0.02年.此外,假设
需求函数和违约风险函数分别为D(m) = Keam,

F (m) = 1 − e−bm.其中:K = 1000表示市场基本

需求率, a = 0.2和b = 0.055分别表示信用期需求弹

性系数和信用期违约因子.
利用上述算法完成基础算例的求解.首先,计算

∆(m) = 145 > 0,表明零售商可以采用信用销售
策略扩大市场需求.进一步,选取初始搜索值m(1) =

m̂/2 = 3.686 0进行迭代计算,计算过程如表1所示.

表 1 寻找最优解的迭代过程

j m(j) t
(j)
1 T (j) m(j+1) |m(j+1)−m(j)| ATP(j)

1 3.686 0 0.174 0 0.219 3 1.098 3 2.587 7 3 610.65

2 1.098 3 0.226 3 0.275 7 0.964 3 0.134 0 4 268.06

3 0.964 3 0.229 5 0.279 0 0.956 2 0.008 1 4 269.37

4 0.956 2 0.229 7 0.279 2 0.955 7 0.000 5 4 269.38

5 0.955 7 0.229 7 0.279 3 0.955 7 0.000 0 4 269.38

表1显示,每步迭代均使得ATP逐渐增加,直至
相邻两次迭代结果中决策变量之间的误差满足相

应的阈值要求,停止计算,问题达到最大值.由表 1
可得最优解为 t∗1 = 0.229 7, T ∗ = 0.279 3,m∗ =

0.955 7,ATP∗ = 4269.38,最优订货量为Q∗ =

341.79.
下面探讨模型中相关参数对最优策略的影响.
首先,表2给出了参数δ和Tt取值变化对零售商

最优策略的影响.观察表2可知,对于固定的δ,当Tt

取值增加时,T ∗、m∗、Q∗和ATP∗均随之增加,而 t∗1

随之减小.易知,Tt取值越大表明消费者缺货容忍强

度越大,因此,随着Tt取值的增加,零售商将采用相应
措施以充分利用消费者的缺货容忍行为.具体地,零
售商一方面会缩短正向库存持有区间,同时增加订货
周期,目的是延长缺货区间;另一方面会延长其信用
期,目的是通过扩大基本市场需求率来获得更多的延
迟订购需求.市场需求和订货周期的增加必将导致
零售商订购量的增加.此外,对于固定的Tt,消费者的
延迟订购率越高 (即δ较小),零售商获得的利润增值
越大,这是因为较高的延迟订购率产生了较多的延迟
订购需求,而消费者缺货容忍现象的存在可以减少零
售商缺货成本的支出.事实上,缺货容忍期限可被视
为消费者向零售商提供的反向信用期,对零售商可以
起到一种成本补贴的作用,而消费者的缺货容忍也将
激励零售商提供更长的信用期,使消费者获得更长的
延期付款优惠.因此,缺货容忍行为可以实现买卖双
方的互利共赢.

表 2 参数δ和Tt取值变化对零售商最优策略的影响

δ Tt t∗1 T∗ m∗ Q∗ ATP∗ 利润增值

0 0.217 4 0.295 5 0.995 9 362.89 4 312.92 0

0.02 0.213 9 0.295 5 1.018 0 364.09 4 323.99 11.07

1 0.04 0.211 4 0.296 8 1.034 4 366.28 4 332.39 19.47

0.06 0.209 6 0.299 1 1.043 5 369.44 4 338.18 25.26

0.08 0.208 6 0.302 4 1.051 0 373.50 4 341.46 28.54

0 0.231 7 0.279 0 0.942 2 340.88 426 3.09 0

0.02 0.229 7 0.279 3 0.955 7 341.79 4 269.38 6.29

2 0.04 0.228 7 0.280 7 0.962 7 343.64 4 272.71 9.62

0.06 0.228 5 0.282 2 0.964 0 345.43 4 273.35 10.26

0.08 0.228 5 0.282 3 0.964 0 345.43 4 273.35 10.26

0 0.238 3 0.272 2 0.914 1 331.80 4 240.86 0

0.02 0.237 0 0.272 6 0.923 3 332.58 4 244.96 4.10

3 0.04 0.236 6 0.273 8 0.925 7 3 33.97 4 246.04 5.18

0.06 0.236 6 0.273 8 0.925 7 333.97 4 246.04 5.18

0.08 0.236 6 0.273 8 0.925 7 333.97 4 246.04 5.18
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其次,图2显示了相比于不考虑消费者的缺货容
忍行为,Tt取值变化对零售商利润增值的影响.由图
2可知,对于不同的 cb取值,零售商的利润增值均随
着Tt取值的增加而增加,且 cb取值越大利润增值越

大.这一结果表明, cb取值越大,缺货容忍行为对零售
商成本补贴的效果越显著.因此,对零售商而言,在进
行库存决策时应该充分关注消费者缺货容忍现象,特
别是在管理缺货成本较高的商品时.同时,零售商可
以采用一系列营销措施或激励机制来加强自身与消

费者之间的关系,培养消费者的忠诚度,以使得消费
者具有更强的缺货容忍.
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图 2 Tt取值变化对零售商利润增值的影响

再次,图 3描述了相比于不考虑消费者的缺货
容忍行为,Tt取值变化对产品变质数量的影响.由图
3可知,对于不同的变质率θ,随着Tt取值的增加,产
品变质数量减少的百分比均呈递增趋势,且变质率
越高,产品变质数量减少的百分比越大 (最大可减少
3 %的变质量).可以理解,消费者缺货容忍现象的存
在,将促使零售商缩短正向库存持有时长,增加缺货
时长,而正向库存持有区间的缩短必定导致变质数
量的减少.上述结论具有很强的实践意义: 1)从经济
角度而言,消费者的缺货容忍行为可以有效增加零售
商利润,是零售商改善其利润水平的一个新的营销方
向; 2)从节约资源的角度而言,消费者的缺货容忍现
象可以有效降低产品的变质浪费.
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图 3 Tt取值变化对产品变质数量的影响

最后,表3给出了其余相关参数对零售商最优策
略的影响.

表 3 其余参数取值变化对零售商最优策略的影响

参数 取值 t∗1 T∗ m∗ Q∗ ATP∗

90 0.197 7 0.240 3 1.036 2 298.39 4 384.89

A 120 0.229 7 0.279 3 0.955 7 341.79 4 269.38

150 0.258 4 0.314 1 0.883 9 379.47 4 168.24

15 0.229 7 0.279 3 0.955 7 341.79 4 269.38

p 16 0.203 2 0.247 0 2.195 7 386.90 5 519.32

17 0.181 2 0.220 3 3.353 2 434.45 7 007.30

0.1 0.289 3 0.330 6 1.035 6 409.94 4 406.89

θ 0.2 0.229 7 0.279 3 0.955 7 341.79 4 269.38

0.3 0.193 8 0.249 7 0.899 0 302.27 4 163.79

1 0.229 2 0.280 7 0.959 5 343.48 4 271.24

cb 2 0.229 7 0.279 3 0.955 7 341.79 4 269.38

3 0.230 3 0.278 0 0.952 4 340.29 4 267.73

2 0.226 2 0.282 5 0.980 4 346.62 4 280.64

cg 3 0.229 7 0.279 3 0.955 7 341.79 4 269.38

4 0.232 6 0.276 8 0.937 9 338.22 4 260.42

1 000 0.229 7 0.279 3 0.955 7 341.79 4 269.38

K 1 500 0.185 9 0.226 0 1.065 6 423.27 6 641.67

2 000 0.160 1 0.194 8 1.130 1 492.13 9 045.68

0.1 0.254 4 0.304 5 0.000 0 308.72 4 217.02

a 0.2 0.229 7 0.279 3 0.955 7 341.79 4 269.38

0.3 0.150 7 0.192 0 3.314 7 520.82 5 517.59

0.040 0.167 0 0.210 7 3.987 2 470.05 5 059.67

b 0.055 0.229 7 0.279 3 0.955 7 341.79 4 269.38

0.070 0.254 4 0.304 5 0.000 0 308.72 4 217.02

根据表3,可以得到如下结果:
1) 参数A、θ、cb、cg和b取值增加时, ATP∗将随

之减少.显然,参数A、θ、cb和cg均为库存系统的成

本结构参数,而参数b为消费者信用期违约因子,对利
润均具有负效应,其取值的增加必定导致利润的减
小.反之,当参数p、K和a取值增加时, ATP∗将随之

增加.可知,零售价格越高或市场需求越大,零售商获
得利润也就越大.同时, ATP∗对参数p、K和a的取

值变化表现出较强的敏感性.
2) 最优订货量Q∗随着参数A、p、K和a取值的

增加而增加,随着参数θ、cb、cg和b取值的增加而减

小.参数p、K和a取值的增加将导致更多的市场需

求,进而激励零售商增加订购量,而参数A取值增加,
将促使零售商增加订货量降低其订货频率.相反地,
当参数θ、cb和cg取值增加时,为了降低变质数量、减
少缺货损失,零售商将采用“多批少量”的订货策略
来减少其利润损失.此外,参数b取值越大,表明违约
风险越大,零售商将没有动力去提供信用期,进而市
场需求会减低,最终订购量也会减少.

3) 最优信用期m∗随着参数p、K和a取值的增
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加而增加,随着A、θ、cb、cg和 b取值的增加而减

少.易知,信用期m∗越大,违约后单位产品的净收益
越小.故当参数p、K和a取值增加时,零售商提高信
用期仍能保证获得较高的单位产品净收益或较大市

场需求.而当参数A、θ、cb、cg和b取值增加时,零售商
此时提高信用期带来的额外市场需求不足以弥补上

述参数带来的成本损失,因此零售商将没有动力去延
长信用期.此外,注意到m∗对参数p、a和b表现出较

强的敏感性,这就要求零售商在使用信用销售策略时
应该充分关注这些参数.

4) 参数A和 b取值增加时, t∗1和T ∗均随之增加;
当参数p、θ、K和a取值增加时, t∗1和T ∗均随之减

小;当参数 cb和 cg取值增加时, t∗1随之增加,而T ∗随

之减小.容易理解,参数A取值增加将促使零售商采

用“少批多量”的补货策略管理库存,而参数b取值的

增加将降低市场需求,结果导致订货周期的延长.此
外,参数p、a、K和θ取值的增加意味着零售商将面临

较大的市场需求或更多的变质损失,此时零售商将加
快其补货频率来应对大量的市场需求或产品变质的

成本损失.最后,参数cb和cg取值的增加表明缺货时,
零售商需要支付昂贵的缺货成本,因此零售商将通过
延长其正向库存持有周期、缩短其补货周期来维持

一个合理的缺货区间.

5 结 论

本文针对一个需求受商业信用期影响的变质品

库存系统,允许缺货且短缺量部分延迟订购,同时考
虑消费者存在缺货容忍行为这一现实情形,以平均利
润最大化为目标探讨了零售商的联合订购和信用期

决策问题.通过对库存模型的理论分析证明了最优
解的存在性和唯一性,并给出了相关定理结论.在此
基础上,设计了一个两阶段迭代算法完成对模型的数
值求解,并对主要参数进行了灵敏度分析获得了一些
结论和管理启示: 1)消费者的缺货容忍行为可以有
效地改善零售商的利润水平,减低产品变质损失,且
消费者的延迟订购率越高、缺货成本越大或变质率

越大,改善效果越明显; 2)消费者的缺货容忍行为还
可以激励零售商提供更长的信用期优惠,有助于实
现买卖双方的共赢; 3)采用商业信用的营销策略可
以有效地加快变质品库存的周转,提高零售商的利润
水平,但观察到零售商的最优信用期对产品的零售价
格、信用期需求弹性系数和违约风险因子表现出较

强的敏感性,这就要求零售商在使用信用期这一营销
策略时充分关注这些参数.
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