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基于Hessian正则的自适应损失半监督特征选择

朱建勇1,2, 周振辰1,2, 杨 辉1,2†, 聂飞平3
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摘 要: 传统的基于拉普拉斯图的半监督特征选择算法处理高维、少标签样本时,缺乏外推能力且对数据异常值
的鲁棒性差.基于此,提出一种基于Hessian正则的自适应损失半监督稀疏特征选择算法.首先,为提升线性映射能
力,利用Hessian正则保留数据的局部流形结构;其次,为增强模型对具有较小或者较大损失数据的鲁棒性,引入自
适应损失函数,通过调节自适应损失参数确定最小损失;再次,采用 l2,p范数稀疏投影矩阵,提升特征的区分度,增
加模型适应度;最后,采用递归迭代优化求解目标函数.仿真实验验证了所提方法的有效性和优越性.
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Abstract: The traditional semi-supervised sparse feature selection based on Laplacian graph has received extensive
attention for its higher efficiency. However, due to the lack of extrapolation ability of the Laplacian operator, the
limited labeled data is still not well utilized and is too sensitive for outliers. Therefore, an adaptive loss semi-supervised
sparse feature selection algorithm based on Hessian regularization is proposed. Firstly, Hessian is used to preserve the
local manifold structure of data in order to improve the linear mapping capability. At the same time, an adaptive loss
function is exploited to measure the label fitness by adjusting the adaptive loss parameters, which significantly enhances
model’s robustness to data with a small or substantial loss. Moreover, l2,p-norm is leveraged to constrain the prediction
matrix, which not only improves the distinguishing degree of features, but also increases the adaptability of the proposed
model. Then, a recursive iterative optimization algorithm is proposed to solve the proposed model. Finally, systematic
experimental results on real public data sets illustrate the effectiveness and superiority of the proposed approach on related
tasks.
Keywords: semi-supervised；feature selection；adaptive loss；sparse constraint；l2,p-norm

0 引 言

近年来,随着信息技术的革新,数据维数变得日
益复杂,甚至超过了数百万个特性,加重了“维度灾
难”.机器学习中一些实际应用,如人脸识别[1]、图

像检索[2-3]、视频语义识别[4-6]、基因诊断[7]等,极易
产生高维数据.例如在基因诊断任务中,实验中测量

基因表达水平的基因表达数据通常由数千个基因组

成.在对这些数据进行分类时,所学习的模型容易过
拟合,泛化能力较差.这些应用中的高维数据仅有一
小部分特征与类别高度相关,而大多数特征是不相关
或者冗余的,直接处理这些高维数据容易导致大量的
计算消耗[8].因此,特征提取和特征选择成为主要的
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降维策略[9].特征提取将原始空间的特征映射到一个
低维的特征空间,改变了原始特征空间.特征选择从
原始高维特征空间中选择出一个判别性的特征子集,
保留原始特征空间,具有一定的可解释性[10].根据对
标签信息的可用性,特征选择分为有监督、无监督和
半监督3类.有监督特征选择可以根据标签信息与特
征集之间的联系评价特征的冗余性,需要大量标签样
本选择代表性特征子集[11].无监督特征选择完全抛
弃了标签信息,仅依靠无标签数据评估特征的相关
性[12-13].随着数据的快速增长,为这些数据标注标签
信息往往需要耗费较多的人力和财力[14].由于在机
器学习相关任务中获取的数据通常由少量标签数据

和大量无标签数据组成,较多的研究人员不断探索能
够同时利用标签数据和无标签数据的半监督特征选

择算法.
半监督特征选择方法利用标签数据的信息以及

标签数据和无标签数据的局部结构进行训练来评

价特征相关性,尽而选择判别性的特征,有效地提升
有监督学习模型泛化能力和无监督学习模型的精确

性[15].多数半监督特征选择算法是基于过滤器,单独
对每个特征进行评价,通过对特征进行排序,选择高
排名的特征并将其应用于预测器[16].这类方法忽略
了特征与特征之间的相关性,即某些特征本身提供
的信息较少,但是与其他特征结合时提供的信息较
多[17].文献 [4]提出基于包裹器的半监督特征选择算
法,考虑不同特征之间的相关性,通过分别构建标签
信息矩阵、局部样条回归编码数据分布的样条散射

输出矩阵,将这两类矩阵相结合,实现对训练集的识
别信息和局部几何结构的捕获,促进了判别性特征子
集的形成.然而,该方法涉及迭代特征子集搜索,处理
高维数据比较耗时.嵌入式半监督方法将特征选择
作为训练过程的一部分,即在学习器训练过程中自动
地进行特征选择.在此基础上,为了更好地描述数据
的局部或者全局的流行结构,文献 [18]引入图拉普拉
斯正则化描述数据的结构,同时结合了流行学习探索
特征空间.文献 [19]通过最大化不同类之间的分类
界限并利用生成标记和未标记数据的概率分布的几

何特性来选择特征,加强了对判别性特征的选择.文
献 [20]基于多特征融合的思想,通过多种角度描述对
象特征,构造Hessian与Laplacian图并赋之不同的权
重,在学习中利用每个特征的流形结构信息,保持全
局标签的一致性,使得分类更加准确.

传统基于图拉普拉斯正则的半监督特征选择算

法在标签数据较少的情况下,缺乏对新数据点的推断

性能及对数据中异常值较差的鲁棒性.因此,本文提
出基于Hessian正则的自适应损失半监督稀疏特征选
择框架.首先分析了Hessian正则具有更丰富的零空
间,能较好地利用数据固有的局部几何特性,有利于
学习函数值随测地距离线性变化的函数[21-23].此外,
多数半监督特征选择算法采用 l2范数作为损失函数

来度量预测标签误差,但具有显著损失的异常值将
导致模型表现比较敏感,鲁棒性较差.使用 l1范数作

为损失函数,可以在一定程度上缓解对异常值的敏感
度,但是又会对小损失比较敏感[24].为了克服基于 l1

范数和 l2范数损失函数的缺点,本文采用自适应损
失来度量预测标签的误差,通过自适应近邻分配策
略,得到最优Hessian矩阵,增强特征选择模型的鲁棒
性.此外,使用 l2,p范数作为隐式正则项约束投影矩

阵W ,通过设置不同的p值,可以获得更多的稀疏回
归系数.

1 相关工作

在介绍基于Hessian正则的自适应损失半监督稀
疏特征选择框架 (AHFS)之前,给出模型中使用的符
号含义如表1所示.对于矩阵Q,QT和Tr(Q)分别表

示矩阵的转置和矩阵的迹;X ∈ Rn×d表示数据样本

矩阵,其中xi表示第i个数据样本;Y 表示训练样本的
标签矩阵;F表示预测标签矩阵;D、G表示对称矩阵.

表1 符号的定义

符号 含义 变量 名称

n 样本数 H Hessian矩阵

d 特征维度 Y 标签矩阵

c 样本类别 G 对称矩阵

M 局部流行结构 W 投影矩阵

φ 映射函数 F 预测标签矩阵

对于任意矩阵M ∈ Rm×n,向量m(i, :)表示矩阵

的第 i行,m(:, j)表示第 j 列. l2,p范数的计算公式如
下:

∥M∥2,p =( m∑
i=1

( n∑
j=1

|mij |2
) p

2
) 1

p

=
( m∑

i=1

∥m(i,:)∥p2
) 1

p

. (1)

1.1 样条回归半监督特征选择

文献[4]通过构造类内图矩阵充分利用标签数据
的判别性信息,为利用大量未标记数据潜在的局部几
何特性,使用Sobolev空间中开发的样条来插入散在
几何设计中的数据.通过组合类内和样条散射矩阵,
保持数据的局部结构和潜在的几何特性.然后,利用
图嵌入的思想,引入 l2,1范数约束投影矩阵W ,计算
最优的投影矩阵W ,目标函数如下:
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arg min
W

Tr(WMW ) + λ∥W∥2,1,

s.t. WTW = I. (2)

其中:M = SW +µΞ和SWΞ分别表示类间矩阵和样

条散射矩阵,Ξ = XζXT, ζ ∈ Rn×n表示每对样本的

局部相似性.类间矩阵通过下式计算:

SW =

c∑
j=1

1

Nj

∑
X∈ξj

(x−mj)(x−mj)
T
. (3)

mj表示第j类的平均向量, c表示样本数据的总类别.

1.2 优化迹比准则半监督特征选择

文献 [25]分析特征选择中的迹比准则,提出了一
种基于噪声不敏感迹比准则的半监督特征选择方法

(TRCFS),以解决降维中迹比准则倾向于选择方差很
小的特征的问题.首先,通过优化迹比准则进行缩放
预处理,利用离群点检测的标签传播方法获取未标记
数据的软标签.然后,构建类内矩阵、类间矩阵.最后,
通过噪声不敏感跟踪比准则进行特征选择,目标函数
为

arg min
W

Tr(WTSbW )/Tr(WTSωW ). (4)

根据标签矩阵F可以分别计算类矩阵Sω、Sb为

Sω =
1

n
X(B − FcDF )X

T, (5)

Sb =
1

n
X
(
FcDF

T
c − 1

n
B11TBT

)
XT. (6)

其中:Fc表示F的前c列,B、D表示对角矩阵.

1.3 图嵌入半监督特征选择

基于图拉普拉斯的半监督特征选择算法分为2
个步骤: 1)根据样本数据,通过调整近邻构造相似图;
2)根据构造的相似图进行特征选择. Q = {V, S}
表示构造的无向权重图,V 表示顶点集合,S =

(wij)n×n ∈ Rn×n表示相似矩阵,元素wij表示两个

数据点xi与xj之间的相似度.通常,相似度矩阵S在

具有高斯函数的原始高维特征空间中是预定的,即

wij =


exp

(
−∥xi − xj∥22

2δ2

)
,

xi ∈ Nk(xj) or xj ∈ Nk(xi);

0, otherwise.

(7)

其中Nk(xi)表示xi在原始的高维空间 k近邻集合.
基于图论,图拉普拉斯矩阵L = Z − S,Z中的元素

为Zii =
∑
j

Sij .此外,假定样本数据点xi的标签为

yi = j,则定义二进制标签矩阵Y 的元素Yij = 1, 否
则Yij = 0.传统的基于图拉普拉斯算子的半监督特
征选择方法是为了解决以下优化问题:

arg min
W,F

Tr(FTLF ) + Tr((F − Y )
T
U(F − Y ))+

µ∥XTW − F∥2F + λQ(W ), (8)

其中U是对称阵.式 (8)的第1项和第2项有利于预测
标签矩阵F在流行空间尽可能地平滑;第3项则为标
签适应度的损失项,度量预测标签的误差;最后一项
表示投影矩阵W的稀疏性约束,保证不同特征之间
的区分性,有利于特征子集的选取.

2 基于Hessian正则的自适应损失半监督
特征选择

2.1 目标函数设计

基于图谱的半监督特征选择算法通常依赖

Laplacian矩阵的分解获取全局聚类结构信息,需要
耗费大量的时间和空间,且Laplacian算子映射能力
不足.因此,本文拟采用Hessian算子探索数据的局部
结构[18],首先构造适合半监督特征选择的正则化函
数,假定流行结构M ,定义实值函数φ : M → R,定
义函数φ的能量函数为

E(φ) =
w
∥∇a∇bφ∥2T∗

xM⊗T∗
xMdV (X). (9)

其中:∇a∇bφ表示函数φ的二次协变导数,T ∗
xM表示

流行M上点x处的局部切线空间, dV (X)表示流形

M上的自然体积元.流行结构M的标准坐标促使能

量函数E(φ)容易度量.由于在点x附近的流形与像

欧几里德相似,可以得到

∥∇a∇bφ∥2T∗
xM⊗T∗

xM =
l∑

r,s=1

( ∂2φ

∂xr∂xs

)2

. (10)

因此,在给定点x处的二次协变导数的范数等价于

函数φ标准坐标下Hessian正则的Frobenius范数.同
时,评估局部切线子空间,其低维子空间的 l个主导

特征向量与T ∗
xi
M的正交基一致.其次,确定点xj ∈

Nk(xi)的坐标xr,得到

∂2φ

∂xr∂xs

∣∣∣
xi

≈
k∑

t=1

Z
(i)
rstft, (11)

其中Z
(i)
rst是样本xi的局部Hessian算子,且可以用线

性最小二乘拟合一个二阶多项式来计算.再次,将法
坐标系中的二阶多项式p(i)(x)拟合为{φ(xt)}kt=1,有

p(i)(x) = φ(xi) +
l∑

r=1

Hrx
r+

l∑
r=1

l∑
s=r

Nrx
rxs, (12)

其中零阶项固定在φ(xi).在邻域大小趋于零的极限
下,将p(i)(x)变为φ在xi处的二阶泰勒展开式,得到

Hr =
∂φ

∂xr

∣∣∣
xi

, Nrs =
1

2

∂2φ

∂xr∂xs

∣∣∣
xi

. (13)

便于拟合多项式,使用标准的线性最小二乘,得到

arg min
v∈RP

k∑
t=1

((φ(xt)− φ(xi))− (ϕv)t)
2
. (14)
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其中:ϕ ∈ Rk×P表示设计矩阵,且P = m + m(m +

1)/2;ψ表示相应的基函数,其是xi二阶法向坐标的

单项式.假设φ(xα) = fα,因此φ在点xi处的Hessian
的Frobenius范数估计等效为

∥∇a∇bφ∥2 ≈
l∑

r,s=1

( k∑
α=1

Z(i)
rsαfα

)2

=

k∑
αβ=1

fαfβH
(i)
αβ, (15)

其中H
(i)
αβ =

l∑
r,s=1

Z(i)
rsαZ

(i)
rsβ .能量函数可以近似为

Ê(φ) =

n∑
i=1

∑
α∈Nk(xi)

∑
β∈Nk(xi)

fαfβH
(i)
αβ = FTHF.

(16)

因此,本文构造AHFS的目标函数为
min
W,F,b

Tr(FTHF ) + µ(∥XTW+

1bT − F∥τ + λ∥W∥p2,p),
s.t. Fl = Yl. (17)

其中:W表示投影矩阵;F = [Fl;Fu]表示标签矩阵,
由已知样本标签Fl和未知样本标签Fu组成; 1表示
元素为1的列向量; b表示基础向量;系数µ和λ表示

平衡不同项的两个参数.
鉴于投影矩阵W的行元素与样本X的特征属

性相对应,因此,通过计算投影矩阵W非零行元素之

和,按照行元素和的排序进行特征子集的选取.

2.2 目标函数求解

由于AHFS函数 (17)含有 l2,p范数,定义Γ (W ) =

∥W∥p2,p,对Γ (W )关于W求偏导数,得到
∂Γ (W )

∂W
= 2DW. (18)

其中:D ∈ Rd×d是一个对称矩阵,矩阵中的第 i个元

素为

dii =
p

2

∥∥wi
∥∥p−2

2
. (19)

AHFS函数的第 2项,引入基于 l1范数和 l2范数之

间的自适应损失函数,其利用基于矩阵范数的损耗
测量的优点,对损耗较小或较大的数据具有更强的
鲁棒性.对于自适应损失项的优化,假定矩阵Z =

[z1, z2, . . . , zn]T ∈ Rn×n,定义其损失函数为

f τ
loss = ∥Z∥τ =

∑
i

(1 + τ)∥zi∥22
∥zi∥22 + τ

, (20)

τ是损失函数的自适应参数.由于每个矩阵的行向量
可以单独计算且互不影响,令qi(W,F, b) = xT

i W +

bT − fi,则自适应损失函数项可以表示为

µ∥XTW + 1bT − F∥τ = µ

n∑
i=1

∥qi(W,F, b)∥τ . (21)

对式(21)关于{W,F, b}求偏导,并令偏导数为0,得到

2µ

n∑
i=1

giqi(W,F, b)q
′
i(W,F, b) = 0. (22)

其中

gi = (1 + τ)
∥qi(W,F, b)∥2 + 2τ

2(∥qi(W,F, b)∥2 + τ)
2 .

因此,损失函数可以转为求下式:

µ

n∑
i=1

gi∥qi(W,F, b)∥22 =

µTr((XTW + 1bT − F )
T
G(XTW + 1bT − F )).

(23)

其中:G是对称矩阵,矩阵中的第i个元素为

gii = (1 + τ)
∥xT

i W + bT − fi∥2 + 2τ

2(∥xT
i W + bT − fi∥2 + τ)

2 . (24)

解决目标函数(17)的关键步骤是解决以下问题:

min
W,F,b

µ(Tr((XTW + 1bT − F )TG(XTW + 1bT−

F )) + µλTr(WTDW )) + Tr(FTHF ),

s.t. Fl = Yl. (25)

因此,对式(25)关于b求偏导,并令偏导数为0,得到

b =
1

1TG1
FTG1 − 1

1TG1
WTXG1. (26)

将式 (26)代入 (25),关于W求偏导,并令偏导数为 0,
得到

W = (XMXT + 2µλD)−1XMF = CF. (27)

其中

M = G− 1

1TG1
G11TG,

C = (XMXT + 2µλD)−1XM.

将式(26)和(27)代入(25),得到

arg min
W,F,b

Tr(FT(H+µM − µMXTC)F ),

s.t. Fl = Yl. (28)

其中F = [Fl;Fu].假定Z = H+µM − µMXTC,并
将矩阵Z按照已知标签样本个数为限定行分为4× 4

的块矩阵,得到

arg min
W,F,b

Tr
([

Fl

Fu

]T [
Zll Zlu

Zul Zuu

][
Fl

Fu

])
,

s.t. Fl = Yl. (29)

对式 (29)关于Fu求偏导数,并令偏导数为 0,得
到

Fu = Z−1
uuZulFl. (30)

通过上述步骤迭代求解,求得最优矩阵W、F和

b.综上所述, AHFS目标函数的迭代求解过程如下.
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step 1: 输入训练集X、标签矩阵Yl、选择的特征

数k、平衡参数µ和λ;
step 2: 计算初始的Hessian正则矩阵H ,初始化

对称矩阵D、G;
step 3: repeat;
step 4:通过式(30)计算Fu,即得到软标签矩阵F ;
step 5:根据式(26)计算b,根据式(27)计算投影矩

阵W ;
step 6:更新对称矩阵D和G;
step 7:更新Hessian正则矩阵H;
step 8: until converge;
step 9: 输出投影矩阵W ,选择特征子集 {r1, r2,

. . . , rk}.

2.3 算法复杂性

本文提出AHFS算法的计算复杂度,如迭代求解
过程所示,主要分为Hessian正则的计算与优化、投
影矩阵以及标签矩阵的计算.其中Hessian正则的计
算复杂度为O(n3).在固定Hessian正则标签预测步
骤中,主要的计算成本是更新W和F时涉及的矩阵

逆运算.更新W ,令Q = XMXT + 2µλD,R =

XMF ,其计算消耗分别为O(nd2)和O(ndc),因此W

可以重新表示为W = Q−1R.矩阵求逆的计算消耗
是O(d3),根据文献 [26]可以避免矩阵求逆运算的消
耗.由于更新W可以转化为更新Q−1R,通过梯度下
降迭代可以求解最优W ,这使得矩阵逆的计算消耗
降低为O(Td2c),其中T为迭代次数.采用同样的策
略优化标签矩阵F .因此,最优W、F的总计算消耗降

低为O(nd2)+O(Td2c).综上,本文提出的AHFS总的
计算消耗为O(Tn3) +O(nd2) +O(Td2c).

3 实验及分析

本节将AHFS与流行的半监督特征算法相比较,
并分析算法选择特征的性能.

3.1 数据集

本次实验共选择6个数据集进行实验,包括3个
UCI数据集,分别为Heart、Letter以及Vote;1个图片
数据集 (COIL20),其包含对20个物体处理后的1 440
张图片,每隔5度拍摄一张图片,因此每个物体有72
张图片; 1个小圆蓝色细胞瘤 (SRBCT)基因数据集,
由83个样本组成,即8个Burkitt淋巴瘤 (BL),33个尤
文肉瘤 (EWS), 22个神经母细胞瘤 (NB)和20个横纹
肌肉瘤 (RMS),每个样本由2 308个基因表达; 1个手
写图片 (USPS)数据集,由10个数字的9 298个图像组
成,每个数字图像的大小为 16×16.这 6个数据集的
描述如表2所示.

表2 数据集描述

名称 样本数 特征数 类别

Heart 270 13 2

Letter 2 000 16 26

Vote 435 16 2

COIL20 1 440 1 024 20

SRBCT 83 2 308 4

USPS 9 298 256 10

3.2 分类准确度评价标准

定义fi和yi为给定样本xi的预测标签和样本自

带类标签,分类准确度(ACC)公式如下:

ACC =

n∑
i=1

δ(yi,map(fi))

n
. (31)

其中:n表示样本数; δ(x, y)为比较函数,x = y时,函
数值为1,否则为0.

3.3 算法比较

对于每个数据集,随机选择50 %作为训练集,剩
余50 %为测试集.在训练集上,各特征选择算法选择
出相应的样本特征,然后在测试集中仅保留筛选出
的特征,由支持向量机 (SVM)对测试样本进行预测,
并计算预测样本的正确率,得出相应的实验分类结
果.本次实验选择5种对比算法,分别是1种有监督特
征选择算法,高效的鲁棒特征选择算法 (RFS)[7]; 1种
无监督特征选择算法,拉普拉斯的得分法 (Laplacian
Score)[12]; 3种半监督特征选择算法,局部敏感半监督
特征选择 (LSDF)[27]、基于相关性和冗余标准的半监

督特性选择 (RRPC)[28]、重新调节线性回归的半监督

特征选择算法 (RLSR)[29].为保证对比实验的公平性,
从训练集中的每个类内随机选择不同比例的样本作

为标签样本,其余样本作为无标记样本.同时,在与有
监督特征选择算法RFS比较时, RFS仅利用有标签样
本选择特征子集;与无监督特征选择算法Laplacian
Score对比时,选择比例相同的无标记样本进行特征
选择.由于随机地选择样本,这可能导致分类准确性
不稳定.因此,每次实验进行20次,以获得具有高可靠
性的实验结果,并采用平均值作为对比的结果.对于
RFS、Laplacian Score、LSDF、RLSR中的参数λ,在
集合 {10−3, 10−2, 10−1, 1, 102, 103}搜索确定最优参
数值.在6个数据集上逐渐增加选择的特征个数,按
式(31)计算ACC,得到的结果如图1所示.
从图1可以看出,本文提出的半监督特征选择算

法优于所比较的特征选择算法.一方面,随着选择特
征数的增加, AHFS的分类精度也会随之提高.另一
方面, AHFS几乎在所选取数据集上的性能优于RFS,
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图 1 选择不同特征数的分类精度

这表明半监督方法可以利用未标记的数据固有的结

构信息改善有监督方法的性能,验证了半监督特征
选择方法的有效性.注意,重复实验多次,发现W行元

素和值发生了变化,但各行元素和的排序不会发生变
化,所获得的特征子集是一样的.因此,本文所提方法
所获得的特征在同一正则化参数下具有稳定性.
此外,为分析不同比例的标记训练数据对AHFS

分类性能的影响,将训练集中标签数据的比率值分
别设为 {1%, 5%, 10%, 20%, 30%, 50%}.在数据集
Heart,设置对比模型的参数为最优参数, AHFS的平
衡参数为1,同时,选择的特征子集数为6,结果如表3
所示.在数据集USPS中,选择的特征维度为25,实验
结果如表4所示.表中的加黑数据为相同标签比例条
件下,对比算法中的最优结果.

表3 Heart集不同标记训练数据比率的比较 (平均值±标准差)

模型 1 % 5 % 10 % 20 % 30 % 50 %

LSDF 56.66 ± 0.73 57.34 ± 1.16 61.35 ± 2.15 73.20 ± 2.76 76.54 ± 2.44 80.70 ± 2.64

RLSR 54.84 ± 0.64 56.85 ± 1.44 63.20 ± 2.19 71.41 ± 2.08 73.95 ± 2.48 78.39 ± 2.75

RRPC 55.61 ± 0.71 58.54 ± 1.89 65.86 ± 2.86 72.12 ± 2.69 78.67 ± 2.38 81.92 ± 2.14

AHFS 57.22 ± 0.45 61.60 ± 0.92 68.85 ± 2.49 76.97 ± 1.83 79.87 ± 1.93 83.24 ± 2.38

表4 USPS集不同标记训练数据比率的比较 (平均值±标准差)

模型 1 % 5 % 10 % 20 % 30 % 50 %

LSDF 43.39 ± 1.16 73.64 ± 1.19 73.85 ± 0.88 77.04 ± 1.14 77.83 ± 1.82 77.85 ± 1.32

RLSR 49.81 ± 1.38 75.67 ± 1.12 70.51 ± 1.13 74.07 ± 1.31 73.79 ± 1.16 76.99 ± 1.05

RRPC 55.53 ± 1.48 67.28 ± 0.92 74.06 ± 1.09 77.18 ± 1.52 76.60 ± 1.25 79.11 ± 1.39

AHFS 59.97 ± 0.63 80.54 ± 1.35 84.36 ± 1.00 85.37 ± 1.30 84.52 ± 1.08 85.73 ± 1.32

对比表 3和表 4可知, AHFS的平均分类精确率
高于所对比模型.一般而言,拥有的标签数据越多,可
获得的准确性越好.这表明,如果有更多的标记数据
可用,则模型能够选择具有更高质量的特征.如果标
签数据较少,则AHFS能够选择出判别性强的特征子
集.例如在USPS数据集,只有20 % 的标签数据,模型
的ACC结果为84.36,明显优于对比模型.

为说明本文方法应用的广泛性,本文也以深度
特征作为输入进行仿真验证.深度特征是由完全训
练好的卷积神经网络处理产生的特征.严格按照
文献 [20],卷积神经网络共有 5个卷积层和 3个权
连接层,通过 ImageNet集来调节卷积神经网络的参
数[30],然后将COIL100数据集 (包含100个类,每个类
别 72张,本文选取前 40个类,每个类别选取 40张)、
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SUN397(108类, 754张)[31]作为卷积神经网络的输入,
以最后权连接层输出 4 096维度的向量作为深层特
征,得到深度特征集CNN-COIL、CNN-SUN.在深度

特征集CNN-COIL、CNN-SUN进行验证,结果如表5
所示.

表5 基于深度特征的 (平均值±标准差)

模型 Baseline RRPC LSDF RLSR AHFS

CNN-COIL 91.17 ± 0.14 92.23 ± 0.22 93.17 ± 0.36 92.70 ± 0.43 93.54 ± 0.13
CNN-SUN 42.73 ± 0.24 43.25 ± 0.32 44.37 ± 0.15 42.41 ± 0.12 44.08 ± 0.20

通过实验可知,对于经过卷积提取的深度特征
数据集CNN-COIL, AHFS算法选择出的特征子集将
分类性能提升了2.27 %;对于深度特征数据集CNN-
SUN,分类性能提升了1.35 %.由此可知, AHFS算法
在深度空间上依然有着良好的性能.

3.4 平衡参数敏感性分析

本文提出的AHFS模型包含两个平衡参数 µ、

λ,先将自适应参数设置为τ = 0.1, p = 1.通过网格
搜索策略,分析平衡参数在范围{10−3, 10−2, 10−1, 1,

102, 103}内不同取值对AHFS算法性能的影响,图2、
图3和图4分别表示µ、λ在数据集Heart、Letter、USPS
对模型AHFS的影响.
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从 3个数据集的实验结果中观察到:一方面,本
文提出的方法表现出在较宽范围内受不同平衡参数

µ和λ值的影响,参数的不同组合可导致选择不同的
特征子集;另一方面,由于数据集相关的属性不同,没
有找到类似的规则可为所有应用模型确定最佳参数.
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图 5 实验中使用的所有数据集上, AHFS的收敛曲线
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3.5 复杂性分析

在 2.3节分析了AHFS的复杂度,本节以数据集
Vote、COIL20、USPS为例,分别从3个数据集的原始
特征中选取10、500、1 000个特征,计算各算法的时间
消耗,结果如表6所示.

表6 选择对应特征的时间消耗

模型 RRPC LSDF RLSR AHFS

Vote 1.64 0.99 1.39 1.55
COIL20 11.08 9.03 9.78 10.14
USPS 2 630.42 1 460.14 1 840.52 2 183.83

如表 6所示,在 3个数据集上 LSDF的计算消
耗都是最低, RRPC的消耗最大.虽然AHFS涉及了
Hessian的更新计算,理论上增加了计算量,但在迭代
求解的过程中,该算法收敛速度快,只需几次迭代即
可收敛,因此一定程度上减小了算法的计算消耗.

3.6 收敛性分析

本文提出了一种有效递归迭代算法求解目标函

数的最优解,通过实验分析AHFS的收敛速度.在所
有数据集上,设置平衡参数µ和λ的值为1,目标值的
变化曲线如图5所示.由图5所得,在6个公开的数据
集上实验,迭代30次内达到了收敛.在数据集Letter、
SRBCT、USPS迭代10次内可以达到收敛,证明了该
迭代优化算法的快速性和有效性.

3.7 基因学应用

生物信息学的发展为生物和生物医学研究提供

了大量的基因组和蛋白质组数据,半监督特征选择的
研究对致病原因的分析、诊断发挥着重要的作用.例
如,在基因组学中, DNA微阵列数据可以在实验中测
量数千个基因的表达水平,基因表达数据通常包含大
量的基因,但样本数量较少.然而,一种特定的疾病或
生物功能通常与几个基因有关.以急性淋巴细胞白
血病 (ALL)与急性髓细胞白血病 (AML)的患者数据
信息来评估每个基因与病症的相关性.选取72个患
者,其中急性淋巴细胞白血病有47人,急性髓细胞白
血病有25人,分别选取0.2比率作为已知病人,其余病
人信息作为未知案例,每个患者携带7 129个基因表
达.通过半监督特征选择方法获取相关性强的基因
子集,依据基因子集可以有效地判断病症的类型.选
择不同基因特征数对应的诊断情况如图6所示.
由图 6可以看出,通过AHFS算法选择的基因

子集,判断出病症类型的准确率高于对比的选择模
型.因此,在白血病等疾病的基因组学中,本文提出的
算法可以较好地利用患者的患病信息获得相关性强

的基因子集,可以有效地判断患病的类型.
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图 6 选择不同基因特征子集的诊断率

4 结 论

本文提出了一种基于Hessian正则的自适应损失
半监督稀疏特征选择框架 (AHFS).首先, AHFS能够
较好地保留数据的局部流形结构,提高对有限标签
信息的利用.其次, AHFS融合了自适应损失,提升了
模型对具有较小或者较大损失数据的鲁棒性,增强线
性映射能力并通过 l2,p范数稀疏了投影矩阵,加强了
特征之间的区分性,有利于选择判别性强的特征子
集.通过一种高效的替代优化算法解决了提出的挑
战性问题,并通过实验验证了算法的收敛性.在公开
数据集上的实验结果表明了所提出的方法优于常用

的特征选择算法.通过在白血病基因学的实例应用,
验证了本文算法在实际应用中的有效性.最后,以卷
积神经网络处理的深度特征验证了本文算法在深度

空间的性能.
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